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あらまし 1957 年 Myhill により一斉射撃問題(Firing Squad Synchronization Problem, FSSP と略す)が提唱され, 

Minsky [1]により世界で最初の 3n+O(log n)ステップ（nはセル数を意味する）一斉射撃アルゴリズムが提案されて以来, 

FSSP に関する研究はこれまでに数多くなされている．代表的な一斉射撃アルゴリズムとして,  2 次元セルラオートマトン

(2-Dimensional Cellular Automata, 2次元 CAと略す)上では，Shinahr [6], Grasselli [7], Szwerinski [9]のアルゴリズムが

知られている. しかし，これらのアルゴリズムは状態数が非常に多いという欠点がある．また、故障セルが存在する 2 次

元CAに対応した耐故障性一斉射撃アルゴリズムの存在も知られていない． 本稿では，m x n個のセルからなる長方形

アレイ上で2(m + n) - 4ステップで動作する6状態一斉射撃アルゴリズムを提案する．本アルゴリズムは複数個の長方形

状故障領域を含む 2次元セル空間も 2(m + n) - 4ステップで一斉射撃可能である．さらに，m x n個のセルからなる長方

形アレイ上で将軍の初期位置を任意とした場合，2(m + n) - 4 - min( k + l - 2, m - k + n - l)ステップで動作する 21状態

の一般化一斉射撃アルゴリズムを提案する．但し，(k,l)は将軍の初期位置である.  
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Abstract  The famous firing squad synchronization problem is stated as follows:  Given a one-dimensional 
array of n identical cellular automata, including a "general" at the left end which is activated at time t = 0, we 
want to design the automata so that, at some future time, all the cells will simultaneously and, for the first time, 
enter a special "firing" state. The problem was originally proposed by J. Myhill in 1957, presented in Moore[5], 
to synchronize all parts of a self-reproducing machine.  A lot of literatures have been published on this 
topic[1-16].  In this paper we propose a simple and efficient embedding of one-dimensional firing squad 
synchronization algorithms onto multi-dimensional arrays and give some implementations on two-dimensional 
arrays. Several 2-D synchronization algorithms have been presented in Shinar[6], Grasselli[7], and 
Szwerinski[9], however, practical implementations are rarely found. We give the following implementations 
together with firing configurations on computer simulation. Most of them have relatively small number of 
internal states.   
 
[Theorem 1]  There exists a 6-state 2-D CA which can synchronize m x n rectangular arrays in 2(m + n) - 4 steps. 
 
[Theorem 2] There exists a 6-state 2-D CA that can synchronize m x n cellular arrays with some isolated rectangular 

holes in 2(m + n) - 4 steps. 
 
[Theorem 3] There exists a 21-state 2-D CA which can synchronize m x n rectangular arrays in 2(m + n) - min((k 

+ l - 2), (m + n - k - l)) - 4 steps. The general is located on Ckl. 
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1. はじめに 
 

1957年 Myhillにより一斉射撃問題(Firing Squad Synchronization Problem, FSSPと略す)が提唱され, Minsky 
[1]により世界で最初の 3n+O(log n)ステップ（n はセル数を意味する）一斉射撃アルゴリズムが提案されて以来, 
FSSPに関する研究はこれまでに数多くなされている．代表的な一斉射撃アルゴリズムとして, 2次元セルラオートマ
トン(2-Dimensional Cellular Automata, 2次元CAと略す)上では，Shinahr [6], Grasselli [7], Szwerinski [9]のアルゴ
リズムが知られている. しかし，これらのアルゴリズムは状態数が非常に多いという欠点がある．また、故障セルの存
在する 2次元 CAに対応した耐故障性一斉射撃アルゴリズムの存在も知られていない． 
 
2. 2次元 CA 
 
有限個の有限オートマトンを 2次元整数格子点上に配置したアレイを考える．図 1参照．オートマトンは, 境界
を除き全て同一構造を持つ．各オートマトンはセルと呼ばれる．全てのセルは一斉射撃して動作し，各セルの離散

時刻 t+1における状態は，時刻 t（t≧0）における自身の状態と上下左右に隣接する 4つのセルの状態により決定
される．この動作の行えないセルを故障セルという．境界上のセルは自身が端のセルであることを認識している．図 
1において mとnが等しい場合に限定した 2次元 CAを正方形 CA，mとnが等しくない場合も含む2次元 CAを
長方形 CAと呼ぶ．i行 j列に位置するセルを Cijであらわす． 
次に説明する一斉射撃問題を考える時は，時刻 t=0 における初期計算状況において，左上端のセルを将軍，
それ以外のセルを兵士と呼ぶ． 

 
 

図 1   Two-dimensional cellular automaton 
3. 一斉射撃問題 
 
一斉射撃問題とは時刻 t=0に将軍から発せられた, 「準備ができたら一斉に射撃せよ」 という命令により, 未来
の時刻 t=á において一斉に特殊な状態（射撃状態）に遷移するように遷移規則を決定する問題である．局所的な
通信しか持たないモデルにおいてグローバルな制御を行うことが多くの研究者の興味を引き, 広く研究されてい
る． 

 
4. 長方形 CA 上での 2(m + n) - 4 ステップ同期アルゴリズム  
 
長さnの 1次元セル空間を T(n)ステップで一斉射撃する1次元 CAをM = ( Q, δ1, w )とする．ここで，QはM
の内部状態集合，δ1はQ3 → Qなる遷移関数，w(∈ Q)は1次元セル空間における左端および右端の境界記号
である．Mと同じ内部状態集合を持ち，サイズ m x nのセル空間を T(m + n - 1) ステップで一斉射撃する 2次元
CA，N = ( Q, δ2, w )を以下のように構成する．ここで，QはNの内部状態集合，δ2は Q5 → Qなる遷移関数，
w(∈ Q)は 2次元セル空間における上側，下側，左端，および右端の境界記号である．Nの遷移関数は次のように
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決定される． 
δ1(a, b, c ) = dと仮定する．但し，a, b, c, d∈{Q - {w}}．この時，Nは図 3 Type(I) に示した(1)～(9)の遷移関数
を持つ．(1)はどの境界とも隣接していないセル上で使用される規則である．(2)～(7)はそれぞれ上下左右の境界，
左下隅，右上隅に隣接しているセル上で使用される規則である．(8)及び(9)は 2 次元アレイの特殊なケースとして
m = 1, n≥ 2 あるいはm≥ 2，n =1の場合に対応した Nの規則である． 
a = w の時，すなわち，δ1(w, b, c ) = d，b, c, d∈ {Q - {w}}の時，Nは図 3 Type(II) に示した(1)～(3)の遷移関数
を持つ． これらの規則はアレイの左上隅に隣接しているセル上で使用される． (2) および(3)は先の(8)，(9)に対
応した特殊ケースである． 

            
 
図 3   Construction of transition rules for           図 4   A mapping between 1-D and 2-D cellular arrays 
two-dimensional firing squad synchronization algorithm 
 

c = wの時，すなわち，δ1(a, b, w ) = d，a, b, d∈ {Q - {w}}の時，Nは図 3 Type(III) に示した(1)～(3)の遷移
関数を持つ． これらの規則はアレイの右下隅に隣接しているセル上で使用される． (2) および(3)は先の(8)，(9)
に対応した特殊ケースである． 
サイズm x nのセル空間を考える．N上のセルで C11からの距離が kであるセル Cijの集合を gk+1とする．但し，

kは 0 ≦ k ≦ m + n -1なる任意の整数である．gk+1 は次式で定義される．gk+1 ={ Cij | (i -1) +( j -1 ) = k} 図 4
参照．すなわち， 
g1 = {C11} 
g2 = {C12, C21} 
g3  = {C13, C22, C31} 
 . 
 . 
 . 
gm + n -1 = {Cmn}． 
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さらに便宜上 g0，gm+nをアレイの左上隅，右下隅の境界セルと定義する．すなわち， 
g0 = { C00} 
gm+n = {Cm+1 n+1}． 
 

m + n -1個のセル{Ci | 1 ≦ i ≦ m + n -1}より構成される 1次元 CAを考える．任意の i(≧1)に対して giは Ci

の動作を実時間で模倣する．すなわち gi 上のすべてのセルは各時刻毎に Ci の状態をとるように動作する．時刻

t(≧0)における Ci, Cijの状態をそれぞれ Si
t, Sij

tとする．この時，次の補題が成り立つ． 
 
[補題  1] i，tを 1 ≦ i ≦ m + n - 1， 0 ≦ t ≦ T(m + n - 1)なる任意の整数とする．giに属するすべてのセルの

時刻 tにおける状態は同一で，それらはすべて Si
tに等しい． 

 
(略証) 時刻 tに関する数学的帰納法により証明する．t = 0の時，補題が成立することは次の事実より明らかであ
る．t = 0時 C1は将軍状態，それ以外のセル Cj (2 ≦ j ≦ m + n - 1)は静止状態である．一方Nにおいて，t = 0
時 C11は将軍状態，C11を除くすべてのセルは静止状態にある．従って，補題が成立する． 
次に kを0 ≦ k ≦ T(m + n - 1) - 1なる任意の整数とし，t = kの時上記補題が成立すると仮定する．仮定より，
時刻 kにおけるgi-1，gi，gi+1 (1≦ i ≦m + n - 1) 上のすべてのセルは同一の状態をとり，それらの状態をそれぞれ
a，b，c(∈Q)とする．この時，1次元 CA M上のセル Ci-1，Ci，Ci+1は時刻 t = k時にそれぞれ a，b，c(∈ Q)の状態を
とっている．Mの遷移関数において，δ1(a, b, c ) = dとする．2次元 CA Nは図 3に示す遷移関数を持つ．以下の
証明はm＜nの時も同様に成立するので m≧nと仮定する．任意の i(1≦ i ≦m + n - 1)について，gi 上のすべて
のセルは時刻 t = k+1時に Ciと同じ状態をとることを示す． 
 
(I) i = 1の時，a = wで，図3 Type(II)に示す規則(1)～(3)より C11

k+1 = d となり，またS1
k+1 = dより，S11

k+1 = S1
k+1 が

成立する． 
 
(II) 1 ＜ i ＜ n - 1の時，gi上の任意のセル Cx y を考える．但し x + y = i + 1． 
 
(1) 2 ≦ x ≦ i - 1,  2 ≦ y ≦ i -1の時， Cx-1y，Cx y-1∈ gi-1，Cx+1 y，Cx y+1 ∈ gi+1．従って仮定より，Sx-1 y

k = Sx y-1
k 

= a， Sx+1 y
k = Sx y+1

k = c，図3 Type(I) に示す規則(1)より Sx y
k+1 = d が成り立つ．また仮定Si-1

k = a ，Si
k = b ，Si+1

k 
= c，δ1(a, b, c ) = d より， Si

k+1 = dが成立する．従って，Sx y
k+1 = Si

k+1が成立する． 
 
(2) x = 1，y = iのとき，セル C1i は上側の境界と隣接している．この時，C1i-1∈gi-1 ，C2i ，C1i+1∈gi+1．従って仮定よ

り，S1i-1
k = a，S1i

k = b，S2i 
k = S1i+1 

k = c．従って，図 3 Type(I) 規則(2)よりS1i
k+1 = dが成立する．また Si-1

k = a ，Si
k = 

b ，Si+1
k = c，δ1(a, b, c ) = d より， Si

k+1 = dが成立する．従って，S1i
k+1 = Si

k+1 が成立する． 
 
(3) x = i ，y = 1の時，セル Ci1 は左側の境界と隣接している．この時，C1i-1∈gi-1 ，Ci2 ，Ci+1 1∈gi+1 ．従って仮定

より，S1i-1
k = a，Si1

k = b，Si2 k = Si+1 1 
k = c．従って，図 3 Type(I) 規則(4)より  Si1

k+1 = dが成立する．また Si-1
k = a ，

Si
k = b ，Si+1

k = c，δ1(a, b, c ) = d より， Si
k+1 = dが成立する．従って，Si1

k+1 = Si
k+1が成立する． 

(1)，(2)，(3)より，1 ＜ i ＜ n - 1の時，gi上のすべてのセルは t = k +1時に Ciと同一の状態をとる． 
 
(III)  i = nの時，gi上のセルは図 3 Type(I) 規則(1), (4)，(7)を使って状態遷移を行い，時刻 t = k +1時には Ci

と同一の状態をとる．  
さらに(IV) n + 1 ≦ i ≦ m - 1の時，(V) i = mの時，(VI) m + 1 ≦ i ≦ m + n - 2の時，(VII) i = m + n - 1の
時も同様な手法により，上記の事実を示すことができる． 
以上より，補題が成立することは明らかである． 
 
補題 1より，長さnの 1次元 CA Mが T(n)ステップで一斉に同じ状態になれば，それに対応する 2次元 CA N
においても同じ時刻に N上のすべてのセルが同じ状態になる． 以上を次の定理にまとめる． 
 

研究会Temp 
－4－



[定理 1] Mを長さ nのセル空間に対し T(n)ステップで一斉射撃する 1次元 CAとする．サイズm x nの 2次元セ
ル空間に対し，Mと同じ内部状態数を持ち，T(m + n - 1) ステップで一斉射撃する 2次元 CA Nが存在する． 
 
よって，この長方形CA上での同期アルゴリズムの射撃に要する時間はセル数 n+m-1の 1次元 CAが射撃に要
する時間と同じであり，ベースとなる 1次元 CA上での同期アルゴリズムに最適時間アルゴリズムを用いると，同期
する時刻は t=2(m + n - 1) - 2=2(m + n) - 4となる． 
また，この設計方法を用いて同期アルゴリズムを設計した場合，ベースに用いる 1次元 CA上での同期アルゴリ
ズムの状態数を変えることなく，2次元 CA上での同期アルゴリズムを設計可能である．以上より次の定理を得る． 
上記の設計方法に基づき，ベースとなる 1次元 CA上での同期アルゴリズムにMazoyerの 6状態同期アルゴリ
ズムを用いて 6状態の同期アルゴリズムを設計した．このアルゴリズムは 2次元 CA上での同期アルゴリズムとして
最少の状態数である．このアルゴリズムのシミュレーション結果を図 5に示す．以上の結果を次の定理にまとめる． 
 
[定理 2] m x n個のセルからなる 2次元セル空間を 2(m + n) - 4ステップで一斉に同じ状態にする 6状態同期ア
ルゴリズムが存在する． 

 

 
図 5  Snapshots of our 6-state linear-time firing squad synchronization algorithm on 2-D arrays 

 
上記の設計方法は 3次元直方体 CAにも応用でき，次の定理を得る． 

 
[定理 3] l x m x n個のセルからなる 3次元セル空間を 2(l + m + n) - 6ステップで一斉に同じ状態にする 6状態同
期アルゴリズムが存在する． 
 
さらに上記の設計方法は，複数個の長方形状故障領域を含む 2次元セル空間にも応用でき，次の定理を得る． 
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[定理 4] 複数個の長方形状故障領域を含むサイズ m x nの 2次元セル空間を 2(m + n) - 4ステップで一斉に同じ
状態にする 6状態同期アルゴリズムが存在する． 
 

 

 
図 6  Snapshots of our 6-state linear-time firing squad synchronization algorithm on 2-D arrays with some isolated 
rectangular obstacles 
 
5. 2 次元 C A 上での一般化一斉射撃アルゴリズム  
 

2次元上での一般化一斉射撃問題では， t=0時において将軍セルの位置は任意である．前節で述べたように gx

内の全てのセルは同一の状態となるように遷移規則を設計しなければならない．よって t=0時の将軍セルを含むセ
ル集合をどのように遷移させるかが問題となった． 

F.R.Moore[5]のアルゴリズムにおける将軍 Gは次のステップで将軍位置記憶波状態Dに遷移し，t=0時に生成
され，セル端で反射して返ってきた 1/1信号と Dが衝突することで新たな状態に遷移する．つまり t=0時に生成さ
れた 1/1 信号がセル端で反射して返ってくるまでに将軍セルを含むセル集合のセル全てを将軍位置記憶波状態
Dに遷移させることでこの問題を解決した． 
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将軍位置記憶波状態Dは 1/1信号 L,Sから情報を得ることができるためステップ 2までは必ず生成される．しか
し1/1信号 L,Sだけではステップ3以降Dを生成することができない．そこで新たな状態{D1, D2, D3, D4}という4
つの新しい状態を作ることにより，前節の問題点を解決することができる． 
追加した状態{ D1, D2, D3, D4 }はステップ数 t=2i+1（i≧1）時に生成され，将軍位置記憶波状態 Dは t=2 j(j
≧0)時に生成される．生成されたDは t=0時に将軍セルから生成され，セル端で反射して返ってきた 1/1信号と衝
突するまでその状態を保持し，設計方法で解説したm+n - 1個のセルからなる全てのセル集合gxはMoore[5]の一
般化一斉射撃アルゴリズムの動作を模倣して遷移していく． 
本稿では状態数 17 である Moore[5]の一般化一斉射撃アルゴリズムをベースとして用いたため，追加した状態

{D1, D2, D3, D4}を合わせて状態数21の一般化一斉射撃アルゴリズムを設計した．以上の結果を次の定理にまと
める． 
 
[定理 6] m×n個のセルからなる 2次元セル空間を 2(m + n) - min((k+l - 2), (m+n - k - l)) - 4ステップで一斉に同
じ状態にする 21状態同期アルゴリズムが存在する． 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 7  Snapshots of our 21-state linear-time generalized firing squad synchronization algorithm on 2-D arrays, 
where the general locates at any position on the array 
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6. まとめ 
 
長方形CA上での6状態2(m + n) - 4ステップ一斉射撃アルゴリズムの設計と実装を行い，セル数2 x 2から500 

x 500までの全ての長方形 CA上で正しく動作することを確認した．本アルゴリズムは複数個の長方形状故障領域
を含む 2次元セル空間も 2(m + n) - 4ステップで一斉射撃可能である．さらに，長方形 CA上で動作する状態数
21の 2(m+n) - min((k+l - 2), (m+n - k - l)) - 4ステップ一般化一斉射撃アルゴリズムの設計と実装を行い，セル数2
×2から 500×500までの全ての長方形 CA上において上記のアルゴリズムが正しく動作することを確認した． 従
来から知られている Szwerinski[9]のアルゴリズムに比べると内部状態数は 25600から 21に大幅に削減することが
できた． 
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