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概要

スケジューリング問題とは，仕事の機械への割り当てと機械上での処理順序を決定する問題で，

コンピュータにおける処理要求のコントロールやプロジェクトの遂行手順の決定など実用上しば

しば起こる問題である．ここでは特に，仕事にリリース時刻が付加されており，重みつき完了時

刻和の最小化を目的とする単一機械スケジューリング問題を扱う．オンライン環境では，仕事は

時間が経過するに従って，それぞれの仕事のリリース時刻に到着する．後に到着する仕事に関す

る情報は，その仕事が到着するまでわからない．本稿ではこの問題に対して最近提案されたアル

ゴリズムの概略を示し，コンピュータ上に実装してその実験的性能評価を行う.
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Abstract

Scheduling is to find a schedule that specifies when and on which machine each job is to be
excuted. This problem arises in a variety of settings, for example, to control jobs on the central
processing unit of a computer, to decide a plan in what order should tasks be processed, and
so on. In this paper, we consider the single machine scheduling problem with release dates in
which objective is to minimize a weighted sum of completion times. In an on-line scheduling
environment, jobs arrive over time, as defined by their release dates. No information is known
about any future jobs. We illustrate several on-line algorithms that were recently proposed for
this problem, and try to experimentally evaluate these algorithms.

1 はじめに
本稿では以下のようなスケジューリング問題を扱

う．1 台の機械上で処理しなければならない n 個の

仕事が与えられる．この仕事の集合を J と書く．仕

事にはいくつかの属性が付加されている．仕事 j ∈ J

の処理に必要な時間を pj，仕事の重要度を表す重み

を wj > 0 とする．仕事 j はリリース時刻 rj ≥ 0 以
降でなければ処理を開始できない．また，仕事は分

割不可能である．すなわち，仕事の処理を途中で中断

し，後にその続きから再開することは許されておら

ず，一度処理を開始した仕事は最後まで連続して処

理しなければならない．スケジューリングを評価す

るための目的関数は重みつき総完了時刻
∑n

j=1 wjCj

であり，この値を最小にするスケジュールを求める

ことを目指す．ここで Cj は，構成されたスケジュー

ルにおける仕事 j の完了時刻である．この問題は，

Graham らによるスケジューリングの表記法 [4] に
よれば，1|rj |

∑
wjCj と書かれる．また，すべての

仕事 j に対して wj = 1 であったとしても，強 NP
困難である．
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オンラインスケジューリング環境では，仕事は時

間が経過するに従って，それぞれの仕事のリリース

時刻に到着する．最初仕事の数はわからず，後に到

着する仕事に関する情報は何も与えられていない．

仕事 j に関する処理時間 pj，重み wj は時刻 rj に

仕事が到着したときはじめて明らかになる．

任意のインスタンスに対して，オンラインアルゴ

リズムによって得られる目的関数値が (オフライン
環境における)最適な目的関数値の ρ 倍以下である

とき，ρ を競合比という．

オンライン環境において，決定性アルゴリズムと

しては競合比 2 [7, 1]，ランダム化アルゴリズムと
しては競合比 e/(e − 1) ≈ 1.582 [10] よりもよいア
ルゴリズムが存在しないことがわかっている．

オフラインの問題に対する最初の定数近似アルゴ

リズムは 1995年に Phillips，Stein，Wein [8]によっ
て与えられた．このアルゴリズムは，まず仕事の処

理の中断を許したスケジュールを構成し，そのスケ

ジュールから得られる情報を用いて，仕事の処理を

中断しないスケジュールを構成する．オンラインの問

題に対する最初の結果は 1996 年に Hall，Shmoys，
Wein [5] によって与えられた．彼らのアルゴリズム
は時間軸を区間に分割してそれぞれの区間内でスケ

ジュールを構成していくというものであり，競合比

は 4 + ε である．1997 年，Hall，Schulz，Shmoys，
Wein [6] はこの方法に改善を加え，競合比を 3 + ε

とした．同じ年に，Goemans [2] は Phillips らの
考えを発展させた α-点の概念に基づき，α の値を

1/
√

2 と決めることで，競合比 1 +
√

2 ≈ 2.4143 の
アルゴリズムを与えた．また，α の値を一様分布に

基づいてランダムに選ぶことにより，競合比 2 の
ランダム化アルゴリズムが得られることも示した．

2002年，Goemans，Queyranne，Schulz，Skutella，
Wang [3] は α の値をある確率分布に基づいてラン

ダムに選ぶことにより競合比 1.6853 を達成した．
そして同じく 2002 年，Anderson と Potts [1] は，
SWPT (Shortest Weighted Processing Time) 法を
オンラインに適応させることにより，競合比 2 の決
定性アルゴリズムを発表した．これらの結果を表 1
にまとめる．

本稿では特に，1997 年の Hall らによるアルゴリ
ズム，2002 年の Goemans らによるアルゴリズム，
同じく 2002 年の Anderson と Potts によるアル
ゴリズムについて，計算機実検を行い，実際的な性

能を評価する．また，実験結果を観察することによ

表 1: 主なオンラインアルゴリズムの競合比

著者 ランダム化 決定性

Hall ら [5] 4 + ε

Hall ら [6] 3 + ε

Goemans [2] 2 2.4143
Goemans ら [3] 1.6853
Anderson ら [1] 2

り，近似保証はもたないながらも実用上優れたスケ

ジュールを構成するヒューリスティックを与える．

2 アルゴリズムの概略

この節では，Hall，Schulz，Shmoys，Weinによる
アルゴリズム [6]，Goemans，Queyranne，Schulz，
Skutella，Wangによるアルゴリズム [3]，Anderson
と Potts によるアルゴリズム [1] について，その概
略を述べる．

準備として，この節で紹介するアルゴリズムに関し

て，共通して土台となっている概念について述べる．

すべての仕事が同時にリリースされる問題 (Graham
らの表記法によれば 1||∑wjCj と書かれる問題)は，
SWPT 法によって最適に解かれることが 1956 年に
Smith によって示されている [9]．SWPT 法では，
機械が空になったとき，まだスケジュールされてい

ない仕事の中で wj/pj が最大の仕事をスケジュール

していく．

2.1 Hall らのアルゴリズム [6]

Hall らは時間分割の概念を用いたアルゴリズムを
提案した．これは，時間軸を長さが幾何的に増加し

ていくような区間に分割し，それぞれの区間の中で，

その区間の開始時刻までにリリースされている未処

理の仕事をスケジュールするというものである．一

連の副問題を解くことによって全体の問題が解かれ

る．また，それぞれの区間の中ではリリース時刻を

もたない仕事をスケジュールすることになる．この

アルゴリズムを Greedy-Interval と呼ぶ．このアル
ゴリズムの競合比は 3 + ε である．

τ0 = 0，τl = 2l−1(l = 1, 2, . . .) としたとき，それ
ぞれの区間は (τl, τl+1]と定義される．区間 (τl, τl+1]
の長さは τl であることに注意する ((τ0, τ1] に限り
長さは τ1( 6= τ0) である)．

2

研究会Temp 
－18－



2
1

4 3
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

r4 r2 r1 r3

τ0 τ1 τ2 τ3 τ4 τ5

図 1: アルゴリズム Greedy-Interval の出力例

アルゴリズム Greedy-Interval

反復 l = 1, 2, . . . について，以下を繰り返すこ

とにより，それぞれの区間 (τl, τl+1] におけるス
ケジュールを構成する．

1◦ 時刻 τl まで待つ．

2◦ Jl を，時刻 τl までにリリースされており，

かつその時点でまだスケジュールされてい

ない仕事の集合とする．

3◦ 集合 Jl に含まれる仕事と与えられた ε > 0
に対し，ナップサックのサイズを τl，品物

j のサイズを pj，価値を wj として，ナッ

プサック問題に対する FPTAS を適用す
る．得られた (1 + ε) 近似解に含まれる仕
事の集合を J ′l とする．

4◦ J ′l に含まれる仕事を，wj/pj の非増加順

に区間 (τl, τl+1] の間にスケジュールする．

アルゴリズムGreedy-Intervalは，副問題としてナ
ップサック問題を含んでいる．ナップサック問題に対

する FPTAS (fully polynomial time approximation
scheme)の概略は以下のとおりである．ナップサック
のサイズを D，品物の数を nとしたとき，与えられ

た誤差パラメータ ε > 0に対して，δ = εD/nと定義

する．次にそれぞれの品物のサイズ si を si = bsi/δc
に，ナップサックのサイズD を D = bD/δc に修正
し，この修正サイズのもとで，動的計画法を用いて

最大価値を達成する品物の集合を求める．このアル

ゴリズムは O(nD) = O(n2/ε) 時間で走る．
入力として処理時間 pj，重み wj，リリース時刻

rj が表 2 のように与えられる 4 つの仕事の集合
J = {1, 2, 3, 4} が与えられた場合，アルゴリズム
Greedy-Interval は図 1 に示したスケジュールを出
力する．このスケジュールの目的関数値は 533 であ
る．この図において，横軸は時間軸であり，長方形

の高さは比 wj/pj の値を表している．

表 2: 入力例
仕事 j pj wj rj wj/pj

1 1 6 5 6
2 4 16 2 4
3 3 9 8 3
4 6 12 0 2

2.2 Goemans らのアルゴリズム [3]

Goemansらは，中断を許して構成したスケジュー
ルから得られる情報を用いて中断を行わないスケ

ジュールを構成するという Phillips ら [8] の考えを
発展させ，競合比 1.6853 のランダム化アルゴリズ
ムを与えた．彼らのアルゴリズムについて述べる前

に，必要となるいくつかの概念について説明する．

まず，(オフラインの問題に対する) 次のような線
型計画緩和 (LP 緩和) を考える．なお，T は十分

大きな正整数であり，yjt = 1 (yjt = 0) ならば時刻
t に仕事 j の処理が実行されている (いない) と考
える．

minimize
∑

j∈J

wjC
LP
j

subject to
T∑

t=rj

yjt = pj (j ∈ J)

∑

j∈J

yjt ≤ 1 (t = 0, . . . , T )

CLP
j =

pj

2
+

1
pj

T∑
t=rj

yjt

(
t +

1
2

)

(j ∈ J)

yjt ≥ 0 (j ∈ J, t = rj , . . . , T )

この LP 緩和は組合せ的に解くことができる．任
意の時刻において，すでにリリースされておりかつ

処理が完了していない仕事の中で，wj/pj が最大の

仕事を選び，これを中断を許す形でスケジュールして

いくことで得られるスケジュールを LP スケジュー

3
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図 2: LP スケジュール (上)とアルゴリズム Random-Alpha の出力例 (下)

ルと呼ぶ．LP スケジュールは上の LP 緩和の最適
解のひとつであることがGoemans [2] によって示さ
れている．なお，LP スケジュールはオンライン環
境でも構成することができる．

次に仕事の αj-点について述べる．ある 0 < αj ≤
1 に対し，仕事 j の αj-点とは，その仕事の処理の
うち，割合 αj が完了した時刻，すなわち αjpj 単位

の処理が完了した時刻のことである．仕事 j の αj-
点を tj(αj) と書く．

Goemans らのアルゴリズムは次のとおりである．

アルゴリズム Random-Alpha

次の a)，b)，c) を並列に行っていく．

a) 仕事 j が到着したとき，その仕事に対する

αj の値を確率密度関数

f(α) =

{
(c− 1) · eα (α ≤ δ のとき)
0 (それ以外)

にしたがってランダムに選ぶ．ここで，δ

と c は，γ を式

γ + ln(2− γ) = e−γ
(
(2− γ)eγ − 1

)

の 0 < γ < 1 を満たす解 γ ≈ 0.4835 と
したとき，δ := γ + ln(2 − γ) ≈ 0.8999，
c := 1 + e−γ/δ < 1.6853 である．

b) LP スケジュールを構成しながら，αj-点が
現れた順に仕事を待ち行列に入れていく．

c) 機械が空ならば，待ち行列に入っている仕
事を非中断にスケジュールする．

アルゴリズム Random-Alphaの動作例を示す．ま
ず，表 2の入力に対する LPスケジュールと，このス
ケジュールにおいて α1 = 1/2, α2 = 1/4, α3 = 2/3,
α4 = 2/3 としたときの αj-点は図 2 の上側のよう
になる．このとき，Random-Alphaの出力は図 2の
下側のようになり，目的関数値は 505 である．

LP スケジュールは先に示した LP 緩和の最適
解のひとつである．図 2 の例において，LP 緩和
の 3 つ目の制約式にしたがってそれぞれの仕事の
完了時刻を計算すると CLP

1 = 6, CLP
2 = 25/4,

CLP
3 = 11, CLP

4 = 65/6 となり，LP 緩和の最適
値は

∑
wjC

LP
j = 365 であることがわかる．

2.3 Anderson, Pottsのアルゴリズム [1]

2002年，Andersonと Pottsは競合比 2の決定性
アルゴリズムを与えた．このアルゴリズムは，SWPT
法をオンラインに適用し，修正を加えたものである．

アルゴリズム Delayed-SWPT

以下の 1◦，2◦ を繰り返す．

1◦ 到着している仕事のうち，比 wj/pj が最

大の仕事 j を選ぶ (処理可能な仕事がな
ければ，仕事が届くまで待つ)．

2◦ pj ≤ t ならば仕事 j をスケジュールす

る. そうでなければ, 他の仕事が届くか,
t = pj になるまで待つ.

表 2で示した入力に対し，アルゴリズム Delayed-
SWPT は図 3 に示すようなスケジュールを出力す

4
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図 3: アルゴリズム Delayed-SWPT の出力例

る．このスケジュールの目的関数値は 506 である．

3 実験的性能評価

ここでは前節で示したアルゴリズムについて計算

機実験を行い，実際的な性能を評価する．また，そ

の結果に基づいて，理論的な精度保証はもたないな

がらも，実用上優れたスケジュールを構成するいく

つかのヒューリスティックアルゴリズムを与える．

3.1 データ生成

実験のインスタンスは次のように発生させた．

• 仕事数 n は 10, 20, 50, 100, 200 から選ぶ．

• 仕事の処理時間 pj と重み wj はそれぞれ

– [1, 100] の範囲の一様分布，

– 平均 µ = 50,分散 σ2 = 25 の正規分布，

– 最頻値を 2 つもつ分布 (確率 0.5 で平均
µ = 25,分散 σ2 = 5 の正規分布，確率
0.5 で平均 µ = 75,分散 σ2 = 5 の正規分
布をとる)

の 3 通りの確率分布に従って，乱数を用いて
発生させる．

• リリース時刻は [
1, λ

∑n
j=1 pj

]
の範囲の一様

分布に従い，乱数を用いて発生させる．ここ

で，λの値としては 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0, 1.25,
1.5 の 7 つから選ぶ．

以上のすべての組合せ 315 通りについて，それぞれ
20 ずつ，合計 6300 のインスタンスを生成する．

3.2 実験結果

アルゴリズムの評価は，構成されたスケジュール

を (オフラインの問題に対する) 下界と比較して行

う．より正確にいえば，アルゴリズムによって構成さ

れたスケジュールの目的関数値を ALG，2.2 節で示
した LP 緩和の最適値を LP と書くとき，ALG/LP
の値を考え，これが 1 に近いほどよいアルゴリズム
であるとする．

なお，Greedy-Intervalについて，ラウンディング
を行う際の ε の値は 0.1 に固定して実験した．

3 つのアルゴリズムについての実験結果を表 3 に
示す．この表は ALG/LPの値の平均と標準偏差，そ
して最大値を，仕事数 n に関して分類したものであ

る．最下行には全インスタンスに対する平均と標準

偏差，最大値を示す．また，ALG/LP の値の具体的
な分布を図 4 に示す．

Random-Alpha と Delayed-SWPT が理論的な競
合比よりもかなりよい結果を出したのと比べると，

Greedy-Interval の性能はややもの足りなさを感じ
る．また，Random-Alpha と Delayed-SWPT に関
しては仕事数が増えるにしたがって ALG/LP の値
が 1 に近づくことが観察されるが，逆に Greedy-
Interval が構成するスケジュールの ALG/LP の平
均値はゆるやかな増加傾向をみせる．

3.3 実験結果から導かれるヒューリスティ
ック

Random-Alpha と Delayed-SWPT は非常に優れ
たスケジュールを構成するが，ある特殊な場合には

やや悪いスケジュールを構成することがある．ここ

では，アルゴリズムを少し修正することで，実用的

な視点からみてよい結果を出すヒューリスティック

アルゴリズムを導く．

Goemans らのアルゴリズムではそれぞれの仕事
j に対する αj の値を確率分布に基づいてランダム

に選んでいる．この場合，平均的にみればよい結果

を導くのであるが，その性能は αj の選び方に大き

く左右されることになる．wj/pj の値が相対的に小

さな仕事に対しては大きな αj を，逆に wj/pj が

5

研究会Temp 
－21－



表 3: 仕事数 n で分類した Greedy-Interval，Random-Alpha，Delayed-SWPT の性能

n Greedy-Interval Random-Alpha Delayed-SWPT

平均 標準偏差 最大 平均 標準偏差 最大 平均 標準偏差 最大
10 1.36524 0.00181 1.76611 1.16099 0.00356 1.41672 1.08506 0.00232 1.31914
20 1.36525 0.00166 1.70256 1.10476 0.00205 1.37430 1.04630 0.00149 1.17816
50 1.37721 0.00251 1.71783 1.05667 0.00129 1.14670 1.02091 0.00097 1.07958

100 1.38915 0.00427 1.67192 1.03419 0.00114 1.09962 1.01103 0.00086 1.04772
200 1.39713 0.00304 1.66524 1.02007 0.00096 1.04565 1.00572 0.00081 1.01803

全体 1.37902 0.00148 1.76611 1.07550 0.00096 1.41672 1.03396 0.00050 1.31914
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図 4: 全 6300 インスタンスに対する ALG/LPの値の分布

相対的に大きな仕事に対しては小さな αj を選ぶこ

とが理想的である．そこで，次のような αj の選び

方を考えてみる．j 番目にリリースされた仕事 j の

wj/pj の値が，それまでに到着している j 個の仕事

の中で k 番目に大きいとするとき，αj = k/(j + 1)
と決める．このヒューリスティックアルゴリズムを

Greedy-Alpha と呼ぶことにする．
Greedy-Alphaについての実験結果を表 4に示す．

Random-Alpha と比べると，Greedy-Alpha は平均
的な性能としてはかなり改善されているが，最悪の

場合の値については大きく劣っている．

次に SWPT アルゴリズムをオンラインに適用さ
せることを考える．機械が空になったとき，既にリ

リースされており，かつまだスケジュールされてい

ない仕事の中から wj/pj が最大の仕事を選び，スケ

表 4: アルゴリズム Greedy-Alpha の性能

n 平均 標準偏差 最大
10 1.09516 0.00284 1.72783
20 1.06273 0.00198 1.38715
50 1.03664 0.00129 1.24911

100 1.02152 0.00105 1.12016
200 1.01279 0.00090 1.05883

全体 1.04593 0.00064 1.72783

ジュールする．このヒューリスティックアルゴリズ

ムを Online-SWPT と呼ぶことにする．
Delayed-SWPT が構成するスケジュールについ
て考えてみる．Delayed-SWPT は次のような場合
にあまりよくない結果を示す．時刻 t に処理時間の

長い仕事 j の処理を開始したとする．その直後の時

刻 t + 1に wk/pk À wj/pj であるような仕事 k が
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表 5: Online-SWPT と Modified-SWPT (ε = 1/4, 1/2) の性能

n Online-SWPT Modified-SWPT (ε = 1/4) Modified-SWPT (ε = 1/2)

平均 標準偏差 最大 平均 標準偏差 最大 平均 標準偏差 最大
10 1.05554 0.00170 1.38804 1.05589 0.00171 1.38804 1.06056 0.00183 1.33937
20 1.03321 0.00125 1.18807 1.03278 0.00124 1.21947 1.03555 0.00130 1.17953
50 1.01605 0.00088 1.09354 1.01614 0.00088 1.08839 1.01693 0.00090 1.07023

100 1.00853 0.00083 1.03477 1.00860 0.00083 1.03485 1.00905 0.00083 1.03833
200 1.00440 0.00080 1.01782 1.00445 0.00080 1.01914 1.00463 0.00080 1.01674

全体 1.02371 0.00037 1.38804 1.02373 0.00037 1.38804 1.02551 0.00040 1.33937
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図 5: Online-SWPT，Modified-SWPT と Delayed-SWPT との ALG/LP の値の分布の比較

到着したとすると，仕事 k は仕事 j の処理が完了

するまで待たなければならない．この場合，アルゴ

リズムは時刻 t+1 まで待って先に仕事 k を処理し，

その後仕事 j を処理した方がよい．

そこで以下のような，仕事の処理時間に応じて処

理の開始可能時刻を遅らせるヒューリスティックア

ルゴリズム Modified-SWPT を考える．ある ε に対

し，それぞれの仕事 j のリリース時刻 rj を r′j =
max{rj , εpj} と修正し，この修正インスタンスに
Online-SWPT を適用する．

Online-SWPT と Modified-SWPT についての実
験結果を表 5 に示す．Online-SWPT は平均的な性
能としては Delayed-SWPT を上回っているが，最
悪の場合についてはやや劣っている．一方，ε = 1/2
の場合の Modified-SWPT は平均的な性能として

Delayed-SWPTを上回っており，最悪の場合につい
てもほとんど遜色ない．特に仕事数が 50 以上では，
最悪の場合も Delayed-SWPT を上回っている．
全 6300 インスタンスに対する Online-SWPT と

Modified-SWPT の ALG/LP 値の分布を Delayed-
SWPT と比較したものが図 5 である．Modified-
SWPT (ε = 1/2) は Delayed-SWPT と Online-
SWPT の中間的な性能を示すことがわかる．

Modified-SWPTに対して，ε = 1/64, 1/32, 1/16,
1/8, 1/4, 1/2, 1, 2, 4 と動かしたときの，ALG/LP
の平均値と最大値の変化を調べた結果が図 6 であ
る．これより，最悪の場合の値を小さくするために

は ε を 1/2 前後に選ぶとよいことがわかる．なお，
ε の値を小さくしていくと Online-SWPT の解に近
づく (ε = 0 の場合は Online-SWPT に等しい)．
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図 6: ε の与え方による Modified-SWPT の性能

4 おわりに

重みつき完了時刻和の最小化を目的とする単一機

械スケジューリング問題に対して最近提案された 3
つのオンラインアルゴリズムを概説し，その実際的

な性能の評価を行った．また，実験結果を分析する

ことにより，実際的な視点からみて優れたヒューリ

スティックアルゴリズムを導いた．

今後の課題として，機械が複数台与えられた場合

や，仕事に先行制約や納期などの条件が付加された

場合に，よいスケジュールを構成するアルゴリズム

の研究があげられる．
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