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あらまし 低密度パリティ検査符号 (LDPC符号)はターボ符号と並び最も注目されている誤り訂正符号の

1つである．本稿では，LDPC符号に対するランダム局所探索による復号法Rand1に焦点を当てる．具体

的には，Rand1の平均的な性能を解析する道具として，LDPC符号に対するグラフモデルを導入し，その

グラフ上でRand1を模倣する手法を提案する．
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Abstract Low-density parity-check codes(LDPC codes) can be considered serious competitors to turbo

codes in terms of perfomance and complexity. In this paper, we focus on a (randomized) local search

algorithm (Rand1) for the decoding problem for LDPC codes, and we propose graph model for LDPC

codes.
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1. 序 論

低密度パリティ検査符号 (Low-Density Parity-Check

Codes, 以下 LDPC符号と呼ぶ)と sum-product復号法

は 1962年に Gallager によって初めて提案された．[2] で

は LDPC符号は高い誤り訂正能力を持つことが示された

が，当時の計算機の性能からそれらの実装が困難とされ

数十年もの間は忘れられていた．しかし，Mackay等 [3]

がこれらを再発見し，LDPC符号はターボ符号と並び次

世代の誤り訂正符号として注目されるようになった．そ

して，現在最も Shannon限界に近い符号の 1つであると

言われている．

Sum-product復号法は，人工知能の分野で良く知られ

る信念伝播法 (belief propagation) と等価なアルゴリズ

ムであり，ある条件下では最尤復号に迫る復号性能が得

られることが実験的・経験的に知られている [3]．しかし，

その動作は複雑で数学的に厳密な解析は困難である．そこ

で，sum-product復号法の性能を解析する手法の 1つと

して，動作を簡単化した単純復号法 (simple decoder)を

提案し，これの性能を解析することで sum-product復号

法を評価する試みがある [1] [2] [3]．本稿で扱うランダム

局所探索による復号法 (以下，Rand1)はMackay等 [3]

が示している単純復号法を改良したものである．

本稿では，LDPC 符号の復号問題と k-SATの類似性

の観点から LDPC符号の復号法の解析を進める．具体的

な内容としては，まず Papadimitriou等 [4]が k-SATの

ランダム局所探索アルゴリズムに対して行った解析手法

を用いて得られる Rand1の平均的な振舞いを数学的に

証明した結果を示す．次に，LDPC符号の Rand1に対

して計算機実験を行った際に得られた幾つかの性質を示
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す．そして，Rand1の平均的な性能を解析する為の道具

としてグラフモデルを提案し，このモデルの実験的な評

価を行う．

2. 準 備

正規 LDPC符号は，次の (n, j, k)-パリティ検査行列で

定義される符号である．

［定義 2.1］ ((n, j, k)-パリティ検査行列) (n, j, k)-パリ

ティ検査行列 A は，次の 2 つの条件を満たす nj/k × n

の {0, 1}行列である．
• Aの各列に 1がちょうど j 個ある．

• Aの各行に 1がちょうど k 個ある．

この様なパラメータの組 (n, j, k)で定まる {0,1} の行
列は一意に定まらない．(n, j, k)を 1組固定したとき，こ

の条件を満たす集合を S(n, j, k)で表す．

［定義 2.2］ (正規 LDPC符号) (n, j, k)-LDPC符号

LDPCC(n, j, k)はパリティ検査符号A ∈ S(n, j, k)に対

して，Av = 0を満たす v を符号語とする．nを符号長

と言う．ただし，n � k > j を満たす．

nビット長の符号語 v は通信路を通って相手に伝達さ

れる．本稿で仮定する通信路は，次で定義する二元対称

通信路である．

［定義 2.3］ (二元対称通信路) 二元対称通信路とは符号

語の各ビットが独立に転送され，1つの情報ビットが誤っ

て伝達される確率が p (0 <= p < 0.5)で表される通信モデ

ルである．この pをビット誤り率と言う．

誤りを含むビットを 1と，含まないビット 0とするこ

とで，符号長 n の符号語 v の伝送の際の誤り系列を n

ビット長の {0,1} ベクトル x で表すことが出来る．この

xを単にノイズと呼ぶ．すると，受信語 u は u = v + x

mod 2で表せる．本稿で実験・解析を行う際には，各ビッ

ト誤り率 pに対して誤り (1)を pnビットだけ持つような

典型的ノイズだけを考える．

LDPC符号の復号には，次のシンドロームを用いる．

［定義 2.4］ (シンドローム) 受信語 u に対するシンド

ローム z は z = Au = A(v + x) = Ax mod 2である．

受信語 uよりシンドローム z を得るが，パリティ検査

行列 A の性質 Av = 0より，z = Ax mod 2の関係が

成り立つ．ノイズ xが推定出来るとこれより伝送された

符号語 v が得られるので，LDPC符号の復号問題は次の

様に定式化出来る．

LDPC符号の復号問題

入力：(n, j, k)-パリティ検査行列 A，

シンドローム z

質問：Ax = z mod 2を満たすノイズ x を求めよ．

input: (n, j, k)-パリティ検査行列A，

シンドローム z.

begin

/* 初期化 */

ノイズ推定値 x̃を 0 で初期化；

/* ランダム復号ステップ */

while MAXS回繰り返すまで

x̃から判定値が最大なビットを 1 ビット選ぶ；

選んだビットの 0,1 を反転し，x̃を更新する；

if(Ax̃ = z) break；

output x̃;

end.

図 1 Rand1 の擬似コード.

この問題を概略する．m = nj/k とすると，検査行列

Aとノイズ x の直積 Ax は次に様に書き下せる．

C1(x) = x1,1 ⊕ x1,2 ⊕ . . . ⊕ x1,k

C2(x) = x2,1 ⊕ x2,2 ⊕ . . . ⊕ x2,k

...
...

Cm(x) = xm,1 ⊕ xm,2 ⊕ . . . ⊕ xm,k

ただし，上式の変数の添字である整数の組 (i, j) はノイ

ズの各ビット x = (x1, x2, . . . , xn)T の添字のいずれかを

表す．この各式 C1, . . . , Cmをパリティ検査式と呼ぶ．ま

た，検査行列 A の性質より各検査式 Ci には k 個のビッ

トが関連し，各ビット xi には j 個の検査式が関連する．

この表記を用いると，LDPC符号の復号問題は，全ての

i ∈ {1, . . . , m} に対して Ci(x̃) = zi を満たすような長

さ nの 0,1系列 (ノイズ)x̃を求める問題であると言える．

ただし，zi はシンドローム z の i番目のビットである．

次に，この復号問題に対するランダム復号法 Rand1

(図 1参照)を説明する．あるステップでのノイズの推定

値 x̃が与えられたとする．例えば，j = 3, k = 4として，

あるビット xi が出現する (関連する) パリティ検査式を

Ci,1, Ci,2, Ci,3 とする．そして，この検査式に x̃ を割り

当てると，次の様になったとする．
Ci,1(x̃) |= zi,1

Ci,2(x̃) |= zi,2

Ci,3(x̃) = zi,3

ノイズ推定値 x̃ の下でのビット xi に対する判定値とは，

対応するシンドロームを充足しない式数を表し，この例

では判定値は 2である．Rand1は，復号ステップの毎回
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で判定値が最大なビットを誤りビットの候補とし，この候

補ビットからランダムに選んだ 1ビットの {0,1} 反転を
行う．典型的ノイズの仮定より，各ビット誤り率 pに対し

てノイズの誤りビット数は pnであることから，Rand1

がノイズを発見するまでに最短でも pnステップは必要と

なる．そこで，Rand1の解析の際には，アルゴリズムの

の高速性を活かす為に最大ステップ数 MAXSを 2pn と

設定する．

また解析の際に用いる用語として，ノイズ推定値 x̃ が

与えられたとき，パリティ検査式が非充足式であるとは，

真のノイズと異なるビット (誤ビットと呼ぶ)を奇数個含

む場合を指す．パリティ検査式が充足式であるとは，誤

ビットを偶数個含む場合を指す．特に誤ビットを 1個以

上偶数個含む場合を擬似充足式と呼ぶ．

3. Rand1の解析1：k-SATの類似性による

ここでは，LDPCC(n, j, 4) Rand1に対する平均的な

振舞いを数学的に証明する際に用いた仮定とその結果を

示す．

まず，Rand1が復号ステップの毎回で，必ず誤ビット

を訂正ビットして選ぶような状況を考える．具体的に，

毎ステップでの誤ビットは必ず反転ビットの候補として，

既に正しいビット (正ビットと呼ぶ)は必ず反転ビットの

候補として選ばれないような場合を想定する．これを十

分に満たすような LDPC符号のパラメータ j の条件とし

て，次の定理が得られる．

［定理 3.1］ 十分に小さい α, δ (0 <= α, δ <= 1) を設定す

る．このとき，j > pn+2
c(p)

(
ln(pn) + ln 1

αδ

)
を満たすよう

なパリティ検査行列 A ∈ S(n, j, 4)をランダムに選ぶと，

大抵のノイズに対して，Rand1dは pn 回の復号ステッ

プで停止し，復号が成功する．ただし，c(p) = 1
12

(1−p)6

である．

4. Rand1の解析 2：グラフモデルの導入

以下では，解析の対象を LDPCC(n, 3, 4)に限定する．

そして，LDPCC(n, 3, 4)の Rand1に対する計算機実験

により得られる幾つかの性質を示し，これにより Rand1

の解析の方針を設定する．そして，Rand1の平均的な性

能を解析する為の道具としてグラフモデルを提案し，こ

のモデルの実験的な評価を行う．

4. 1 計算機実験

解析の最終目標は，復号成功率の限界値を解析的に算

出することである．図 4. 1は，各ビット誤り率 pに対し

て Rand1の復号実験から得られる復号成功数/試行数の
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図 2 Rand1 の復号成功率.
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図 3 Rand1 の判定値の最大値の推移.

推移を表したものである．符号長 nが大きくなるとこの

曲線は鋭角になり，p = 0.085あたりが復号成功率の限界

値であろうと予測できる．

まず，LDPCC(n, 3, 4)の Rand1に対して，何が復号

成功/失敗に関わっているかを計算機実験を行うことで推

定することにする．Rand1 の復号のある 1 試行を観測

すると図 3 の様になる．これより，ランダム復号ステッ

プを，判定値が 3 のビットが初めて無くなるまで (第 1

段階)と，判定値が 2,3の両ビットが初めて無くなるまで

(第 2段階) と，以降復号が終了まで (第 3段階) の 3 段

階に場合分け出来ることが分かる．

各判定値のビットの重要性を調べるために，観測用ア

ルゴリズム Rand1i(i ∈ {1, 2, 3})を導入し，この復号成
功率を観測する (図 4)．Rand1i とは，判定値の最大値

が iのときの反転ビット選択を出来るだけ正しく選ぶよ

うに設計したものである．計算機実験を行う際にはあら

かじめノイズ x を生成するため，これと比較することに

より Rand1i を実現出来る．図 4より，Rand12 が他の

アルゴリズムと比べて特に高い復号成功の限界を持つこ

とが分かる．ここで，Rand1 の第 2 段階では判定値が

2 のビットが頻繁に反転ビットして選ばれることに注意
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図 5 特殊なノイズによる Rand1 の復号成功率.

する．

また，特殊なノイズによる Rand1の復号成功率の限

界を観測する．本稿では典型的ノイズを扱うため，符号

長 n，ビット誤り率 pのノイズをランダムに生成する場合

には，pn個の 1をランダムに決定する (NoiseGen)．こ

れに対して，先にパリティ検査行列Aを決定し，greedy

に擬似充足式数を多く (少なく) なるように誤りビット

を決定するノイズ生成アルゴリズム NoiseGen1(2) を

Rand1 に適用し比較する (図 5)．図 5 より，ビット誤

り率 pが十分に小さくても，開始時に擬似充足式数があ

る程度存在すると復号が成功しにくくなることが分かる．

これらの実験とは別に，復号が失敗する際には非充足式

数は少なくなっているが，擬似充足式数が処理しきれな

い状況が生じていることを示す結果が得られている．

以上の実験結果をまとめる．Rand1の復号成功/失敗

を解析するには

• Rand1の第 2段階 (以降)を特に解析する，

• 非充足式数，擬似充足式数の変動を追う，

ことが手がかりになるであろうと予想される．しかし，

Rand1 の第 2 段階以降を解析することは非常に困難で

ある．それは，Rand1 の各段階は全く異なるランダム

ウォークであり，特に段階が転移する地点が解析の問題

となる．そこで本研究では，Rand1の第 1段階をランダ

ム性を無く十分に模倣する手法を発見した．これにより，

以降では第 1段階を無視し，解析の目標をRand1の第 2

段階に限定し，この区間の非充足式数，擬似充足式数の

変動を追うことを考える．ただし，ページの都合上，こ

の説明は省略する．

4. 2 グラフモデルの導入

まず，パリティ検査式Aをグラフで表現する．具体的

には，各ビットに対して点を，ビット間の関連を辺で表

す．このグラフを実現するために，各ビット (点)に対し

て場合分けを行う必要がある．また，ビット間の関連 (辺)

に対して，それが Rand1の実行でどの様な影響を示す

かを知る必要がある．それぞれを以下で説明する．

点：ビットの場合分け

ビットの場合分けは，ノイズ推定値 x̃ による誤ビット

と正ビットの組合せを用いて行う．各場合を表記する際の

規則として，まず目標のビット xiを最左に置く．その xi

に関連する j = 3個のパリティ検査中の xi を除くビット

を各行に表す．そして，ノイズ推定値 x̃ の下での誤ビッ

トを×と，正ビットを○と表現する．本研究では，この方

法によりビットを 40 通りに場合分けを行った．例えば，

下図に示すビットの正/誤の組合せは場合 1と呼ぶ．

場合 1 × ○ ○ ○

○ ○ ○

○ ○ ○

つまり，ビット xi が場合 1であるとは，ノイズ推定値

x̃の下で xi 自身が誤ビットであり，xi の関連する 9個の

ビット全てが正ビットである場合を指す．また，この場

合 1 のビットの正/誤の組合せから，xi の関連する 3 個

の検査式は全て非充足式である為，この場合 1のビット

の判定値は 3である．

本研究では，この様に場合分けされた 40通りを全て用

いるのではなく，第 2段階で特に特徴のある場合のビッ

トだけを考える．第 2段階で反転ビットとして選ばれる

ビットの場合を計算機実験により観測したところ，先に

示した場合 1と，次に示す場合 9，場合 15がその大半で，

それ以外の場合はほとんど表れなかった．

場合 9 × ○ ○ ○

○ ○ ○

× ○ ○

場合 15 ○ × ○ ○

× ○ ○

○ ○ ○

場合 9と場合 15 のビットは，ノイズ推定値 x̃ の下で

関連するパリティ検査式中の 2式が非充足式であるので，

共に判定値が 2のビットである．
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辺：ビット間の関連と反転の影響

グラフモデルの辺は点 (ビット) 間の関連を，つまり

ビットが同じパリティ検査式を共有することを示す．こ

こで，同じパリティ検査式を共有することによるビット

反転の影響を，次に具体例を用いて示す．

例えば，Rand1の復号ステップの tステップ目でノイ

ズ推定値が x̃t であったとする．そして，パリティ検査式

C が次の様に誤ビット (×)を 1 ビットだけ持つ正/誤の

組合せとなり，このステップで C 中の誤ビット (×)が反

転ビットとして選ばれる状況を想定する．すると，t + 1

ステップ目の推定値 x̃t+1では全てのビットが正ビットと

なる．

パリティ検査式 C(x̃t) × ○ ○ ○

⇓
パリティ検査式 C(x̃t+1) ○ ○ ○ ○

ここで，x̃tの下でパリティ検査式 C 中の誤ビットが場

合 9である状況を考える．先程と同様な表記を用い，検

査式 C は一番上の行を表すものとする．場合 9のビット

は判定値が 2 であったが，t ステップ目のビット反転よ

り，t + 1ステップ目ではこのビットは判定値が 1の場合

27のビットとなる．

場合 9 × ○ ○ ○

○ ○ ○

× ○ ○

反転 ⇓
場合 27 ○ ○ ○ ○

○ ○ ○

× ○ ○

(= C(x̃t))

(= C(x̃t+1))

ここで，パリティ検査式 C の最右ビットが tステップ

目で場合 15 であるとする．これまでと同様な表記を用

い，一番上の行が検査式 C を表すものとする (表記の都

合上，ビットの順が異なる)．すると，tステップ目での

ビット反転により，t + 1ステップ目ではこのビットは判

定値が 1の場合 27となる．

場合 15 ○ × ○ ○

× ○ ○

○ ○ ○

影響 ⇓
場合 27 ○ ○ ○ ○

× ○ ○

○ ○ ○

(= C(x̃t))

(= C(x̃t+1))

この様に，検査式を共有するビット間には，自身が反

転ビットとして選ばれなくても共有する他のビットの反

転の影響により場合の変化が生じる．この場合の変化を

規則化し，ビット間の関連のグラフに対して適用するこ

とで，Rand1の第 2段階を模倣することを考える．

グラフモデルのランダム生成

次に実際に Rand1の第 2 段階開始時点でのビット間

の関連を表すグラフ (以下，関連グラフ)に対して，場合

の変化を規則化したものを適用することを考える．しか

し，ここでその関連グラフの構成法が問題となる．もし

LDPC 符号の符号長が n = 10000 であったとき，この

10000 ビット全ての関連を表すことは困難であり，また

実際に Rand1の第 2 段階開始時点でのノイズ推定値の

平均的な値から各ビットの正/誤割り当てを決定すること

は不可能である．

本研究では，各ビットの次数に注目した分類により関

連グラフをランダムに構成することを考える．具体的に，

第 2段階開始時点で場合 9で，かつ他の場合 9のビット

と i 個関連し，場合 15 のビットと j 個関連するような

ビット数の期待値を a(i,j) と表す．すると，この値は実

験的に観測が可能となる．同様に，第 2段階開始時点で

場合 15 で，かつ他の場合 15のビットと i個関連し，場

合 9のビットと j 個関連するようなビット数の期待値を

b(i,j) と表す．そこで，第 2段階開始時点で
∑

i,j a(i,j) 個

の場合 9 の点にラベル A を，
∑

i,j b(i,j) 個の場合 15 の

点にラベル B を割り当て，場合 9と場合 15の間の関連

グラフを次の様にランダムに構成する．

（ 1） ラベル A, B 間の辺をランダムに決定する．

（ 2） ラベル A同士の間の辺をランダムに決定する．

（ 3） ラベル B 同士の間の辺をランダムに決定する．

LDPCC(n, 3, 4) の Rand1 の平均的な振舞いを評価

する際には，ランダムに生成されたパリティ検査行列

A ∈ S(n, 3, 4) (または，ランダムなノイズ x) を考える．

これは，各ビットに関連する検査式 (ビット) がランダ

ムに決定する状況と考えられる．そこで，この状況をグ

ラフの辺をランダムに接続することにより実現する．こ

のグラフを実際に構成する場合は，グラフの初期点数に

Rand1の計算機実験により得られた平均値を用いる．た

だし，点数に関して次の様な条件を満たすように僅かに

修正を行っている．∑
j

j × a(i,j) =
∑

j

j × b(i,j)(A, B 間の辺数)

∑
i

i × a(i,j) は偶数 (A,A間の辺数 ×2)

∑
i

i × b(i,j) は偶数 (B, B 間の辺数 ×2)
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ラベルA ラベルB

図 6 関連グラフ.

ラベル変化規則

場合 9と場合 15のビットからなる関連グラフに対する

場合の変化を規則化し，次に様に関連グラフに適用する

ことで Rand1の 1 ステップ毎の動作を模倣する．

ラベルが A, B の点が無くなるまで次を繰り返す．

（ 1） ラベル A, B の点をランダムに 1点選ぶ．

（ 2） 選んだ点とその点に隣接する点のラベルを全て

Qにする．

このモデルは，第 2段階開始時点で場合 9または場合

15のビットであり，それらのビットが反転することで判

定値 2のビットではなくなり，最終的に場合 9と場合 15

のビットが無くなると第 2段階が終了するであろうと想

定した一番簡単なグラフモデルである．特に，場合 (ラベ

ル)の変化は単に場合 9や場合 15のビットが異なる場合

に変化するいう点のみを追っている．しかし，Rand1の

第 2段階では途中で場合 9や場合 15に変化したり，一度

変わった場合が復帰するような状況が実際は生じている．

そこで，本研究では，場合 9と場合 15のビットの各々

に対して次の様な類似する判定値が 0,1 の 4つの場合も

考慮に入れたモデルを考える．

類似する場合 (()内は判定値)

場合 9 場合 21(1)，場合 33(0)

場合 15 場合 27(1)，場合 29(1)

例えば，場合 21に注目する．場合 21のビットは場合

9のビットと比べて関連するビット中の誤ビット数が 1つ

多い．そこで，下図の様に誤ビットのうち 1 つが反転し

た場合には判定値が 2の場合 9のビットとなり，第 2段

階で反転ビットの候補となる．
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1800
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パ
リ
テ
ィ
検
査
式
数
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s1(Rand1b)
s2(Rand1b)

s1(Graph Model)
s2(Graph Model)

図 7 グラフモデルと Rand1 の比較.

場合 21 × × ○ ○

○ ○ ○

× ○ ○

影響 ⇓
場合 9 × ○ ○ ○

○ ○ ○

× ○ ○

また場合 9 に関しては，場合の復帰や判定値が 3 の

ビットへの変化も考慮に入れる．場合の復帰とは，場合

9ビットの関連するビット中の正ビットが反転し場合 21

などに変化するが，上図の様な変化で再び場合 9となる

様な状況である．後者は，第 2段階で場合 9のビットに

関連する誤ビットが反転すると，次ステップでは判定値

が 3の場合 1のビットに変化し必ず反転ビットとして選

ばれる様になる事を指す．

場合 9 × ○ ○ ○

○ ○ ○

× ○ ○

影響 ⇓
場合 1 × ○ ○ ○

○ ○ ○

○ ○ ○

また，本研究では，(場合 9の復帰を除いて) 判定値が

1度下がり再び上がってくるような複雑な場合の変化 (例

えば，場合 21 →場合 33 →場合 21 →場合 9 等) を無視

し，その他幾つかの変化の簡単化を行ったが，今回は原

稿のスペースの問題からこれらの説明は省略する．

図 7 に，符号長 n = 20000，ビット誤り率 p = 0.090

に対する Rand1と本研究で提案するグラフモデルの比

較を示す．比較する値は，各ステップ毎の非充足式数と擬

似充足式数であり，グラフモデルの各初期値は実験によ
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り得られた平均値である．実験結果を概略すると，グラ

フモデルは終了ステップ数が Rand1と比べて短い．こ

れは無視した場合や複雑な変化が影響していると考えら

れ得る．しかし，それまでは各ステップ毎の非充足式数

と擬似充足式数を十分に追うことが出来ており，このモ

デルが妥当であることが実験的に示された．

4. 3 グラフモデルの近似解析

ここでは，関連グラフに対してラベル変化規則を適用

したときのステップ毎の各場合の点数を近似的に漸化式

で表現することを考える．その方針としては，まず関連

グラフの辺のランダムな接続による確率と点をランダム

に選んだときの確率で，点の選択開始 (0ステップ目)か

ら 1ステップ目の各場合の点数の期待値を求める式を導

出する．その式を iステップ目の点数から i + 1ステップ

目の点数を算出する漸化式として捉えることで実現する．

そこで，初めに，ランダムに選ばれた関連グラフに対

して点をランダムに選択しラベル変化規則を適用した 1

ステップ目の点数の期待値の導出の方法を説明する．た

だし，本研究で扱う関連グラフは点の場合が多く，また

点のラベルの変化も複雑である．そこで，具体的な導出

の手法を説明するために，次の様な点の種類が 6つでそ

のラベルの変化は考慮に入れなくて良い簡単な規則を用

いたものを対象に行う．

[簡単なグラフモデル]

用いる点の種類は，ラベルが A の点では a(0,i) (0 <=

i <= 2)だけを，ラベルが B の点では b(0,i) (0 <= i <= 2)だ

けを用いる．選択する点は a(0,2) または b(0,2) とし，ラ

ベル変化規則は選ばれた点とその点に隣接する点を消す．

[グラフモデルの解析方法]

準備として，ラベルが A の点から B の点へ向かう

辺数を e =
∑

0<=i<=2 ia(0,2) と，ラベルが B の点から A

の点へ向かう辺数を d =
∑

0<=i<=2 ib(0,2) とする (実際は

e = d であるが，ここではあえて別表記を用いる)．ラ

ンダムに選ぶ点は a(0,2) と b(0,2) の点だけである．そこ

で，点をランダムに選ぶと，a(0,2), b(0,2) の各点の選ば

れる確率 pa, pb はそれぞれ pa = a(0,2)/(a(0,2) + b(0,2))，

pb = b(0,2)/(a(0,2) + b(0,2))で表せる．

例えば，b(0,2) である点 v が選ばれたとすると，v に隣

接するラベル Aの点数は 2であり，この選択によって自

身の点とその隣接する 2点が関連グラフ上から消える．v

から出る 1 辺 h がどのラベル A点と接続しているかは，

辺をランダムに接続する確率で考える．A, B 間の辺数

e(= d)の中で a(0,2) の点に接続しているものは 2× a(0,2)

本ある．そこで，v から出る 1 辺が a(0,2) である点と接

vh

h’

a(0,2)

e

u

図 8 簡単なグラフモデル.

続する確率は 2a(0,2)/eで表せる．すると，b(0,2) である

点が選ばれかつその点から出る 1辺が a(0,2) と隣接する

確率は pb × 2a(0,2)/e となり，この確率で a(0,2) が 1 点

減る．また，点 v が選択され v に隣接する a(0,2) の点 u

が消えたとき，uから出る辺で v と隣接しない辺 h′ も消

える．そこで，この h′ が b(0,2) の点と隣接している場合

はその点は b(0,1) の点へと，b(0,1) の点と隣接している場

合はその点は b(0,0) の点へと推移する．この様に，間接

的に消える点に隣接する点はその次数が下るため，これ

も考慮に入れる必要がある (図 8を参照，vが選ばれたと

き，□が消える点，△が場合が推移する点)．

この様に，a(0,2), b(0,2) の各点が選ばれたときの各場合

の点の消去・推移を考えることにより 1ステップ目の各

場合の点数の期待値を得ることが出来る．以下に，1 ス

テップ目の各点の差分の期待値を求める際に場合分けし

た結果を示す．

1ステップでの差分の期待値の計算

（ 1） pa の確率で a(0,2) の点が選ばれたとき

• a(0,2) から a(0,1) へ移る分

選ばれた a(0,2) の点から出る 2辺が，2本とも b(0,2) に

接続している場合．(
2b(0,2)

d

)2{
2

(
2a(0,2)

e

)2

+

(
2

1

)(
2a(0,2)

e

)(
a(0,1)

e

)}
.

選ばれた a(0,2) の点から出る 2辺のうち，1本が b(0,2)

に接続している場合．(
2

1

)(
2b(0,2)

d

)(
b(0,1)

d

)(
2a(0,2)

e

)
.
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• a(0,1) から a(0,0) へ移る分

選ばれた a(0,2) の点から出る 2辺が，2本とも b(0,2) に

接続している場合．(
2b(0,2)

d

)2{
2

(
a(0,1)

e

)2

+

(
2

1

)(
2a(0,2)

e

)(
a(0,1)

e

)}
.

選ばれた a(0,2) の点から出る 2辺のうち，1本が b(0,2)

に接続している場合．(
2

1

)(
2b(0,2)

d

)(
b(0,1)

d

)(
a(0,1)

e

)
.

（ 2） pb の確率で b(0,2) の点が選ばれたとき

• a(0,2) の減分

選ばれた b(0,2) から出る 2辺がのうち，a(0,2) に接続し

ているもの．

2

(
2a(0,2)

e

)2

+

(
2

1

)(
2a(0,2)

e

)(
a(0,1)

e

)
.

• a(0,1) の減分

選ばれた b(0,2) から出る 2辺がのうち，a(0,1) に接続し

ているもの．

2

(
a(0,1)

e

)2

+

(
2

1

)(
2a(0,2)

e

)(
a(0,1)

e

)
.

これをまとめると，1 ステップ目の各場合の点数の差

分の期待値は，次の様になる．ただし，ラベル B の点に

関しては，その対称性により，ここでは省略する．

∆a(0,2) = −pa

{
1 +

8a(0,2)b(0,2)

e2

}
− pb

{
4a(0,2)

e

}
.

∆a(0,1) = −pa

{
4b(0,2)(e − 4a(0,2))

e2

}
− pb

{
2a(0,1)

e

}
.

∆a(0,0) = +pa

{
4b(0,2)a(0,1)

e2

}
.

(終了：1ステップでの差分の期待値の計算)

この様に，1ステップ目の各場合の点数は点数の初期値

から簡単に計算ができる．ここで，上式を iステップ目の

各点数から i +1ステップ目の点数を得る漸化式として捉

える．そして，各ステップでの各点数をこの漸化式により

近似することを考える．しかしこの手法は，例えば確率変

数X と Y に対して期待値 E[X/(X + Y )]を考えたとき，

E[X]と E[Y ]を別個に計算してE[X]/(E[X]+E[Y ])で

近似することに対応し，確率論的に保証されていない．

本研究では，この近似手法が妥当であることを，実際

のグラフモデルの動作との実験的な比較で示す．図 9に，

初期値として a(0,2) = 200, a(0,1) = 200, a(0,0) = 200,

b(0,2) = 100, b(0,1) = 400, b(0,0) = 100 を与えたときの，
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図 9 実験値と近似値.

実際にグラフを構成して計算機実験を行った際のステッ

プ毎の a(0,2) の点数の平均値を観測したものと，漸化式

のステップ毎の a(0,2) の推移を比較する．この図から，漸

化式による表現が十分な近似値となることが分かる．

5. 結 論

本稿では，LDPCC(n, 3, 4)に対する Rand1の解析す

る道具としてグラフモデルを提案し，その妥当性を実験

的に示した．そして，グラフモデルが近似的に漸化式で

表せることを示した．

このグラフモデルは，Rand1の第 2段階に注目し，そ

の中の特徴のある場合のビットだけで構成したもであっ

たが，これを一般化することでより厳密な解析が可能に

なると予想される．これは，今後の課題である．
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