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概要

p-彩色可能なグラフは C2p+1-彩色可能であり，C2p+1-彩色可能なグラフは p + 1-彩色可能であるが，
いずれも逆は成立しない (但し C2p+1 は長さ 2p + 1の閉路の補グラフである)．本発表ではこの包含関
係が circulant graphs の部分集合として我々が定義する H(n, k)によってさらに細分化されることを
示す．この細分化は、従来から知られている C2p+1 による細分化をも包含する．更に平面グラフの

H(n, k)-彩色に対し，いくつかの NP-完全問題を示す．
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Abstract

p-colorable graphs are C2p+1-colorable, and C2p+1-colorable graphs are p + 1-colorable, where

C2p+1 is the complement graph of a cycle of order 2p + 1. However, the converse statements

are incorrect. This paper presents that these inclusions can be subdivided by our original

graphs H(n, k) which are defined as a subset of circulant graphs. The subdivided hierarchy

contains the well-known inclusion of C2p+1-colorable graphs. Moreover, This paper shows some

NP-complete problems for planar H(n, k)-colorings.

1 はじめに

H-彩色問題とは，グラフの最適化問題の中で最も有名
な問題の一つである，グラフの点彩色問題 [7]に “隣接
点対に塗れないような異なる色対も存在し得る”という
単純な一般化を施した問題である (H は単純無向グラフ
である)．本問題はグラフ間の準同形写像という概念を用
いて定義でき，これは P v.s. NP 問題と本質的に等価
であるグラフ同形問題と近い概念であり，興味深い研究

課題と言え，様々な視点から多くの研究がなされている

[1, 4, 5, 6, 9, 10, 11, 12, 13]．入力されたグラフ Gから

H への準同形写像が存在するか否かを問うH-彩色問題
の計算複雑さについて，Gが一般のグラフである場合は

Hが 2部グラフならば多項式時間可解，Hが非 2部グラ
フならば NP-完全であることがすでに示されている [6]．
一方Gを平面グラフに限定した場合，上記結果より明ら

かに Hが 2部グラフならば多項式時間可解であるが，H

が非 2部グラフの場合については未解決であり，我々は
特にこの未解決問題に着目する．

本研究では単純無向グラフのみを扱う．グラフ G =
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(V, E)に対し，その節点集合を V (G)，枝集合を E(G)で
表現することもある．x ∈ V (G)に対し adjG(x) := {y|y ∈
V (G), (x, y) ∈ E(G)}と定義し，xの隣接点集合と呼ぶ．

dG(x) := |adjG(x)|とする．グラフGとその節点部分集合

V ′ ⊆ V (G)に対し，グラフ (V ′, {(x, y)|x, y ∈ V ′, (x, y) ∈
E(G)})を V ′によるGの誘導部分グラフと呼ぶ．グラフ

Gとその節点部分集合W ⊆ V (G)に対し，V (G) − W

による Gの誘導部分グラフを G − W で表す．グラフ G

の最大クリークのサイズを ω(G)と表記する．n節点の

完全グラフ，閉路をそれぞれ Kn，Cnで表す．グラフ G

の補グラフ (V (G), {(x, y)|x, y ∈ V (G), (x, y) /∈ E(G)})
を Gで表現する．

G, H をグラフとする．準同形写像 f : G → H とは，

x, y ∈ V (G)が Gの隣接点対ならば f(x), f(y)もHの隣

接点対となるような V (G)から V (H)への写像である [3]．
定義より，準同形写像 f : G → Knはグラフ Gの n-彩色
に一致する．これに対応付け，準同形写像 f : G → Hを

Gの H-彩色と呼ぶ．H-彩色問題は以下のように定義で
きる：

与えられたグラフ H に対し，

入力 : グラフ G，

質問 : グラフ Gの H-彩色は可能か？

上記質問を肯定する準同形写像 fが存在するならば，f

を Gから Hへの準同形写像と呼び，Gは H-彩色可能で

あると呼ぶ．但し，Hが完全グラフの場合，後者を “G

は |V (H)|-彩色可能”と，同様に H-彩色問題を |V (H)|-
彩色問題と表現することもある．H-彩色可能なグラフの
クラスの自明な包含関係として，以下のような性質があ

る．但し，以降では L(H)は H-彩色可能なグラフの集合
を，X ⊂ Y は Xが Y の真部分集合であることを示す．

定理 1.1 任意の整数 p ≥ 1, q ≥ 2に対し，L(Kp) ⊂
L(Kp+1)．更に，L(K2) ⊂ L(C2q+1) ⊂ L(K3) = L(C3)
かつ L(C2q+1) ⊂ L(C2q−1)． �

定理 1.1は，従来の p-彩色による階層構造と奇数長閉
路 C2q+1-彩色による階層構造の関係を示す．この単純な
階層構造を細分する，我々が以前示した結果を下記する．

定理 1.2 [13] 任意の整数 p ≥ 2 に対し，L(Kp) ⊂
L(C2p+1) ⊂ L(Kp+1)である． �

定理 1.2は，L(C2p+1)が従来の p-彩色可能なグラフ
のクラスの階層構造を細分するように存在し，無限に続

く階層構造を有することを表す．更に我々は以前下記の

ように，この新たな階層構造を定める C2p+1-彩色につい
て，平面グラフの C2p+1-彩色問題の計算複雑さを明らか
にした (表 1参照)．

定理 1.3 [14]平面グラフのC5-彩色，C7問題は共に NP-
完全である． �

表 1: 平面グラフの H-彩色問題の計算複雑さ

グラフ H 計算複雑さ 従来表記

K1 O(1) 1-彩色問題

K2 class P 2-彩色問題

C5 NP-完全 (定理 1.3)

K3 NP-完全 3-彩色問題 [2]

C7 NP-完全 (定理 1.3)

K4 O(1) 4-彩色問題

このような階層構造の細分化はその美しさもさること

ながら，H-彩色問題の計算複雑さを議論する際に役立つ．
本稿では，定理 1.2の包含関係が circulant graphs の部
分集合として我々が定義する H(n, k)によって，さらに
細分化できることを示し，平面グラフのH-彩色問題の計
算複雑さが NP- 完全から多項式時間可解に変化する境界
を探る．この細分化は既知の C2p+1 による階層構造 (定
理 1.1参照)をも内包する．更に平面グラフの H(n, k)-
彩色に対し，いくつかの NP-完全問題を示す．

2 準備

2.1 Cores

H, H ′をグラフとする．任意のグラフ Gに対し，Gが

H-彩色可能であるとき，かつそのときに限り，GがH ′-彩
色可能である．そのとき，HとH ′を homomorphically
equivalentと呼ぶ．例えば，任意の偶数長閉路 C2m と

C2m′ (m, m′ ≥ 2)は homomorphically equivalent であ
る．グラフ Hに対し，Hから H のどの真部分グラフへ

も準同形写像が存在しないならば，H を coreと呼ぶ．

例えば，全ての完全グラフや奇数長閉路は core であり，
長さ 5以上の奇数長閉路の補グラフも core である [13]．
[15] において，任意のグラフ H は，core でかつ H と

homomorphically equivalent な部分グラフ H ′をただ一
つ持つことが示されている．そのようなグラフ H ′を H

の coreと呼ぶ．
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表 2: H(n, k)による L(H)の新たな階層構造 (一部)

K2 C9 C7 C5 K3 C7 K4

H(2, 1) ⊂ H(3, 1) ⊂ H(4, 1)

H(4, 2) ⊂ H(5, 2) ⊂ H(6, 2) ⊂ H(7, 2) ⊂ H(8, 2)

H(6, 3) ⊂ H(7, 3) ⊆ H(8, 3) ⊂ H(9, 3) ⊂ H(10, 3) ⊆ H(11, 3) ⊂ H(12, 3)

H(8, 4) ⊂ H(9, 4) ⊂ H(10, 4) ⊂ H(11, 4) ⊂ H(12, 4) ⊂ H(13, 4) ⊂ H(14, 4) ⊂ H(15, 4) ⊂ H(16, 4)

グラフ Gの隣接しない任意の 2 節点の縮約を，Gの

elementary homomorphismと呼ぶ．グラフ G′ が，
有限回の elementary homomorphismで Gから得られる

グラフならば，G′をGのmorphic imageと呼ぶ (G自
身もそれの morphic image と考える)．このとき，以下
の性質が知られている．

定理 2.1 [9] グラフ Gが H-彩色可能であるとき，かつ
そのときに限り，Gのあるmorphic image G′が H の部

分グラフと同形になる． �

2.2 Circulant graphs

定義 2.2 circulant graph(n; a1, a2, · · · , ak)は，自然数
nと 1 ≤ a1 < a2 < · · · < ak ≤ �n/2	である k 個の整

数 ai (i = 1, 2, · · · , k)によって定義されるグラフであり，
n 節点で節点 i (i = 0, 1, · · · , n − 1)と節点 i ± a1, i ±
a2, · · · , i± ak(mod n)間に枝が存在し，他には枝は存在
しないグラフである．

Kn，Cn，Cnはそれぞれ，(n; 1, 2, · · · , �n/2	)，(n; 1)，
(n; 2, 3, · · · , �n/2	)と表現でき，circulant graph の部分
クラスを成す．本稿では，次に定義するような circulant
graphsの部分クラスH(n, k)を考える．1 ≤ k ≤ �n/2	に
対し，H(n, k) := (n; 1, 2, · · · , k − 1)と定義する．H(n, k)
は circulant graph (n; 1, 2, · · · , k − 1)の補グラフであり，
H(n, k) 自身も circulant graph (n; k, k + 1, · · · , �n/2	)
である．

3 L(H)の階層構造の更なる細分化

本節では次の定理を証明する (表 2参照)．

定理 3.1 任意の整数 p ≥ 2，n, k ≥ 1 に対し，
L(H(n, k)) ⊆ L(H(n + 1, k))．更に，H(pk, k)の core
は Kp であり，L(H(pk − 1, k)) ⊂ L(H(pk, k)) ⊂
L(H(pk + 1, k))．H((2p + 1)k, 2k)の core は C2p+1で

あり，L(H((2p + 1)k− 1, 2k)) ⊂ L(H((2p + 1)k, 2k)) ⊂
L(H((2p + 1)k + 1, 2k))． �

定理 3.1が成立するならば，系 3.2に示す，定理 1.1，
1.2の階層構造を更に細分する新たな包含関係が得られ
る (表 2)．

系 3.2 任意の整数 p ≥ 2 に対し，L(H(4p, 4)) ⊂
L(H(4p+1, 4)) ⊂ L(H(4p+2, 4)) ⊂ L(H(4p+3, 4)) ⊂
L(H(4(p+1), 4))である．特にH(4p, 4)の coreはKp，

H(4p + 2, 4)の core は C2p+1，H(4(p + 1), 4)の core
は Kp+1である． �

0 1 2

k-1
k
k+1

pk-1

(p-1)k

(p-1)k-1

ik
ik+1(i+1)k-1

H(pk, k)

V0

V1

Vi

Vp-2

Vp-1

図 1: H(pk, k)

補題 3.3 整数 p ≥ 2, k ≥ 1に対し，Kpは H(pk, k)の
core である．更に，H(pk, k)において節点 0を含むサイ
ズ pのクリークは {0, k, 2k, · · · , (p− 1)k}のみである．�

証明) まず前半を証明する．Kpが coreであることは自
明．従って，Kp と H(pk, k)が homomorphically equiv-
alentであることを示す．H(pk, k) = (pk; 1, 2, · · · , k − 1)
より，ω(H(pk, k)) = p．従って，H(pk, k)の部分グラフ
として Kpと同形なある完全グラフ K ′

pが存在し，その

3
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同形写像 f : Kp → K ′
pは Kpから H(pk, k)への準同形

写像となる．

V (H(pk, k))を p分割し，それぞれを Vi := {ik, ik +
1, · · · , ik + (k − 1)} (i ∈ {0, 1, · · · , p− 1})とする (図 1)．
このとき，各 Vi は独立集合であり，どの異なる 2 つの
Vi, Vj 間にも隣接点対 x ∈ Vi, y ∈ Vj が必ず存在する．

よって，各 Vi毎に全ての節点を縮約した結果生成される

morphic imageはKpとなる．従って H(pk, k)はKp-彩
色可能である．

次に後半を証明する．{0, k, 2k, · · · , (p− 1)k}以外の 0
を含むサイズ pのクリーク C = {c0, c1, c2, · · · , cp−1}が
存在すると仮定する (但し，c0 := 0, c0 < c1 < c2 <

· · · < cp−1とする)．このとき ci+1 − ci > kとなる，ある

iが必ず存在し，一般性を失うことなく i = 0と仮定でき
る．任意の j 
= 0に対し k + 1 ≤ cj ≤ (p − 1)kとなる．
cj+1−cj ≥ kより，cp−1 ≥ (k+1)+(p−2)k = (p−1)k+1．
従って，このような Cは存在し得ない． �

0 1
k-1

k+(k-1)

k

2k

2pk+(k-1)

2pk

(2p-1)k

(2p-1)k+(k-1)

(p-1)k-1

ik

ik+1
(i+1)k-2 ik+(k-1)

V(H(2p+1)k, 2k)

V0

V1

Vi

V2p-2

V2p

k+(k-2)

V2

V2p-1

図 2: H((2p + 1)k, 2k)

補題 3.4 整数 p ≥ 2, k ≥ 1に対し，C2p+1は H((2p +
1)k, 2k) の core である．更に，H((2p + 1)k, 2k)にお
いて C2p+1 を誘導する，節点 0を含む節点部分集合は
{0, k, 2k, · · · , 2pk}のみである． �

証明) まず前半を証明する．[13] より C2p+1 は core
である．従って，C2p+1 と H((2p + 1)k, 2k)が homo-
morphically equivalent であることを示す．H((2p +
1)k, 2k)を 2p + 1 分割し，それぞれを Vi := {ik, ik +
1, · · · , ik+(k−1)} (i ∈ {0, 1, · · · , 2p})と定義する (図 2)．

{0, k, 2k, · · · , 2pk}によるH((2p+1)k, 2k)の誘導部分グ
ラフは C2p+1と同形となり，C2p+1は H((2p + 1)k, 2k)-
彩色可能である．

各 Vi は独立集合である．任意の Vi, Vi±1( mod 2p+1)

に対し，どの 2つの点対 x ∈ Vi, y ∈ Vi±1( mod 2p+1) も

隣接せず，その他のどの異なる 2つの Vi, Vj (j 
= i, i ±
1(mod 2p + 1))間には隣接点対 x ∈ Vi, y ∈ Vjが必ず存

在する．よって，各 Vi毎に全ての節点を縮約した結果生

じる morphic imageは C2p+1となり，H((2p + 1)k, 2k)
は C2p+1-彩色可能である．
次に後半を証明する．C2p+1 = H(2p + 1, 2)と同形

なグラフを誘導する，点 0 を含む H((2p + 1)k, 2k) の
節点部分集合を V ′ = {v0, v1, v2, · · · , v2p}とする (但し，
v0 := 0, v0 < v1 < v2 < · · · < v2p)．{0, k, 2k, · · · , 2pk}
は所望の V ′の一つであり，V ′は必ず存在する．このと
き一般性を失うことなく，v0が C2p+1 上の点 0に対応
すると仮定できる．さらに H((2p + 1)k, 2k)の対称性か
ら，任意の vi (i ∈ {0, 1, 2, · · · , 2p})が C2p+1 上の点 i

に対応すると仮定しても一般性を失わない．よって 0 <

|vi − vi+1( mod (2p+1)k)| < 2k．

任意の iに対し |vi−vi+1( mod (2p+1)k)| = kならば V ′ =
{0, k, 2k, · · · , 2pk} なので，|vi − vi+1( mod (2p+1)k)| 
=
k となるある i が存在すると仮定し，矛盾を導く．一

般性を失うことなく 0 < |vi − vi+1( mod (2p+1)k)| <

k となる i が存在すると仮定できる (全ての i に対し

k < |vi − vi+1( mod (2p+1)k)| < 2kならば，|V (H((2p +
1)k, 2k))| = (2p + 1)k に反する)．i = 0 と仮定して
も一般性を失わず，よって v1 < k となる．V ′ の定義
より，(v0, v2), (v1, v2p) ∈ E(H(2p + 1)k, 2k) となり，
j = 2, 3, · · · , 2pに対し vj ∈ {2k, 2k+1, · · · , v1−2k(mod
(2p+1)k)}．従って v2p ≤ v1−2k( mod (2p+1)k) < 2pk．

一方 {v2, v4, · · · , v2p}による誘導部分グラフはKpとなり，

任意の j ∈ 1, 2, · · · , p − 1に対し |v2j − v2j+2| ≥ 2kでな

ければならない．以上より，v2p ≥ 2k(p− 1) + 2k = 2pk

となり，v2p < 2pkに反する． �

補題 3.5 H(n, k)とH(n+1, k) (n ≥ 1, 1 ≤ k ≤ �n/2	)
を考える．このとき L(H(n, k)) ⊆ L(H(n + 1, k))． �

証明) H(n, k)が H(n + 1, k)の部分グラフであること
を示す．H(n, k)の定義より，H(n, k)において各節点 i

は i± 1(mod n), i± 2(mod n), · · · , i± k− 1(mod n)と
のみ隣接せず，同様に H(n + 1, k)では i ± 1(mod n +
1), i± 2(mod n +1), · · · , i± k− 1(mod n + 1)とのみ隣
接しない．従って dH(n+1,k)(i) = dH(n,k)(i) + 1となり，

4
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H(14, 4) = (14; 1, 2, 3)
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67
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H(13, 4) = (13; 1, 2, 3)

図 3: H(14, 4)と H(13, 4)

H(n + 1, k)とある i ∈ V (H(n + 1, k))に対し，H(n, k)
は誘導部分グラフH(n + 1, k)−{i}の部分グラフとなる
(図 3参照)． �

H(12, 4) = (12; 1, 2, 3)

0
1

2

3

4

5
67

8

9

10

11

12

H(13, 4) = (13; 1, 2, 3)

K3

0

12

f (0)=0

f (4)=1

f (8)=2

図 4: H(pk + 1, k)の Kp-彩色

補題 3.6 任意の整数 p ≥ 2, k ≥ 1に対し，L(H(pk −
1, k)) ⊂ L(H(pk, k)) ⊂ L(H(pk + 1, k))である． �

証明) 　

(i) L(H(pk − 1, k)) ⊂ L(H(pk, k))：
ω(H(pk, k)) = �pk/k	 = p，ω(H(pk − 1, k)) = �(pk −
1)/k	 = p− 1より，準同形写像 f : H(pk, k) → H(pk −
1, k)は存在し得ない．

(ii) L(H(pk, k)) ⊂ L(H(pk + 1, k))：
背理法で証明する．H(pk, k)の coreが完全グラフKp で

あることから，H(pk+1, k)がKp-彩色可能であると仮定
する (V (Kp) := {0, 1, · · · , p−1}と定義する)．このとき，
{0, k, 2k, · · · , (p−1)k}によるH(pk+1, k)の誘導部分グ
ラフは Kpとなる．H(pk + 1, k)のKp-彩色 f において，

f(x) = x
k , x ∈ {0, k, · · · , (p − 1)k}としても一般性を失

わない．また，{0, k, 2k, · · · , (p− 2)k, (p− 1)k + 1}によ
るH(pk + 1, k)の誘導部分グラフもKpとなり，f((p −
1)k+1) = p−1でなければならない．同操作を pk+1ス
テップ繰り返すと，f(0) = p−1となり，f(0) = 0の仮定
に反する (図 4参照)．従って，H(pk + 1, k)は H(pk, k)-
彩色不可能 (Kp-彩色不可能)である． �

H(10, 4) = (10; 1, 2, 3)

0
1

2

3

4

56

7

8

9

10

H(11, 4) = (11; 1, 2, 3)

C5

0

1

2

f (0)=0

f (4)=2

f (8)=4
3

4
f (2)=1

f (6)=3

図 5: H((2p + 1)k + 1, 2k)の C2p+1-彩色

補題 3.7 任意の整数 p ≥ 2, k ≥ 1に対し，
L(H((2p + 1)k − 1, 2k)) ⊂ L(H((2p + 1)k, 2k)) ⊂
L(H((2p + 1)k + 1, 2k))である． �

証明) 　

(i) L(H((2p + 1)k − 1, 2k)) ⊂ L(H((2k + 1)k, 2k))：
補題 3.4より，H((2p + 1)k, 2k)の core C2p+1を誘導

する，節点 0を含む節点部分集合は {0, k, 2k, · · · , 2pk}の
みである．一方，補題 3.5より，H((2p + 1)k − 1, 2k)は
H((2k + 1)k, 2k)の真部分グラフであり，特に 2k > 1よ
り誘導部分グラフでない．

今，H((2p + 1)k, 2k)の core の節点集合を一般性を
失うことなく，{0, k, 2k, · · · , 2pk}と仮定でき，H((2p +
1)k, 2k)から節点 v (0 < v < k)を削除することを考え
る．このとき，(0, 2k) ∈ E(H((2p + 1)k, 2k))であるが，
H((2p + 1)k, 2k) − {v}の真部分グラフである H((2p +
1)k − 1, 2k)において，点対 0, 2kに対応する 0, 2k− 1は
隣接しない．

(ii) L(H((2p + 1)k, 2k)) ⊂ L(H((2p + 1)k + 1, 2k))：
背理法で証明する．H((2p+1)k, 2k)の coreが C2p+1であ

ることから，H((2p+1)k+1, 2k)が C2p+1-彩色可能であ
ると仮定できる (V (C2p+1) := {0, 1, · · · , 2p}と定義する)．
このとき，{0, k, 2k, · · · , 2pk}によるH((2p+1)k+1, 2k)
の誘導部分グラフはC2p+1となる．H((2p+1)k+1, 2k)の
C2k+1-彩色において，f(x) = x

k , x ∈ {0, k, 2k, · · · , 2pk}
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としても一般性を失わない．また，{0, k, 2k, · · · , (2p −
1)k, 2pk + 1}によるH((2p + 1)k, 2k)の誘導部分グラフ
も C2k+1となり，f(2pk + 1) = 2pでなければならない．

同操作を (2p + 1)k + 1ステップ繰り返すと，f(0) = 2p

となり，f(0) = 0の仮定に反する (図 5参照)．従って，
H((2p+1)k, 2k)はH((2p+1)k, 2k)-彩色不可能 (C2p+1-
彩色不可能)である． �

定理 3.1の証明) 補題 3.5，3.6，3.7より明らか． �

補題 3.3，3.4の証明と同様な手法で以下の命題も得ら
れる (証明は省略)．

命題 3.8 整数 n ≥ 2, 1 ≤ k ≤ �n/2	, r ≥ 2に対し，
H(rn, rk)は core でない．即ち，H(n, k)は H(rn, rk)
の homomorphically equivalent な部分グラフである．�

4 平面グラフのH(n, 4)-彩色問題

定理 1.1及び 1.2の階層構造を更に細分する新たな包
含関係を我々は系 3.2で示した．本節では系 3.2の階層構
造に着目し，平面グラフの H(n, 4)-彩色問題の計算複雑
さについて議論する (但し，n ≥ 8)．n ≥ 16の場合，系
3.2より L(K4) ⊆ L(H(n, 4))となり，任意の平面グラフ
は多項式時間で H(n, 4)-彩色可能である．更に H(8, 4)-
彩色は 2-彩色と等価であり，多項式時間可解である．一
方，n ∈ {10, 12, 14}の場合，既知の結果より H(n, 4)-彩
色問題は NP-完全である (表 1参照)．
残りの n ∈ {9, 11, 13, 15}の場合については，定理 4.1

に示すようにその全てが NP-完全となることを我々は示
した．本稿では紙面の都合上，H(9, 4)-彩色の場合につ
いてのみ取り扱うが，それ以外も同様の手法で証明可能

である．

定理 4.1 n ∈ {9, 11, 13, 15} に対し，平面グラフの
H(n, 4)-彩色問題は NP-完全である． �

4.1 H(9, 4)-彩色問題の NP-完全性

奇数長閉路 C2m+1 は H(2m + 1, m) と表現でき，
H(9, 4)は長さ 9の閉路C9を意味する．H(2m+1, m)は
定理3.1で示した階層構造において，各kに対し L(K2) (=
L(H(2k, k)))を真に含む最小のクラスとして存在する (表
2参照)．本節では，平面グラフのH(9, 4)-彩色が NP-完
全であることを含む以下の定理を示す．

v

v

v

v

v

v
1

2

3

4

5

6
c1

c2

c3
c4

G(B)

V = { v  , v  , v  , v  , v  , v  }1 2 3 4 5 6

B = (v  + v  + v  )(v  + v  + v  )(v  + v  + v  )(v  + v  + v  )1 3 4 2 3 4 4 5 6 15 6

c c c c1 2 3 4

図 6: 平面 3SATと G(B)

定理 4.2 整数m ≥ 1に対し，平面グラフの C2m+1-彩色
問題は NP-完全である． �

L(C2m+1)は定理 1.1で示したような階層構造を有し
ている．従って定理 4.2が成立するならば，彩色能力が
2-彩色に無限に近いが，2-彩色よりも真に彩色能力の高
いH(n, k)-彩色問題が NP-完全であるという興味深い結
果が得られる．

x

v

x’

v

=x’ x

v

v’

=

(a) (b)

x’
x

v

v’

m vertices

m
m m

2m vertices

x’ x

v

v

図 7: Gの構成要素 (1)

C

y
v

v

vi

j

k

2m vertices

2m

v

v

v

i

j

k

y

図 8: Gの構成要素 (2)

定理 4.2の証明) 本問題がクラスNPに属すことは自明
である．従って以下では既知の NP-完全問題の一つであ
る，平面 3SAT[8]から平面グラフの C2m+1-彩色問題へ
の多項式時間帰着を示す．

定義 4.3 平面 3SATとは，論理式 B = {c1, · · · , cm}か
ら構成される以下のグラフ G(B)が平面グラフであるよ
うな 3SAT である (但し，変数の集合を {v1, · · · , vn}と
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図 9: Gの構成要素 (3)
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v3
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SV 0
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=

=
=

= = =

=

=
=

=

=

=

図 10: Gの構成法 (1)

する)：N = {cj|1 ≤ j ≤ m} ∪ {vi|1 ≤ i ≤ n}，A =
{{cj, vi}|vi ∈ cj or vi ∈ cj} ∪ {{vi, vi+1}|1 ≤ i < n} ∪
{{vn, v1}}であるグラフ G(B) = (N, A)(図 6参照)．

Bを平面 3SATの入力として与えられる，任意の節の
集合とする．以下では，Bが充足可能であるとき，かつそ

のときに限り，C2m+1-彩色可能であるようなグラフGを

構成する．以降では，C2m+1 = ({0, 1, 2, · · · , 2m}, {(i, i+
1(mod 2m + 1))|i ∈ {0, 1, 2, · · · , 2m}})上の 3つの色を
特殊な色として扱う:色 1を 3SATでの真に，色 2mを偽

に対応させるように，色 0を使用．Gの構成に使用する，

いくつかの構成要素を以下に示す．

図 7(a)に示すグラフの任意の C2m+1-彩色 fにおいて，

f(x) = 0ならば f(v) = f(v′) = 1または f(v) = f(v′) =
2mとなる．同様に，(b)のグラフの C2m+1-彩色 f にお

いて，f(x) = 0ならば “f(v) = 1かつ f(v′) = 2m”ま
たは “f(v) = 2mかつ f(v′) = 1”となる．これらのグラ
フはそれぞれ図中右側のように便宜的に書き，EQUAL

part，NOT partと呼ぶ．

Bの各節に対応する，Gの構成要素を図 8に示す．図
8中左記のグラフの C2m+1-彩色 f において，f(y) = 1，
f(vi), f(vj), f(vk) ∈ {1, 2m}と仮定する (後述の，G全

体の構成でこの仮定を実現する)．このとき，vi, vj , vk全

てが色 2mで彩色された場合のみ，このグラフは C2m+1-
彩色不可能である．これを図中右側のように略記し，

CLAUSE partと呼ぶ．

Gの構成において，Gの平面性を維持するために必要と

なる構成要素を図 9に示す．図 9中左記のグラフ C2m+1-
彩色 f において，f(x) = f(x′) = 0，f(y) = f(y′) = 1
と仮定する (この仮定も先と同様，G全体での構成で実

現する)．このとき，f(v) = f(v′) = 1 または f(v) =
f(v′) = 2mとなる．このグラフを図 9中右側のように略
記し，CROSS partと呼ぶ．なお，図 8，9の構成要素
は，[2]で示された図に少し変更を加えて構成している．

G(B)からの Gの構成法： 平面 3SATの任意の問題例
Bに対応する平面グラフ G(B)が存在する．それを元に，
グラフ Gを以下のように構成する．図 10のように，特
殊な 2節点 SV 0, SV 1と置き，G(B)の各節点・枝を上
記構成要素で置き換えて，平面に配置する．

更に，各 CLAUSE parts の節点 y を節点 SV 1 に
EQUAL partsを使って接続する (図 11)．その際，枝に
交差が生じる場合は CROSS parts を使って平面性を維
持し，最後に構成要素上に存在する全ての節点 xを節点

SV 0に EQUAL partsを使って接続する．枝の交差は図
12に示すように EQUAL partsを用いて回避でき，平面
グラフ Gが構成できる．

解の一致に関しては，Bが充足可能であるならば，B

を充足させる変数への (0, 1)の割当てに従って，1なら
ば色 1を，0ならば色 2mを各変数に対応する Gの各節

点に彩色する．このとき，Gの構成に使用した全ての構

成要素は，上記説明の通り C2m+1-彩色可能であること
は明らか (特殊な 2節点 SV 0, SV 1はそれぞれ，色 0, 1
で彩色される)．Gが C2m+1-彩色可能であるとする．一
般性を失うことなく，節点 SV 0, SV 1をそれぞれ色 0, 1
で彩色したと仮定でき，このとき Bの各節に対応する構

成要素内では，節点 vi, vj , vk のうち少なくとも一点は

色 1で彩色される．Bの各変数に対応する彩色は，色 1
または 2mのいずれかとなり，この彩色に対応する変数

v1, v2, · · · , vnへの (0, 1)の割当ては，明らかに Bを充足

させる． �

5 まとめ

本稿では，従来の彩色問題の拡張であるH-彩色問題に
ついて研究し，特にH-彩色可能なグラフのクラスL(H)
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図 11: Gの構成法 (2)
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図 12: Gの構成法 (3)

の階層構造に着目し，既知の階層構造を細分するような

新たな包含関係を示した．更に平面グラフの H(n, k)-彩
色に対し，いくつかの NP-完全問題を示した．
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