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本稿ではNo Free Lunch Treorem（NFL）の別証明を与える．NFLは「どんな問題に対
しても平均的に効率良く解けるような探索アルゴリズムは存在しない」ということを主張
する定理であり，探索アルゴリズムあるいは最適化法の研究に大きな影響を与えた．本稿
では，より簡潔でかつ直観的な証明を与える．我々は評価関数の空間を部分集合に分割し，
それぞれの部分集合ごとにパフォーマンスが得られる確率を合計する．関数空間の分割に
より，定理のより深い理解が可能となり，またアルゴリズムと問題の関係が明確となる．

Simple Proof and Interpretation of No Free Lunch Theorem

Kohsuke Yanai Hitoshi Iba

Dept. of Frontier Infomatics, Graduate School of Frontier Sciences,
The University of Tokyo.

In this paper, a simple proof of No Free Lunch Theorem (NFL) is presented. NFL
asserts that no search algorithm exists which can solve every problem efficiently. This
theorem has serious implications for the study of search algorithms and optimization.
The proof given in this paper is simpler and more intuitive than the original one.
In the proof, we divide the fitness function space into a set of subsets, and calculate
the sum of probabilities in each subset. The division of the function space helps
us to understand the theorem more clearly and highlights the relationship between
algorithms and problems.

1. は じ め に

本稿ではメタヒューリスティクスの探索性能につ
いて議論する．代表的なメタヒューリスティクスと
して，遺伝的アルゴリズム，分布推定アルゴリズム
[佐久間 03] [倉橋 03]，タブーサーチ，ランダム探
索，シミュレーティッドアニーリング法，山登り法，
Evolutionary Strategy，Memetic Algorithmなど
が挙げられる．これらの手法は以下の 2つの共通の
性質を持つ．

(1) 汎用的であり，問題を限定しない．
(2) 問題を限定しないゆえ，（一見）問題に対する
事前知識を用いない．

本稿ではこれら 2つの性質を持つメタヒューリステ
ィックを単に探索アルゴリズムと呼ぶことにする．

問題を限定せずに用いることができるのであれば，
アルゴリズムの平均的な探索性能を議論することが
できる．すなわち，あらゆる問題を想定し，すべて
の問題に対する探索性能を平均する．この探索性能
の平均値により，探索アルゴリズムの性能を評価す
ることが可能となる．そこで，「ある 2つのアルゴリ
ズムの間の探索性能の平均値の差はどれほどか」や

「平均的に最もよい探索性能を持つアルゴリズムはど
れか」が我々の興味の対象となる．

No Free Lunch Theorem（以後 NFLと略す）は
この問いにおおまかな解答を与えた．NFLとは「平
均すればどの探索アルゴリズムの性能も同じである」
と主張する定理であり，WolpertとMacreadyによっ
て 1995年に証明された [Wolpert 95]．NFLよりた
だちに，「どんな問題に対しても平均的に効率良く解
けるような探索アルゴリズムは存在しない」というこ
とが帰結される．NFLが成立する枠組みは限定され
ているが，探索アルゴリズムの性能に関する基本原理
と考えられ [吉澤 01]，探索アルゴリズムあるいは最
適化法の汎用性という概念に大きな影響を与えた．特
に進化計算のコミュニティでこの定理は重要視されて
おり，進化計算に関する国際会議GECCO（Genetic
and Evolutionary Computation Conference）では，
2001年，2002年，2004年の開催時にNFLのチュー
トリアルを開いて議論がなされている．また複雑系
科学においても，共進化の考え方に重大な影響を与
えた [Kauffman 00]．

本稿では NFL の別証明を与える．本稿で用いた
NFLの前提はWolpertらのものと全く同じである
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が，我々の証明ははるかに簡潔でなおかつ厳密であ
る．また証明の過程を図にイメージ化することがで
き，これは定理に対する深い理解と洞察をもたらす．
Wolpertらによる証明は，確率論の公式を用いた式
変形によって構成されている．確率論による解析は
探索アルゴリズムを扱うフレームワークを提供する
との指摘もあるが [Wolpert 97]，Wolpertらの証明
は式変形に頼っているため，証明自体が複雑でNFL
が成立する理由を直観的に理解しづらい．

我々の証明のキーとなるアイディアは評価関数の
空間の分割である．これは探索アルゴリズムの性能
問題に対する新しい視点をもたらす．本論文で示す
証明に基づいて，どのように探索手法と問題の関係
を考えねばならないかの一つの指針が示される．関
数空間の分割という考え方は，ただ証明を簡単にす
るだけではなく，探索アルゴリズムの関数空間に対
する役割を明らかにし，アルゴリズムの性能を議論
する上での方法論を提供する．

以下 2 章で [Wolpert 95] に従って記号の定義と
NFLを説明し，3章で NFLの証明を与える．4章
で本論文で示す証明法に基づいて考察を行い，5章
で本論文をまとめる．また付録では形式的な定義と
補題の証明を与える．

2. No Free Lunch Theorem

2・1 前 提

本節ではNFLが前提とするフレームワークについ
て説明する．すなわち，対象となる探索アルゴリズム
を厳密に形式化する．ここで述べる前提は [Wolpert
95]のものと全く同一である．これらの前提が実際の
探索アルゴリズムに合致しているか否かについては
4・2節で考察する．
まず 1章で述べたように，汎用的で問題を限定せ
ず，問題に対する事前知識を用いないアルゴリズム
が考察の対象となる．またコンピュータでアルゴリ
ズムを実装することを想定して，扱う集合は数も含
みすべて有限とする．

これらの性質を満たす探索アルゴリズムの一般的
な枠組みを形式化するために，具体的に，遺伝的ア
ルゴリズム（Genetic Algorithm：以下GA）と巡回
セールスマン問題（Travelling Salesman Problem：
以下TSP）を例に挙げて考える．TSPの解は 2進数
の配列にコーディングされているとする．GAはま
ず，ランダムに 2進数の配列を生成する．次に，ラン
ダムに生成された 2進数配列をデコードして，TSP
の解候補を評価関数により評価し，それぞれの解候

補に評価値を割り当てる．評価値は，解候補がどれぐ
らい良いかを示す指標である．GAはそれぞれの解
候補の評価値を基に，遺伝的オペレータを用いて新
しい 2進数配列を合成する．GAは解候補の評価と
新しい解候補の生成を繰り返して探索を行っていく．

上のGAとTSPの例を一般化した枠組みが，NFL
の対象となる．図 1に，NFLの適用対象となる探索
アルゴリズムの動作を図示する．まず，アルゴリズム
により最初の解 x1が与えられる．多くの探索アルゴ
リズムでは，x1はランダムに与えられる．次に，解
x1 が評価関数によって評価されて，評価値 y1 が与
えられる．探索アルゴリズムは，これまでの解候補
の履歴と評価値の履歴から，次の解候補 xi+1を提示
する．多くの汎用的な探索アルゴリズムは，以上の
形式で探索を行う．例えば, 1章でヒューリスティク
スの例として紹介したGA，分布推定アルゴリズム，
タブーサーチ，ランダム探索，シミュレーティッドア
ニーリング法，山登り法，Evolutionary Strategy，
Memetic Algorithm などが上で述べた枠組みに収
まることは容易に分かる．

以上を形式化して，記号を導入する．解候補の空
間をX，解の評価値の空間を Y とし，X，Y は有限
と仮定する．例えば，TSP の解空間は有限である．
解空間が有限であれば，解の優劣を決めるには，評価
値の空間も有限で十分である．Y の元は数あるいは
ベクトルと考えれば理解しやすいが，以下では Y の
元は数である必要はなく，任意の有限集合としても
議論は成り立つ．F = {f : X → Y }とする．f ∈ F

を評価関数とし，F を評価関数全体の空間と見なす．
f ∈ F は，解 x ∈X に対し，その解がどれだけよい
かの評価値 y ∈ Y を与える関数である．ここで探索
アルゴリズム aをこれまでの探索履歴，すなわちこ
れまで挙げた解の候補 (x1,x2, · · · ,xi) ∈Xi とその
評価値の履歴 (y1, y2, · · · , yi) ∈ Y iから，次の解候補
xi+1 ∈X を一つ出力する関数と定義する．

X から Y への写像のとり方は，高々|Y ||X| であ
るので，|F | = |Y ||X| である．ゆえに F は有限とな
る．NFLは，有限集合X から Y へのあらゆる写像
すべてを考慮する（表 1参照）．探索問題は評価関
数を一意に定める．同じ評価関数を持つ探索問題を
同一の問題と見なせば，探索問題と評価関数を同一
視することができる．ゆえにNFLは，あらゆる問題
すべてを考慮した上で，アルゴリズムの性能につい
て言及する．
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図 1 探索アルゴリズム．最初の解候補はアルゴリズム aにより一意的に決められる．その後はこれま
で解候補の履歴と評価値の履歴から新しい解候補 xi+1 がアルゴリズム a により出力される．こ
れにより a と f から一意的に dk ∈Dk が決まるのでこれを S(a,f) と書く．

表 1 写像の例．NFLでは有限集合 X から Y へのあらゆる
写像すべて f1, f2 · · · を考慮する．解は 2 進数 3bit の
配列にコーディングされており，評価値は 1から 23 ま
での整数値とする．

解 f1 f2 · · ·
000 1 2 · · ·
001 2 1 · · ·
...

111 8 7 · · ·

x1

y2

xkx2

yky1

f 

dk
y

dk
x

. . .

. . .

図 2 F (dk)．履歴 dk をすべて満たすような f の集合．すな
わち f ∈ F (dk) なら ∀i [yi = f(xi)]．

2・2 定 義

厳密な定義は付録 Aにある．kを k < |X|である
自然数とする．

X 解候補の空間．有限集合．
Y 解の評価値の空間．有限集合．
F F = {f : X → Y }．評価関数の集合と見なす．
DX

k 探索を k ステップ進めた時の解候補全体の集
合．ただしDX

k ⊂Xk であり重複する解候補を
含まない．

DY
k 探索を k ステップ進めた時の解の評価値全体
の集合．DY

k = Y k

Dk 探索を kステップ進めた時の探索履歴全体の集
合．Dk = DX

k ×DY
k

A 探索アルゴリズム全体の集合．
F (dk) 探索履歴 dk ∈Dk を完全に満たすような F

の部分集合．

ここでDX
k は重複する解候補を含まないことに注

意する．すなわち (x1,x2, · · · ,xk) ∈DX
k とすると

∀i ∀j [i 6= j → xi 6= xj ] (1)

となる．よって探索アルゴリズム a ∈ Aは解候補の
履歴を参照して，これまで解候補として挙げられて
いない X の元を一つ出力する．また F (dk)は履歴
dk をすべて満たすような f の表す（図 2参照）．す
なわち f ∈ F (dk)なら ∀i [yi = f(xi)]である．
要素の数については以下のようになる．

|F | = |Y ||X| (2)

|DY
k | = |Y |k (3)

|F (dk)| = |Y ||X|−k (4)

特に F (dk)の要素の数は k のみに依存し，dk には
依らないことに注意されたい．dk が定められている
ため，X の中の k個の要素は対応付けが決まってい
る．残りの |X| − k 個の要素の対応付けを考えれば
よいので全部で |Y ||X|−k 個の f ∈ F が dk を満たす
ことが分かる．
またアルゴリズム aと評価関数 f を用いて探索を

kステップ進めて得られた探索履歴を Sk(a,f) ∈Dk

で表す（図 1参照）．逆にアルゴリズム aと解の評価
値の履歴 dy

k ∈DY
k が得られたとき，図 3に示すよう

にして aと dy
k に矛盾しないような dx

k ∈DX
k を一つ

定めることができる．まず，探索アルゴリズム aに
より，最初の解 x1が与えられる．y1は与えられてい
るので，x1と y1からアルゴリズム aにより x2が与
えられる．以下同様にして，順に xiだけ決めていく．
このようにして，a と dy

k から一意的に Dk の元を
一つ決めることができるのでこれを Rk(a,dy

k) ∈Dk

と書く．Rk の評価値の履歴の成分は恒等写像になっ
ている．Rk(a,dy

k)を満たすような評価関数の集合を
F (Rk(a,dy

k))と書く．
ここで f ∈ F (Rk(a,dy

k))を一つ定めれば，定義よ
り，f は探索履歴 Rk(a,dy

k)を完全に満たすので，

Rk(a,dy
k) = Sk(a,f) (5)
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図 3 Rk(a,dy
k)．yi は与えられているので，順に xi だけ決

めていく．これにより a と dy
k から一意的に dk ∈Dk

が決まるのでこれを Rk(a,dy
k) と書く．

となることはほぼ自明である（図 1，図 3参照）．こ
れを SkとRkの整合性と呼ぶ．厳密に整合性がとれ
ることは付録 Bの補題 3で示している．
以後，k ステップまでの解候補の履歴を表す確率
変数をDx

k，kステップまでの解の評価値の履歴を表
す確率変数をDy

k，探索アルゴリズムを表す確率変数
をA，評価関数を表す確率変数をF とする．例えば，

P(Dy
3 = (3,7,4) | A = a) (6)

は探索アルゴリズムが a のとき，評価値の履歴が
(3,7,4)となる条件付確率を表している．

2・3 WolpertらによるNFL
Wolpertらによる NFLは以下のように書ける．

［定理 1］（NFL） a1,a2 ∈ A，dy
k ∈DY

k とすると，

∀a1 ∀a2 ∀dy
k [

∑

f∈F

P(Dy
k = dy

k |A = a1,F = f)

=
∑

f∈F

P(Dy
k = dy

k |A = a2,F = f)]

(7)

つまり，探索アルゴリズムと評価関数が決まった
ときに，ある評価値の履歴が得られる確率は，あら
ゆる f ∈ F に対して和をとるとアルゴリズムに依ら
ない．言い換えると，平均するとどのアルゴリズム
も同じ評価値の履歴を出力するということである．
探索アルゴリズムと評価関数を決めて解の探索を
行うとき，そのアルゴリズムの探索性能は解の評価
値の履歴によって決まる．評価値の集合 Y が順序付
けられている場合，しばしば評価値の履歴の最大値
によって性能が評価される．すなわち，探索の最大
ステップをmとし，解の評価値の履歴として dy

m =
(y1, y2, · · · , ym) ∈DY

m が得られたとすると，

max
k≤m

yk (8)

F

図 4 F の分割．各部分集合ごとに和をとる．各部分集合が
交わりを持たずに F を覆うことが出来ていれば良い．

によりアルゴリズムの探索性能が評価される．他に
も，評価値の平均や評価値の統計量を計算して探索
性能が評価されるが，いずれも評価値の履歴のみに
依存する．ゆえに，評価値の履歴に基づくいかなる
探索性能の測り方をしても，探索性能はアルゴリズ
ムに依らないことがわかる．

上で述べた NFL は評価値の履歴の分布がアルゴ
リズムに依らないことを述べており．これは非常に
強い主張である．

3. 証 明

NFLの証明を行う．まずは評価関数の空間F を分
割する補題から証明する．この補題の基本的なアイ
ディアは [Sharpe 00]にも示されているが，証明は
厳密になされておらず，特に f が重複しないことが
示されていない．f が重複しないことは決して自明
ではない．以下では V を任意のベクトル空間とする．

［補題 1］（F の分割の補題） ϕ : F → V，a ∈ Aと
すると，

∀a ∀ϕ ∀k [
∑

f∈F

ϕ(f) =
∑

t∈DY
k

∑

f∈F (Rk(a,t))

ϕ(f)]

(9)

左辺はあらゆる評価関数で和をとっているが，右
辺では評価関数の空間を分割してそれぞれの部分集
合ごとに和をとっている（図 4参照）．それぞれの
部分集合は解の評価値の履歴 t ∈DY

k でパラメータ
化されている．ここで証明すべきことは右辺の和に
おいてすべての f ∈ F が重複なく出てきていること
である．すなわち，すべての部分集合が互いに交わ
りを持たないことと，すべての部分集合の要素を合
計すると |F |になることを示せばよい．
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《証明》（補題の証明） まず，t1 6= t2 (t1, t2 ∈DY
k )

に対し，F (Rk(a, t1))∩F (Rk(a, t2)) 6= φ と仮定す
る．すると，

∃f [f ∈ F (Rk(a, t1))∧ f ∈ F (Rk(a, t2))] (10)

であるから，この f を用いると SkとRkの整合性よ
り

Rk(a, t1) = Sk(a,f) = Rk(a, t2) (11)

となり，履歴は完全に一致するが，これは t1 6= t2（評
価値の履歴は異なる）に矛盾．よって，

F (Rk(a, t1))∩F (Rk(a, t2)) = φ (12)

が成り立ち，異なる t ∈DY
k に対し，f ∈ F (Rk(a, t))

は重複しない．また以上を用いれば，

|
⋃

t∈DY
k

F (Rk(a, t))| =
∑

t∈DY
k

|F (Rk(a, t))| (13)

=
∑

t∈DY
k

|Y ||X|−k (14)

= |DY
k | × |Y ||X|−k (15)

= |Y |k × |Y ||X|−k (16)

= |Y ||X| = |F | (17)

であるから，結局すべての f ∈ F に対して和をとっ
ていることがわかる．ゆえに命題は示された． 2

上で示した補題を用いて NFLを証明する．

《証明》（NFLの証明） 補題は任意の a ∈ Aに対
して成立するので，a1 によって F を分割する．

∑
f∈F P(Dy

k = dy
k |A = a1,F = f)

=
∑

t∈DY
k

∑

f∈F (Rk(a1,t))

P(Dy
k = dy

k |A = a1,F = f)

(18)

ここで，f ∈ F (Rk(a1, t))と a1を用いて探索を行っ
たとき，Sk と Rk の整合性より，評価値の履歴は t

になるので，f ∈ F (Rk(a1, t))ならば，

P(Dy
k = t |A = a1,F = f) = 1 (19)

P(Dy
k 6= t |A = a1,F = f) = 0 (20)

F
t1

t6

t5

t4

t3t2

t7

P=1

図 5 証明のイメージ．各部分集合の大きさは等しく，評価
値の履歴が t4 = dy

k となる確率は，t4 が定める F の部
分集合上では常に１となる．

となる（付録 Bの補題 4参照）．よって，
∑

f∈F (Rk(a1,t))P(Dy
k = dy

k |A = a1,F = f)

=





0 dy
k 6= t

|F (Rk(a1, t))| = |Y ||X|−k dy
k = t

(21)

であるので，
∑

f∈F

P(Dy
k = dy

k |A = a1,F = f) = |Y ||X|−k (22)

以上により P(Dy
k = dy

k |A = a1,F = f) をあらゆる
評価関数 f に対して和をとったものはアルゴリズム
a1 に依らないことが示せた．ゆえに NFLは成立す
る． 2

4. 考 察

4・1 証明の直観的理解

3 章の証明のイメージを図 5 に示す．3 章では関
数空間 F を分割して，t ∈DY

k でパラメータ化され
るそれぞれの F の部分集合 F (R(a, t)) ごとに和を
とった．dy

k ∈DY
k が生じる確率は，F (Rk(a,dy

k))を
台（support)とし，F (Rk(a,dy

k))上で常に１をとる．
よって，関数空間全体で和をとるとき，F (Rk(a, t))
の中の f の個数がある評価値の履歴が起こる頻度を
表す．ところが，アルゴリズムごとに F の分割のさ
れ方は異なるが，k が一定なら，分割された集合の
大きさ |F (Rk(a, t))|はアルゴリズム aおよび評価値
の履歴 tに依らず等しくなる．すわなち，どのアル
ゴリズムを用いても，F は均等に分割され，分割数
も一定となる．ゆえにどの dy

k ∈DY
k の頻度を考えて

も，アルゴリズムに依らず一定となる．
次に F (Rk(a, t)) = |Y ||X|−k となることの意味に

ついて考察する．これはあるアルゴリズムを用いた
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ときに，ある評価値の履歴 tが得られるような問題
が全部で |Y ||X|−k 個あることを意味する．アルゴリ
ズムおよび履歴に依存せずに一定である．すなわち，
GAで非常によい評価値の履歴を出す問題がいくつ
か存在すれば，ランダム探索で同じ評価値の履歴を
出す問題が同数存在することになる．これも図 5か
ら直観的に理解できる．アルゴリズムにより異なる
のは関数空間の分割のされ方だけであり，分割され
た部分集合の大きさは一定である．それぞれの部分
集合は評価値の履歴 tでパラメタ化されており，t1

でパラメタ化される部分集合の評価関数においては，
必ず評価値の履歴が t1になることが保障されていた．
ゆえに，ある評価値の履歴が得られるような問題は，
アルゴリズムに依らず同数存在することになる．

4・2 NFL の 仮 定

NFLは，X と Y が有限という仮定の下に成立す
る．しかし，コンピュータで扱える数は離散数であ
るため，コンピュータで探索問題を解くという前提
の下では，X と Y が有限という仮定は自然なもので
あると考えられる．
また，NFLの枠組みでは，F = {f : X → Y }を
評価関数の集合と見なしている．|F | = |Y ||X| であ
るため，評価関数全体の集合が有限となる．離散的
な解空間を持つ組み合わせ最適化問題を想定した場
合は，この仮定に問題はない．しかし，一般的な関
数を考えた場合は，この仮定は正しくないように思
われる．ここで，Y を値域とする一般的な関数の集
合 F ′ に対し，同値関係 ∼を，

f ∼ g ⇔ ∀x ∈X [f(x) = g(x)] (23)

により定める．Y を値域とする一般的な関数全体の集
合F ′をこの同値関係∼で同値類別した商集合F ′/ ∼
は，明らかに F と一対一に対応付けることができる．
ゆえに，Y を値域とする一般的な関数全体を考えた
場合でも，X と Y が有限ならば，F を F ′/ ∼に置
き換えて同様に証明をすることができる．F を∼で
同値類別して，F を F ′/ ∼に置き換えることは，X

上で入出力が一致する f と gを同じ問題と見なして
いることに等しい．X 上で入出力が一致する f と g

を同じ問題と見なすことは，コンピュータで探索問
題を解く上では自然なことであると思われる．よっ
て，Y を値域とする一般的な関数の集合 F ′ に対し
ても，NFLは成立すると考えられる．
探索アルゴリズムに関しては次の 2つが仮定され
ている．

(1) アルゴリズムが決定的である．

(2) これまで解候補として挙げられていない解を
出力する．

乱数の seedを含めて考えれば，確率的なアルゴリズ
ムも決定的であると考えられるため，1の仮定は妥
当であると思われる．また 2の仮定は，実際の探索
アルゴリズムでは当てはまらないが，探索問題の解
空間が十分に大きいことを考えると，近似的には成
立すると考えられる．

4・3 定 理 の 解 釈

NFLは，解空間X と評価値の空間 Y を有限と仮
定し，X 上で入出力が一致する評価関数を持つ問題
を同一の問題と見なすとき，すべての評価関数にお
いて均等に和をとれば，評価値の履歴の分布はアル
ゴリズムに依らずに一定であることを意味している．
これを数式で表現すると，以下のようになる．評価
関数の確率分布を一様分布と仮定する．すなわち

P(F = f) =
1
|F | (24)

とすると，NFLの両辺に上式を掛ければ，

∀a1 ∀a2 ∀dy
k [P(Dy

k = dy
k |A = a1)

= P(Dy
k = dy

k |A = a2)] (25)

となる．
ここで，すべての評価関数において均等に和をと
ること，あるいは評価関数の確率分布を一様分布と
仮定することが，定理の解釈に重大な影響を与える
ことが分かる．評価関数を限定する場合には，アル
ゴリズムによる差異が生じることもある．例えば，評
価関数として，定義域に対して単調増加する関数の
クラスだけを考えるときは，定義域の最大値を返す
アルゴリズムが最も良いアルゴリズムである．また，
単峰性の関数だけからなるクラスであれば，山登り
法は遺伝的アルゴリズムよりも平均して良い成績を
上げると予想できる．
一方，任意の入出力を満たす問題は，人工的にい
くらでも作れるため，評価関数の分布に偏りがある
かどうかは主観的なものにならざるを得ない．

4・4 探索アルゴリズムの意味

前述したように，関数空間で均等に和をとらなけ
れば，NFLは成立しない．本節では，評価関数の空
間を限定したときに，なぜある 2つのアルゴリズム
に差が生じるかについて考察する．
探索のパフォーマンスは評価値の履歴によって与

えられる．つまり，Dy
k には順序関係が定められてい
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図 6 アルゴリズムによる差異．アルゴリズムは F の分割の
仕方を決める．Dy

k に順序関係を一つ定めれば，F の
部分集合に順序が定まる．ここで実際に問題がどのよ
うな関数空間を作るかでアルゴリズムの良さは決まる．

る．補題によれば，アルゴリズムが異なると F の分
割の仕方も異なってくる．F をアルゴリズムによっ
て分割したときのそれぞれの部分集合は，評価値の
履歴 t ∈DY

k でパラメータ化されている．よって，t

によって F の部分集合は順序付けられる．関数空間
を狭めたときに，F の分割のどの部分が取り去られ
るかがそのアルゴリズムが限定された問題空間で有
効か否かを決定する．つまり，順序が小さい部分集
合の要素が取り除かれるアルゴリズムほど良いいア
ルゴリズムと考えられる（図 6参照）．逆に取り除
かれる部分が似ていれば，2つのアルゴリズムはほ
とんど性能差がないと考えられる．

以上のような解釈によればアルゴリズムの役割は，
評価関数の空間 F の分割の仕方を決定することにあ
ると考えられる．対象としている問題のクラスで関
数空間がどのような形をしているかと，アルゴリズ
ムがどのように関数空間を分割するかを調べれば，あ
る問題空間におけるアルゴリズムの優劣を理論的に
定めることができると思われる．

4・5 関 連 研 究

Xの置換をσとし，fの置換σfをσf(x) = f(σ−1(x))
で定義する．[Schumacher 01]には，評価関数の集合
が置換に対して閉じていることが，NFLが成立する
ための必要十分条件であることが示されている．た
だし証明には，本稿で証明した NFL から導かれる
結果を用いている．また，[Igel 03]には評価関数の

分布が一様分布でない場合に，NFLが成立するため
の条件が示されている．
一方，[吉澤 01][山田 98]などでは，NFLを前提

として，探索空間の地形構造の解析がなされている．
また，探索空間上での距離と評価値に相関がある場
合に，GAでの探索が有効であることが示唆されて
いる [Jones 95] [Kauffman 00]．

5. お わ り に

本論文では NFL のより簡単で直観的な証明を与
え，この新しい証明に基づいて，NFLが意味すると
ころを論じた．NFLによれば，アルゴリズムの性能
は問題を限定せずには語ることはできない．ゆえに
アルゴリズムがどのように問題の構造を有効利用で
きるかを見なければならないが，これを可能とする
一般的な方法を確立するのは困難である．4章では，
アルゴリズムによる関数空間の分割の仕方と問題の
クラスが作る関数空間の形を調べることにより，この
困難を解決できる可能性があることを示唆した．本
論文で示した証明と解釈が，アルゴリズムを理論的
に評価する際の一つの視点を提供できることを期待
する．
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♦ 付 録 ♦

NFLの厳密な数学的モデルを示す．形式的な定義と補題の
証明を与える．

A. 定 義

X と Y を有限集合とする．k を k < |X| である自然数と
する．
【定義 1】 X から Y への写像全体の集合を F とする．す
なわち，

F = {f : X → Y } (A.1)

【定義 2】

DX
k = {(x1,x2, · · · ,xk) ∈Xk | ∀i ∀j [i 6= j → xi 6= xj ] }

(A.2)

DY
k = Y k (A.3)

Dk = DX
k ×DY

k (A.4)

【定義 3】 ||xk : DX
k ×X →Xk+1 を

(x1,x2, · · · ,xk)||xkx = (x1,x2, · · · ,xk,x) (A.5)

で定義する．同様に，||yk : DY
k × Y →DY

k+1 を

(y1, y2, · · · , yk)||yky = (y1, y2, · · · , yk, y) (A.6)
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で定義する．また ||k : Dk × (X × Y )→Xk+1×DY
k+1 を

(dx
k , dy

k)||k(x,y) = (dx
k ||xkx,dy

k||yky) (A.7)

で定義する．これはただ単に履歴を加える関数である．以後，
簡単のため添え字は省いて単に || と書く．
【定義 4】

Ak = {ak : Dk →X | ∀dk ∀i [ak(dk) 6= xi] } (A.8)

A = X ×A1×A2× ·· · ×Am−1 (A.9)

ここで dk = ((x1,x2, · · · ,xk), (y1, y2, · · · , yk)) である．A

の最初の X は一番最初の解候補を表す．
［補題 2］ ak ∈ Ak，dk = (dx

k , dy
k) ∈Dk とすると，

∀ak∀dk [dx
k ||ak(dk) ∈DX

k+1] (A.10)

《証明》 dx
k = (x1,x2, · · · ,xk) とおくと，

dx
k ||ak(dk) = (x1,x2, · · · ,xk,ak(dk)) (A.11)

ここで dx
k ∈DX

k だから，∀i ∀j [i 6= j → xi 6= xj ]であり，ま
た Ak の定義より，∀i [ak(dk) 6= xi] であるから，重複は全く
なく，dx

k ||ak(dk) ∈DX
k+1． 2

【定義 5】

F (dk) = {f ∈ F | ∀i [f(xi) = yi] } (A.12)

ただし，dk = ((x1,x2, · · · ,xk), (y1, y2, · · · , yk)) である．
【定義 6】 a = (a0,a1, · · · ,am−1) ∈ A，f ∈ F に対して，Sk :

A×F →Dk を

S1(a,f) = (a0, f(a0)) (A.13)

x = ai(Si(a,f)) (A.14)

Si+1(a,f) = Si(a,f)||(x,f(x)) (A.15)

により再帰的に定義する．補題 2より，これは明らかに well-

defined である．Sk(a,f) = (dx
k ,dy

k) として，

Sx
k (a,f) = dx

k (A.16)

Sy
k(a,f) = dy

k (A.17)

と定義する．
【定義 7】 a = (a0,a1, · · · ,am−1) ∈ A，t = (y1, y2, · · · , yk) ∈

Dk に対して，

c1 = (a0, y1) (A.18)

ci+1 = ci||(ai(ci), yi+1) (A.19)

と再帰的に計算し，Rk : A×Dy
k →Dk を

Rk(a, t) = ck (A.20)

により定義する．補題 2 より，これは明らかに well-defined

である．Rk(a, t) = (dx
k , t) として，

Rx
k(a, t) = dx

k (A.21)

Ry
k(a, t) = t (A.22)

と定義する．Ry
k が t ∈Dy

k に対し，恒等関数となることに注
意する．

B. 補 題

［補題 3］ a ∈ A，t ∈DY
k とすると，

∀a ∀t ∀f ∈ F (Rk(a, t)) [Sk(a,f) = Rk(a, t)] (B.23)

《証明》

a = (a0,a1, · · · ,am−1) (B.24)

t = (η1, η2, · · · , ηk) (B.25)

Sk(a,f) = ((x1,x2, · · · ,xk), (y1, y2, · · · , yk)) (B.26)

Rk(a, t) = ((ξ1, ξ2, · · · , ξk), t) (B.27)

とおくと，f ∈ F (Rk(a, t)) より ∀i [f(ξi) = ηi]．

(ξ1, η1) = (ξ1, f(ξ1)) = (a0, f(a0)) = (x1, y1) (B.28)

により履歴の最初は一致する．i番目までの履歴 di ∈Di が一
致したと仮定すると，使っている探索アルゴリズムが同じな
ので，ξi+1 = a(di) = xi+1．ここで，

ηi+1 = f(ξi+1) = f(xi+1) = yi+1 (B.29)

であるから，新たに加わる履歴も一致する．ゆえに数学的帰
納法により，すべての探索履歴は一致する． 2

［補題 4］ a ∈ A，t ∈DY
k とすると，

∀a ∀t ∀f ∈ F (Rk(a, t)) [P(Dy
k = t |A = a,F = f) = 1]

(B.30)

《証明》 補題 3 より，

Sy
k(a,f) = Ry

k(a, t) = t (B.31)

ゆえに f ∈ F (Rk(a, t))を用いれば必ず Dy
k = tとなる．よっ

て命題は証明された． 2
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