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凸多角形の点包含判定のための入力感応型最適アルゴリズム 
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 凸多角形Ｐ∋質問点を判定する点包含判定問題において，Ｐの任意の２頂点ｖｓ，ｖｅの間の境界の長さ

の２等分点を含む辺と線分ｖｓｖｅのなす角の期待値が０であり，質問点がＰの中，あるいはＰの内点を中

心とする半径が充分大きい円の中のいずれかで一様分布する場合，平均手間がＯ（１）となる入力感応型

最適アルゴリズムを提案する． 

 

An optimal and input-sensitive algorithm 
 for the point-inclusion problem of a convex polygon 

 

Misato Nio 

 School of Economics, Meisei University 

nio@mi.meisei-u.ac.jp 

 

  For the point-inclusion problem whether a convex polygon P includes a question point q or not, we 

propose an optimal and input-sensitive algorithm such that its computing time is O(log|P|) and 

especially O(1) on the average if the mean of the angles of the vectors vsve and vcvc+1 is 0, and q is 

distributed uniformly in P or in a circle whose center is in P and whose radius is large enough, where 

vs and ve are vertexes and vcvc+1 includes the middle point of the length of boundary of P between vs and 

ve.  

 

１．はじめに 

 

 本論文は凸ｎ多角形Ｐと点ｑが与えられた時，Ｐ∋ｑを判定する問題に関する．この点

包含判定問題（point-inclusion problem）は計算幾何学での基本問題の一つになっており，

２つの多角形Ｐ，Ｑの交差判定問題において，Ｐ＋＋（－Ｑ）∋r の判定（＋＋はMinkowski

和，r は座標原点）に重要な役割を果たし，ロボット制御問題などに応用される． 

 以降，Ｐの頂点番号は隣り合った頂点順につけられているとする．隣り合った２つの頂

点とＰの固定の内点ｒとが作るｎ個の半頂角の中から，ベクトルｒｑを挟むような半頂角

を２分法で探索するＯ（ｌｏｇｎ）の最適アルゴリズムＡ〔１〕がよく知られている．し

かもＰが星状多角形であっても，前処理でＰのカーネルｒを求めておけばＡは適用できる．
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なぜなら，Ａはｒを光源としｑを通る光線が交差するＰの辺を探索するという１次元領域

探索問題に置き換えているからである．つまり，ＡはＰが凸であることや，２次元情報を

充分に利用しているとはいえず，その結果，Ω（ｌｏｇｎ）にしかならない． 

 一方，２次元座標情報を１次元に縮退せずに利用するアルゴリズムとしては，

Hierarchical Architectureが与えられた凸多面体Ｐ，Ｑの交差判定アルゴリズム〔２〕を，

凸多角形Ｐと質問点ｑに焼き直すＯ（ｌｏｇｎ）のアルゴリズムＢに変換できる（Ｂはす

でに公知かどうかは不明である）．すなわち，初期のＳをＰの内接３角形とし，ｑとの間の

最短点を実現するＰの点ｔから定まるＰのひとつの頂点ｗをＳの頂点に組み入れてｔを更

新することを繰り返してＳをＰの形状に近づける過程でｑがＳに含まれるかを判定すれば

よい．２次元の場合はＰに Hierarchical Architecture を前処理で求めておく必要はなく，

まだＳに組み込まれていないｔの近傍のＰの凸鎖の２分点をｗとすればよい．ＢはＡと違

ってｑの持つ２次元情報を活用している．Ｐ∋ｑという条件のほかにｑの位置に関して更

に何らかの条件を付加すれば，Ｂは平均的に sublogarithmic となる可能性があるが，Ｐ∋

ｑでない場合はΩ（ｌｏｇｎ）時間が必要になり，結局平均的にはΩ（ｌｏｇｎ）時間の

アルゴリズムである． 

 本論文は，前処理が不要で，Ｏ（ｌｏｇｎ）でもあるが，ｑが任意のＰの中か，あるい

はＰと一点を共有する半径の充分に大きな円の中に一様に分布する場合で，かつ凸多角形

Ｐの任意の２頂点ｖｓ，ｖｅ間の境界の長さの２等分点を含む辺と線分ｖｓｖｅのなす角の期

待値が０であるとき，平均手間がＯ（１）になる点包含判定アルゴリズムを提案する． 

 

２．凸多角形点包含判定アルゴリズム 

 

２．１ 基本的考え方 

 Ｐの頂点ｖｓを始点としｖｓ＋１を通る半直線をＬ（ｖｓ，ｖｓ＋１）と定義する．Ｌ 

（ｖｓ，ｖｓ＋１）とＬ（ｖｅ，ｖｅ－１）と線分ｖｓｖｅが囲む領域をＰの外接単体Ｓ 

（ｖｓ，ｖｅ）と定義する．外接単体は三角形をなす場合に有界となり（図１のａ），なさな

い場合は有界でない（図１のｂ）． 

 

  

 

 

 

 

 

                  

図１ 外接単体 

ｖｓ 

有界外接単体ａ 

Ｓ（ｖｓ，ｖｅ） 

ｖｓ ｖｅ 

非有界外接単体ｂ 

Ｓ（ｖｓ，ｖｅ） 

ｖｅ 
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Ｏ（１）の期待ステップ数を実現するために，ｑがＳ（ｖｓ，ｖｅ）の外部に存在すること

が判定できればｑ∈Ｐの判定ができることと，そうでない場合でたとえＰの部分凸鎖 

ｖｓｖｅを２等分割して同様の操作を続ける場合でも一定条件下ではその期待値収束回数は

ｎに無関係の一定値以下であるということを利用する． 

 

２．２ 点包含判定アルゴリズム 

 ｒｔ（ｑ，ｖｓ，ｖｅ）をベクトルｖｓｖｅが定める右平面内にｑが存在すれば正または０

の値を，そうでなければ負の値をとる関数とする．また，（ｓ＋ｅ）／２が整数値ならその

番号を持つ頂点の両側の辺のいずれか一方をランダムに選びその辺の始点の頂点番号を，

また整数値でない場合はその小数点を切り捨てた整数値を値とする関数をｍｄ（ｓ，ｅ）

とする．頂点番号は法ｎで計算されるものとする． 

 

ｓ＝１：ｅ＝ｎ 

ｉｆ（ｒｔ（ｑ，ｖｓ，ｖｅ）≧０ ｔｈｅｎ ｐｒｉｎｔ“ｏｕｔ”：ｂｒｅａｋ 

Ｄｏ 

  ｉｆ（ｖｓ＋１＝ｖｅ） ｔｈｅｎ ｐｒｉｎｔ“ｏｕｔ”：ｂｒｅａｋ 

  ｃ＝ｍｄ（ｓ，ｅ）           ‘凸鎖ｖｓｖｅをｖｃで２分割する 

  ｉｆ（ｒｔ（ｑ，ｖｃ，ｖｃ＋１）≧０） 

     ｐｒｉｎｔ“ｏｕｔ”：ｂｒｅａｋ ‘接線ｖｃｖｃ＋１の右半平面にｑが存在する 

  ｅｌｓｅｉｆ（ｒｔ（ｑ，ｖｓ，ｖｃ）≧０） 

     ｖｅ＝ｖｃ                        ‘Ｓ（ｖｓ，ｖｃ）内にｑが存在する 

  ｅｌｓｅｉｆ（ｒｔ（ｑ，ｖｃ，ｖｅ）≧０） 

     ｖｓ＝ｖｃ                        ‘Ｓ（ｖｃ，ｖｅ）内にｑが存在する 

  ｅｌｓｅ  

     ｐｒｉｎｔ “ｉｎ”：ｂｒｅａｋ ‘三角形（ｖｓｖｃｖｅ）内にｑが存在する 

  ｅｎｄｉｆ 

ｌｏｏｐ 

 

３．計算複雑度 

 

  2 分法を用いる本アルゴリズムがＯ（ｌｏｇｎ）であることは明らかである．したがっ

て一定の条件下であれば，本アルゴリズムは期待収束回数はＯ（１）であることを示す．

なお，本アルゴリズムでの収束回数はＤｏループに入る前の１回と，入った後のＤｏルー

プ繰り返し回数の合計とする． 

 

〔定理〕凸多角形Ｐの任意の２頂点ｖｓ，ｖｅ間の境界の長さの２等分点を含む辺と線分ｖｓ
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ｖｅのなす角の期待値が０であって，点ｑがＰ内，あるいはＰ内の点を中心とする充分半径

の大きい円内に一様分布するなら，本アルゴリズムの収束回数の期待値は８より小さい． 

 

〔証明〕 本アルゴリズムの第ｉ回目のＤｏループで，それまでの処理によって限定され

たＰの部分凸鎖ｖｓｖｅの間の境界の長さの２等分点を含む辺の始点をｖｃとする． 

 ｑが非有界なＳ（ｖｓ，ｖｅ）に含まれている場合に，ｑがＳ（ｖｓ，ｖｃ）とＳ 

（ｖｃ，ｖｅ）のいずれにも含まれないか，あるいはｑを含む外接単体が有界である確率を

ｆｉとする．また，ｑが有界なＳ（ｖｓ，ｖｅ）に含まれている場合に，ｑがＳ（ｖｓ，ｖｃ）

とＳ（ｖｃ，ｖｅ）のいずれにも含まれない確率をｇｉとする． 

 本アルゴリズムの手順が開始してｑがいずれかの有界の外接単体に最初に含まれるとわ

かるまでの必要な繰り返し回数の期待値をａとし，その後，ｑがＰに含まれるかどうかを

断定できるまでの回数の期待値をｂとする．ｆｉおよびｇｉは互いに独立であるので下記の

式が得られる． 

 

ａ＋ｂ≦Ｅ（ｆ１＋Σｉ＝２～┌ｌｏｇｎ┐（ｉ＊ｆｉ＊Πｊ＝１～ｉ－１（１－ｆｊ）） 

              ＋┌ｌｏｇｎ┐＊Πｊ＝１～┌ｌｏｇｎ┐（１－ｆｊ）） 

   ＋Ｅ（ｇ１＋Σｉ＝２～┌ｌｏｇｎ┐（ｉ＊ｇｉ＊Πｊ＝１～ｉ－１（１－ｇｊ）） 

              ＋┌ｌｏｇｎ┐＊Πｊ＝１～┌ｌｏｇｎ┐（１－ｇｊ）） 

   ≦Ｅ（１＋Σｉ＝２～┌ｌｏｇｎ┐（ｉ＊Πｊ＝１～ｉ－１（１－ｆｊ））） 

   ＋Ｅ（１＋Σｉ＝２～┌ｌｏｇｎ┐（ｉ＊Πｊ＝１～ｉ－１（１－ｇｊ））） 

  ≦Σｉ＝１～∞（ｉ＊（１－Ｅ（ｆｉ））ｉ－１）＋Σｉ＝１～∞（ｉ＊（１－Ｅ（ｇｊ））ｉ－１） 

  ＝Σｉ＝１～∞（ｉ＊（１－Ｅ（ｆ＊））ｉ－１）＋Σｉ＝１～∞（ｉ＊（１－Ｅ（ｇ＊））ｉ－１） 

                              ・・・・・・・・・（１） 

 

 なお，Ｅ（ｆ＊），Ｅ（ｇ＊）はＥ（ｆｊ），Ｅ（ｇｊ）の期待値である．まずｑが非有界な

Ｓ（ｖｓ，ｖｅ）に含まれている場合を取り上げる．条件よりＬ（ｖｃ，ｖｃ＋１）とＬ（ｖｓ，

ｖｅ）の角の期待値は０である．一方，Ｌ（ｖｓ，ｖｓ＋１）とＬ（ｖｅ，ｖｅ－１）のなす角は

πより小さい．したがって，たとえｑがＳ（ｖｓ，ｖｃ）とＳ（ｖｃ，ｖｅ）のいずれか一方

に含まれるとしても，ｖｃとｖｃ＋１を通る直線がＬ（ｖｓ，ｖｓ＋１）とＬ（ｖｅ，ｖｅ－１）の

両方に交差する事象の発生割合はｑが一様分布するため交差しない事象の発生割合より大

きいので，期待値Ｅ（ｆ＊）＞０．５となる． 

 次にｑがＰ内に一様に分布する場合は，Ｈ（＊）を閉図形＊の面積とすると， 

Ｌ（ｖｃ，ｖｃ＋１）とＬ（ｖｓ，ｖｅ）のなす角の期待値は０であるから， 

ε＝Ｈ（Ｓ（ｖｓ，ｖｃ）∩Ｐ）＋Ｈ（Ｓ（ｖｃ，ｖｅ）∩Ｐ）とおけば， 

ε＜Ｈ（Ｓ（ｖｓ，ｖｃ））＋Ｈ（Ｓ（ｖｃ，ｖｅ））＝Ｈ（△ｖｓｘｙ）＜Ｈ（△ｖｓｖｃｖｅ）

であり，ｑが一様分布するため,確率は面積に比例するから（図２）， 
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Ｅ（ε／（ε＋Ｈ（△ｖｓｖｃｖｅ）））＜０．５となり，Ｅ（ｇ＊）≧０．５を得る． 

 ｑがＰを含む充分大きい閉領域に一様に分布する場合も同様に，Ｅ（ｇ＊）≧０．５ 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

図２  Ｌ（ｖｃ，ｖｃ＋１）とＬ（ｖｃ，ｖｃ＋１）の角の期待値は０ 

 

したがって（１）式より下式を得る． 

ａ＋ｂ≦Σｉ＝１～∞（ｉ＊（１－Ｅ（ｆ＊））ｉ－１）＋Σｉ＝１～∞（ｉ＊（１－Ｅ（ｇ＊））ｉ－１） 

   ≦Σｉ＝１～∞（ｉ＊０．５ｉ－１）＋Σｉ＝１～∞（ｉ＊０．５ｉ－１） 

   ＝１／０．５２＋１／０．５２ ＝８  □ 

 

4．結果の検討  

 

（１） 定理が適用できるＰの形状 

 Ｐの任意の２頂点ｖｓ，ｖｅ間の境界の長さの２等分点を含む辺と線分ｖｓｖｅのなす角の

期待値が０であるような凸多角形Ｐはどのような図形であろうか．最も自明な例として正

多角形がある．また，偏角分布が一様に与えられた円の中心を光源とする光線が円と交わ

る点を頂点とする円の内接多角形も然りである，頂点が円周上にない場合でも，辺の長さ

の分布の標準偏差が充分小さな（辺長がほぼ均等な）凸多角形も定理の条件に当てはまる．

定理の条件はあくまで期待値に制限を加えているのであって，期待値がどの程度まで小さ

ければよいかを述べてはいない．したがって，辺長にある程度の差があっても偏角の昇順

で見た場合の辺の出現順序が充分ランダムにマージされているような図形であれば本アル

ゴリズムには高速性が期待できる． 

 そこで，これらを確かめるために本アルゴリズムとアルゴリズムＡを計算機に実装し性

能を比較した．楕円に内接し楕円の中心ｒから頂点に向かうベクトルの偏角の分布を一様

とする凸多角形をＰとすることにより，Ｐの辺長の分布の標準偏差を容易に制御できるよ

うにした．楕円の長径と短径との比をｆとすると，ｆが１に等しい場合にＰの辺長ほぼ均

等になる．ｆを大きくするに従って，Ｐは長細くなり，頂点は北極と南極に偏在するよう

になり，辺長の分布の標準偏差は大きくなる．ｆを変化させたときの平均収束回数と所要

ｖｓ 

Ｓ（ｖｓ，ｖｅ）

ｖｅ 

Ｓ（ｖｓ，ｖｃ）

Ｓ（ｖｓ，ｖｃ） 

Ｌ（ｖｃ，ｖｃ＋１）

ｘｙ
ｖｃ

Ｐ 

島貫
テキストボックス
－69－



 6

計算時間の実験結果を図３，４にしめす．なお，ｑはＰ内に一様分布させた．図中，点線

はアルゴリズムＡの結果である．またｑの存在領域としてＰを含む充分大きな円としたと

きは本アルゴリズムの平均収束回数は１．５にまで低下することを実験で確認した． 

 図３，４は，一定の条件下では本アルゴリズムの平均手間はＯ（１）であるという定理

１の主張と矛盾していない． 
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       図３ 本アルゴリズムとアルゴリズムＡの平均収束回数比較 
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       図４ 本アルゴリズムとアルゴリズムＡの平均計算時間比較 

  

 ｆの値が１０５のように非常に大きいとき，すなわち辺長の標準偏差が大きいときは平均

収束回数と平均計算時間がＡと同様にｌｏｇｎに比例している．特に計算時間はｎ＝１０６

の場合でＡの約１７５％（図４）に悪化している．この原因は，本アルゴリズムは２分法

の繰り返しの度に質問点と半平面との位置関係判定処理をＡに比べて１回だけ多く行うの

で，Ｏ（ｌｏｇｎ）のケースではその処理が無駄になり，Ａに比べて処理時間が余計にか

かる結果となるためである．しかしながらｆが１０のときのように極めて歪な形状の場合

でも殆ど性能劣化が起こっていないことから，現実には辺長の標準偏差がある程度大きい

多くの凸図形に対しても本アルゴリズムに高速に実行できると期待できる． 

（２）アルゴリズムがＯ（ｌｏｇｎ）となるケース 

 まず，図５の左のようにｑがＰの内部から見て長い辺Ｌの裏に隠れているような場合が

102 103 104 105 106 

102 103 104 105 106 

ｆ＝１０５ 
ｆ＝１０２ 

ｆ＝１０ ｆ＝１ 

アルゴリズムＡ 

アルゴリズムＡ 

ｆ＝１ 

ｆ＝１０ ｆ＝１０２

ｆ＝１０５ 
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挙げられる．この場合，ｑが非有界のＳ（ｖｓ－１，ｖｅ＋１）内に存在する可能性が大きくな

り，Ｌを特定するのにｌｏｇｎの収束回数を必要とするケースが存在する． 

 

 

 

 

          図５ 本アルゴリズムがＯ（ｌｏｇｎ）となる場合 

 

 また図５の右のように，たとえＰの辺長がほぼ均等であっても，ｑがＰの辺の近傍にの

み偏在する場合は，結局ｑに近い辺を特定するまで収束が続くため，結局Ｏ（ｌｏｇｎ）

の収束回数が必要となる．図３，４でｆ≦１０２の範囲では性能劣化の程度はｎに無関係に

同程度であることが図から読み取れる．この理由はｑが存在する図５の左のＳ（ｖｓ－１，ｖ

ｅ＋１）を作る半頂角の角の大きさ，あるいは隣り合ったＰの２辺が囲む３角形内にｑが存在

する場合は，その３角形の面積に比例して処理量が大きくなるが，それらの角や面積は辺

長の比に依存し，ｎには無関係であるからである． 

 本アルゴリズムがＯ（１）であるためには，０＜Ｅ（ｆ＊）＜δ１＜１，０＜Ｅ（ｇ＊）＜

δ２＜１となるようなδ１，δ２の存在を保証する充分条件さえ提示できればよく，定理の条

件以外に存在する可能性がある． 

（３）アルゴリズムＢとの関係 

 第１章で述べたアルゴリズムＢでは,Ｐの内接多角形の辺のうち，高々連続する２つの辺

が特定される．Ｂでもその２辺を外接するＰの凸鎖の両端の辺が成す凸錐がｑを含むかど

うかを各収束段階で判定すれば結局本アルゴリズムと本質的には変わらない．   

（４）出力感応型と入力感応型 

 同一問題に対する複数の最適アルゴリズムの間にも優劣がある．Kirkpatrick と Seidel

はＯ（ｎｌｏｇｈ）の出力感応型最適凸包アルゴリズム（〔３〕，ｈは凸包の頂点数）を提

示し，それを ultimate（究極の）ではないか？と主張した． 

 一般的に，出力感応型アルゴリズムはその最悪手間を表すための図形的に意味のあるｈ

のようなパラメータを持っている．しかしどのアルゴリズムもそのような明示的なパラメ

ータを常に持つとは限らない．それでも，特定の入力条件下では平均手間，あるいは最悪

手間を一般条件下での最悪手間よりも小さくできるアルゴリズムが存在しうる．それらの

総称を入力感応型と呼べば，出力感応型はその中のひとつの分類となる． 

 ただし，入力感応型アルゴリズムと呼ばれる資格を持つアルゴリズムは，一般入力に対

してもそのまま適用できるものでなければならない．元の一般問題に対して，入力条件を

制約して（例えばシンプルな多角形を凸角形に制限するなどして）別個の問題を作り，そ

の問題に対してのみ適用できるアルゴリズムが提案されることが一般に行われているが，

それらは入力感応型とは呼べない． 

Ｐ 
Ｌ 

ｑ Ｓ（ｖｓ－１，ｖｅ＋１） ｑ 

ｑ 
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 入力感応型アルゴリズムが一般の入力条件に対しても最適であるならば，入力感応型最

適アルゴリズムとなり，他の最適アルゴリズムとは区別されるべきである．たとえば Jarvis

のＯ（ｈｎ）の出力感応型凸包アルゴリズム〔４〕はＯ（ｎ２）でもあり，最適ではないの

で入力（この場合は出力）感応型最適アルゴリズムとはいえない． 

 入力感応型を実現するための入力データに与える条件は様々のものが存在する可能性が

あり，入力感応型最適アルゴリズムの中でもまた優劣が存在しうる．その為，Kirkpatrick と

Seidel が言うような ultimate なアルゴリズムが存在しうるかどうかは疑問である． 

 凸包問題など少数の問題領域を除いては，最適アルゴリズムが発見された後，更に入力

感応型最適アルゴリズムの研究が引き続いて充分に行われているとは必ずしもいえない．

入力感応型のアルゴリズムの研究は，対象とする問題構造のより詳しい解明に必要である

ばかりでなく，アルゴリズムを必要とする日常業務の効率向上の観点から見ても非常に大

切である． 

（５）応用 

 Ｐから遠くに存在するｑは包含判定をＯ（１）でできる可能性が高いという本アルゴリ

ズムの特性を活用して，平面上に散開する互いに疎な複数の凸多角形からｑを含むものを

列挙する問題は高速に処理できる．また,２つの凸多角形の Minkowski和が定理２の条件を

満たせばそれらの交差判定を平均的にＯ（１）で判定できる． 

 

５．終わりに 

 

 凸多角形Ｐの任意の２頂点ｖｓ，ｖｅ間の境界の長さの２等分点を含む辺と線分ｖｓｖｅの

なす角の期待値が０であり，かつ質問点ｑが任意のＰの中で，あるいはＰ内の点を中心と

する充分に半径の大きい円の中に一様に分布する場合は，処理時間が平均的にＯ（１）と

なる点包含判定最適アルゴリズムを提案した． 
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