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完全Ｋ分木型組織構造の２階層関係追加モデル

澤田清
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概要本研究では，高さＨの完全Ｋ分木型組織構造に関係を追加するモデルを提案する．ここで

は，２つの深さＭとⅣ（ただし，Ｍ＜１V）の各階層の全頂点対に辺を追加する場合に，完全Ｋ

分木の全頂点対の最短経路の短縮長さを合計した総頂点間短縮経路長を最大にする最適深さの対

(Ｍ’１V)*を求める．その結果，（Ｍ’１V)*＝(Ｈ-1,Ｈ)が示される．
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１．はじめに

企業などの組織の構造には様々な種類があるが[1,2]，それらの基本となるものは上下間の一元

的な命令系統に基づく階層構造（ピラミッド組織と呼ばれている[3,4]）である．ピラミッド組織
構造には，上司と直属の部下との間にのみ，情報のやりとりを行える関係が存在する．しかし，直

接の上下関係を飛び越えた指示命令や他部門との協力が必要な場合には，事前に直接の上下間以

外の関係形成を行うことが有効であると考えられる．

ピラミッド組織構造は，構成メンバーを頂点に，上下のメンバー間関係を辺に対応させると，根

付き木であると考えることができる．このとき，各頂点間の経路は組織内のメンバー間の関係を

たどる情報伝達経路に対応している．また，根付き木に辺を追加することは，直接の上下関係以

外の追加的関係の形成に相当する．著者らは，ピラミッド組織構造を対象として，組織全体の1情

報伝達が最も効率的になるような，メンバー間の関係追加位置を求めるモデルをいくつか提案し

た文献[5]では，完全２分木型組織構造に対して直系の関係を持つ異なる階層の２人のメンバー

間に関係を追加するモデルを提案した．文献[6]では，完全Ｋ分木型組織構造を対象として，１

つの同一階層内で関係を追加する３つのモデル，（i)２人のメンバー間の関係追加，（ii)同じ上司
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を持つメンバー間の関係追加，（iii)全メンバー間の関係追加，を提案した．そこでは，完全Ｋ分

木型組織構造の全メンバー間の最短経路長の総和（以後，総頂点間経路長と呼ぶ）が最小となる

ような関係追加の階層を解析的に求めた．

本論文では，１つの階層内の全メンバー間で関係を追加するモデルを拡張し，２つの階層それ

ぞれの全メンバー間で関係を追加するモデルを提案し，総頂点間経路長を最小にする２つの階層

を求める．すなわち，高さＨ(Ｈ＝2,3,…）の完全Ｋ分木(Ｋ＝2,3,…)型組織構造に対して，

深さＭ(Ｍ＝1,2,…,Ｈ－１）と深さⅣ(１V＝Ｍ＋1,Ｍ＋2,…,Ｈ)の各階層の全頂点対に辺を

追加する場合に，総頂点間経路長を最小にする最適深さの対(Ｍ,Ⅳ)*を求める．ここで，完全Ｋ

分木は，すべての葉の深さが同じで，かつすべての内部頂点の子の数がＫであるＫ分木を指す

[7｝また，深さは根からその頂点までの経路の長さを表す．

完全Ｋ分木の２頂点Ujと巧(i,ｊ＝1,2,…,(ＫＨ+'－１)/(Ｋ－１)）の間の最短経路の長さをｈ,ｊ

とすると（ただし【｡,j＝Jj,j，lAi＝o)，Ｚｊ<jJi,jは総頂点間経路長を表す．また，上述したような
辺の追加を行った後の２頂点Uj，Ｕｊ間の最短経路の長さをＩ1,jとすると，ｌｉ,j-lljは辺追加により
２頂点間の最短経路の長さがどれだけ短縮されたかを表す‘ここでは，これを２頂点間の短縮経

路長と呼ぶ．さらに，全頂点間の短縮経路長の総和、<j(lij-Jlj)を，総頂点間短縮経路長と定
義する．ここで，総頂点間短縮経路長を最大にすることは，総頂点間経路長を最小にすることを

意味する．

２．で本モデルの総頂点間短縮経路長の定式化を行い，３．で総頂点間短縮経路長を最大にする最

適深さの対(Ｍ,Ⅳ)*を解析的に求める．

2．総頂点間短縮経路長の定式化

ここではまず，１つの階層内の全頂点対に辺を追加する場合の総頂点間短縮経路長の定式化[6］

を示し，その後で２つの階層に拡張した場合の総頂点間短縮経路長の定式化を行う．，

２．１１階層関係追加モデル

ここでは,高さＨ(Ｈ＝1,2,…)の完全Ｋ分木(Ｋ＝2,3,…)に対して,深さＬ(Ｌ＝1,2,…,Ｈ）

の全頂点対に辺を追加したときの総頂点間短縮経路長の定式化を示す．

ここで，深さＬ以上の頂点間の短縮経路長の総和は，

叩(Lﾄ{wIH-L1},K座(署-,≦("ＭⅡ （１） 

で与えられる．ただし，Ｗ(ん)(h＝0,1,2,…)は，高さｈの完全Ｋ分木の頂点数を表す．また，深

さＬ以上の頂点と深さＬ未満の頂点との間の短縮経路長の総和は，

Ｌ－１ 

βH(L)＝Ｗ(Ｈ－Ｌ)KL(Jr-1)z(2i－１)(L-i)Ki-l， （２） 
ｊ＝１ 

深さＬ未満の頂点間の短縮経路長の総和|ま，

γ(L)＝ＫＬ(Ｋ－１)Ｌ－２ｄ １言焉＃'卜，+Mj-Ⅲ （３） 
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０－１ 

となる.ただし,Ｚ-0,Ｚ.＝ｏと定義する．
ｊ＝１ｉ＝１ 

以上より，深さＬの全頂点対Iこ辺を追加したときの総頂点間短縮経路長ぴH(L)は，

町(L)＝αH(L)＋βH(L)＋γ(L） (4) 

と定式化される．

２．２２階層関係追加モデル

ここでは，2.1の１階層関係追加モデルの定式化を拡張し,高さＨ(Ｈ＝2,3,…）の完全Ｋ分

木(Ｋ＝2,3,…）に対して，深さＭ(Ｍ＝1,2,…,Ｈ－１）と深さⅣ(Ⅳ＝Ｍ＋1,Ｍ＋2,…,Ｈ）

の各階層の全頂点対に辺を追加したときの総頂点間短縮経路長の定式化を行う．ここで，深さＭ

未満の頂点の集合をＶｉ，深さＭ以上１V未満の頂点の集合をＭ深さⅣ以上の頂点の集合をｖ５

と書くことにする．

このとき，隔内の頂点間の短縮経路長の総和は，式(1)を用いて，

ＡＨ(Ⅳ)＝αH(Ⅳ）（５） 

と与えられる．また，Ｖｉと随の頂点間および随と略の頂点間の短縮経路長の総和は，式(2)を
用いて，

ＢＨ(Ⅳ)＝βH(Ⅳ）（６） 

となる．さらに，Ｖｉ内の頂点間の短縮経路長の総和は，式(3)を用いて，

Ｏ(Ｍ)＝γ(Ｍ)，（７） 

I/iとｖbの頂点間の短縮経路長の総和は，式(2)を用いて，

Ｄ(Ｍ,Ⅳ)＝βjv-,(Ｍ）（８） 

と定式化される．Ｖb内の頂点間のうち，深さＭの頂点を根とする部分木内の頂点間の短縮経路

長の総和は，式(3)を用いて，

Ｅ(Ｍ’１V)＝γ(１V－Ｍ)Ｋ皿 （９） 

と与えられる．さらに，Ｐｂ内の頂点間のうち，深さＭの頂点を根とする異なる部分木問の頂点間

の短縮経路長は，次のように定式化される．すなわち，深さＭの辺追加のみによる短縮経路長の

総和は，式(1)を用いて，

Ｆ(Ｍ,Ⅳ)＝αⅣ-,(Ｍ)，（１０） 

深さＭの辺追加による経路長短縮後に，さらに深さ１Ｖの辺追加により短縮される経路長の総和は，

ｊＶ－Ａｆ－２ｊＶ－Ｍ－Ｚ－１ 

Ｇ(M,Ⅳ)＝(ＫＭ－１）ＺＫＮ－‘ZKjv-M-j(Ｎ－Ｍ－ｉ－ｊ）（'1） 
ｊ＝１ Ｊ＝１ 

０－１ 

となる．ただし，ここでも,Ｅ･＝0,Ｅ－０と定義する．
ｆ＝１ｉ＝１ 
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以上より，深さＭと深さⅣの各階層の全頂点対に辺を追加したときの総頂点間短縮経路長

SH(Ｍ,Ⅳ)は，

AH(１V)＋ＢＨ(Ⅳ)＋Ｏ(Ｍ)＋Ｄ(Ｍ,Ⅳ)＋Ｅ(Ｍ,Ⅳ)＋Ｆ(Ｍ’1V)＋Ｇ(Ｍ,Ⅳ） 

{w(Ｈ－Ｎ１}岬(筈~D≦仰-Mm-Ⅲ
ｌＶ－１ 

+Ｗ(Ｈ－１V)Kjv(Ｋ－１)Ｚ(2j－１)(lV-i)K`-1 
ｉ＝１ 

+ｌｗＩ譽一'働図'－１ﾙj+１Ｗ-１
．Ｍ－１ 

+Ｗ(ｌＶ－Ｍ－１)KM(Ｋ－１)Ｚ(2j－１)(Ｍ－ｉ)Ki-1 
i＝１ 

+K川筈－１W蕊件')Im-j+DK'－１
+{wIN-M-D}Ⅸ"(害-11菫倣M－１

Ｎ－Ｍ－２ｊＶ－Ｍ－ｊ－１ 

+(KM-1）ZKlv-‘ZKjv-M-j(jV-M-i-j）（12） 
に１ ．ｊ＝１） 

sH(Ｍ,Ⅳ） 

と定式化される．

式(12)に

Ｍｈ１－塗;二二丁１（､）
を代入して整理すると，次式が得られる．

Ｓ鰯(M岼乖LTl2(2NK-K-2N-l)K川z+2(K+'１K鰯…
－８ＫH+jv+2＋4(ＮＫ２＋2Ｋ－1V)ＫＨ+1＋4(Ⅳ－Ｍ)(Ｋ－１)ＫⅣ+"+１ 

＋(Ⅳ-M){(Ｎ－Ｍ－１)Ｋ－Ｎ+Ｍ-1}(K2-1)K〃

＋M{(M-M劉十(-M+Ｍ+(-M-Ｍ+M+'}KMJ（Ⅲ）
以下では，式(14)のＳＨ(Ｍ,Ⅳ)を最大にする最適深さの対(Ｍ’１V)*を求める‘

3．最適深さ対

ここでは，Ｍを与えた場合に総頂点間短縮経路長を最大にする深さⅣ＊を求めた後で，総頂点

間短縮経路長を最大にする最適深さの対(Ｍ’1V)*を求める．
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3.1Ｍを与えた場合の最適深さ１V＊

Ｍを与えた場合の総頂点間短縮経路長を最大にする深さⅣ*を求める．

ＲＨ,Ｍ(Ｎ)＝ＳＨ(Ｍ,Ⅳ） 

とおき，ＲＨ,Ｍ(Ⅳ)の1Vに関する差分をとると，

△RH,Ｍ(Ｎ）＝ＲＨ,Ｍ(Ⅳ＋1)－ＲＨ,Ｍ(Ⅳ） 

‐志二五戸[{鯉KL型LL奈姜''}K鋼+{M州十４K(K+D｝
＋{(Ⅳ-M)(Ⅳ-Ｍ+')(K-1)2-2K}(K+')K〃

＋響{(N-MXK-D+K}K川Ⅲｌ
を得る．ただし，Ⅳ＝Ｍ＋1,Ｍ＋2,…,Ｈ－１である．ここで，式(16)のＫＨを

⑩＝ＫＨ 

とおくと，実数ｚに関する２次関数z}Ｍ(Ｚ)が得られる．

椰囑ト亙古[{響KL些筈ﾃﾆ'}み{M川鰹十4K(K+')}．
＋{(Ⅳ-M)(Ⅳ-Ｍ+1)(K-1)2-2K}(K+1)ＫＮ 

＋』{(Ⅳ-M)(K-D+K}K川畑｝
また，ｚ}Ｍ(z)をＺに関して微分すると，

‘Ｍ)Ｔ二五戸[{2Kし弩斜}鰺‐Ⅸ…+K(K+Dｌ

(15） 

ＫＨ 

(16） 

(17） 

(18） 

(19） 

となる．

このとき，４Ｋ２－２Ｋ(Ｋ＋,）
Ｋｊｖ ＞Ｏより，ＺｌＷｖ(z)は下に凸であり,さらに

､i±了戸(zIK-2)(2KmL]-☆)K川
十(Ⅳ－Ｍ)(Ⅳ－Ｍ＋1)(Ｋ－１)2(Ｋ＋1)ＫｌＶ

+』(Ⅳ-M)(K-M川川十2(2K鰹‐ﾄ会)K川｝

｡nＷV(K1V+1） 

十Ｍ-川(ルＭ……+2(2K蝋瀝-1-云)K…l〉０，(20）

Mrjw)=古K圏(2KﾊL1-会)〉。（21）
であることから，ｚ三ＫN+'のときz}Ｍ(z)＞０となることがわかる．したがって，Ｈ三Ｎ＋１，

すなわちⅣ＝Ｍ＋1,Ｍ＋2,…,Ｈ－１に対して，△RH,jWV)＞Ｏが成り立つ
以上より，Ｍを与えた場合の総頂点間短縮経路長を最大にする深さＮは，１V*＝Ｈである．
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3.2最適深さ対(Ｍ,Ⅳ)＊

総頂点間短縮経路長を最大にする最適深さの対(Ｍ’１Ｖ)*を求める．

式(14)のＳＨ(Ｍ,Ⅳ)に１V＝Ｈを代入した式をＱＨ(Ｍ)とおくと，

QH(Ｍ）＝ＳＨ(ＭＨ） 

、看と五戸'2(2H昨K-2H-5)K…+{2(l+2H)K`+lM2-4HK}K〃
＋4(Ｈ－ＭＸＫ－１)ＫＨ+M+’ 

＋(H-M){(H-M-M-H+Ｍ-1)(K2-1)K厨

十M{W｢-Ｍ‘+(-M+Ｍ+(-M-3)K+M+')KＭ１（22）
を得る．ＱＨ(Ｍ)のＭに関する差分を計算すると,

△QH(Ｍ）二ＱＨ(Ｍ＋1)－ＱＨ(Ｍ）

、;≦了Ｔｌ2(H-M-ﾄ志)(2K蝿-Ｌ声)KⅢ
＋{(K+,)(K-,M+,K2M-DMM}1Wl>,’羽）

となる．ただし，Ｍ＝１，２，…,Ｈ－２である．

以上より，総頂点間短縮経路長を最大にする最適深さ対は，（Ｍ,Ｎ)*＝(Ｈ-1,Ｈ)である．

4．おわりに

本研究では，高さＨの完全Ｋ分木型組織構造を対象として，組織全体の情報伝達が最も効率

的になるような関係追加位置を求める目的で，２つの階層それぞれの全メンバー間に関係を追加

するモデルを提案した．総頂点間短縮経路長を定式化し，それを最大にする２つの階層の深さを

求めた結果，（Ｍ,Ⅳ)*＝(Ｈ-1,Ｈ)となった．これは，最下位層と最下位層の１つ上の階層で関

係の追加を行うことで組織全体の情報伝達効率を最も改善できることを示している．

参考文献

[1]Ｓ．Ｐ．Robbins,EssentialsofOrganizationalBehavior,7thed.,PrenticeHall,UpperSaddle 

River,ＮＪ.,2003. 

[2]YTakahara,Ｍ・Mesarovic，OrganizationStructure：CyberneticSystemsFbundation，
q 

KluwerAcademic/PlenumPubUshers,NewYork,2003. 

[3]Nnkahashi,"Sequentialanalysisoforganizationdesign:amodelandacaseofJapanese 

firms，，，EuropeanJournalofOperationalResearch,voL36，ｐｐ､297-310,1988. 

－５４－ 



[4]高橋伸夫,組織の中の決定理論,朝倉書店,東京,1993．

[5]澤田清,``総頂点間経路長を最小にする完全２分木の階層間隣接化,，，日本応用数理学会論文

誌,vol13,ｎｏ､3,ｐｐ353-360,2003.

[6]KSawada,Ｒ､Wilson,Modelsofaddingrelationstoanorganizationstructureofacomplete 

K-arytree,EuropeanJournalofOperationalReseamh,toappear． 

[7]Ｔ・HCormen,OELeiserson,RLRivest,OStein,IntroductiontoAlgorithms,2nded.，

ＭＩＴPress，Cambridge,Mass.，2001. 

－５５－ 


