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クリロフ部分空間反復法の代表的な前処理である不完全 LU分解前処理は，未知数のオーダリング
の影響を受けることが知られている．本論では，オーダリングが前処理効果（反復法の収束性）に与
える影響に関する新しい評価手法を提案する．新しい評価指標は Remainder matrixの行列ノルムと
相関関係を持つ．ランダムオーダリング，多色順序付け，ブロック化赤－黒順序付けによる数値実験
により新しい評価手法を検証する．また，数値実験の結果，新しい評価法の有用性とともに，ブロッ
ク化赤－黒順序付け法の 3 次元問題，非対称問題での有用性を示す．

Proposal of A New Evaluation Method for Ordering in
Incomplete LU Factorization Preconditioned Iterative Methods

Takeshi Iwashita,y Yuuichi Nakanishiyy

and Masaaki Shimasakiyy

It is well known that ordering of unknowns greatly a�ects convergence in Incomplete LU
factorization preconditioned iterative methods. The present paper proposes a new evaluation
method for e�ects of ordering on the convergence. The new method is related to the remain-
der matrix. Numerical tests using random ordering, multi-color ordering and block red-black
ordering con�rms the e�ectiveness of the new evaluation method. These tests also show that
the block red-black ordering method attains high parallel performance both in a 3-d problem
analysis and in a non-symmetric problem analysis.

1. は じ め に

連立一次方程式の反復解法に関する重要な技術として

不完全 LU分解（ILU分解）前処理がある1)．不完全 LU

分解前処理はその並列化が困難であるとされ，そのため

に並列化手法について様々な研究が行われている．その

ひとつにリオーダリング手法がある2)．これは，解くべ

き方程式の未知変数を並列処理に適したオーダリングに

並べ替える手法で，そのような並列化に適したオーダリ

ングは Parallel ordering（並列オーダリング）と呼ばれ

ている．これまでに，特に差分解析を対象として様々な

オーダリングが提案されており，有限要素解析等の非構

造型の解析への応用も試みられている3)．

オーダリングに関する初期の研究において重要なものに

Du�, Meurantによる研究がある2)．彼らは同研究におい

て，ILU分解前処理付き反復法の収束性がオーダリング

の影響を受けることを示し，一般に並列性が高いオーダリ

ングほど収束性が悪いという数値計算結果を示した．この

結果は現在，「並列オーダリングにおける並列性と収束性

のトレードオフ問題」として知られている．また，同研究
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では，前処理効果を計る方法として，Remainder matrix

R = M � A のマトリクスノルムを用いることを提案

し，数値実験により収束性との関連性を確認した．ここ

で，Mは前処理行列でAは係数行列である．Remainder

matrixによる前処理効果の評価法は，現在のところそれ

を否定する報告もされておらず，本論で提案するオーダ

リング評価法の基本となるものである．

Du�らの研究に続くオーダリングに関する重要な研究

として土肥，Lichnewsky，鷲尾らによる研究があげられ

る4)5)6)．彼らはまず，オーダリングの評価法としてオー

ダリンググラフを用いることを提案し，広範囲な数値実

験，解析的検討から，グラフ中に Incompatible nodeが

多いほど収束性が悪化することを示した．そして，並列

処理のためには，代入計算の開始点としていくつかの In-

compatible nodeが必要なことから，上記のトレードオ

フに関する説明をはじめて与えた．さらに，オーダリン

グの定量的評価法として，Incompatible nodeの全節点

に占める比率を表す Incompatibility ratioを提案し，こ

れに基づき具体的な並列オーダリングとして大きな色数

による多色順序付けを提案した．同順序付けは，並列度，

収束性のバランスの観点で優れており，現在の所，最も

優れた並列オーダリングの一つと言える．

このような背景の下で，著者らも新しい並列オーダリ

ングの提案など，オーダリングに関する研究を行ってき
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た7)．その中で，Incompatibility ratioによるオーダリン

グの評価が不十分な場合があることが分かった．それら

の問題点の詳細については後述するが，その一つをあげ

るならば，Incompatibility ratioでは複数のタイプがあ

る Incompatible nodeを区別せずに扱っている点である．

Incompatible nodeには例えば，x方向のみに Incompat-

ibleな x-incompatible nodeと x, y方向に Incompatible

な xy- incompatible nodeがあるが，これらの前処理効

果に対する影響は同じではない．従って，これらの区別

を考慮したオーダリングの評価法が求められる．

そこで本論では，Remainder matrixの性質に基づい

た新しいオーダリングの評価法を提案する．本評価法を

ランダムオーダリングに適用し，その有用性を確認する．

また，著者らが提案中のブロック化赤－黒順序付け法7)

について，数値実験，新しい評価法に基づき，3 次元問

題，非対称問題での有効性を示す．

2. 差分解析における不完全 LU分解前処理

本論文では, 偏微分方程式を 7 点差分公式により離散

化し，得られる連立一次方程式を解く．

未知数の置かれる差分格子として nx � ny � nz （そ

れぞれ x方向, y方向, z方向の格子点数）の格子を用い，

各格子点を

(i; j; k) 2 G = f(i; j; k)j 1 � i � nx;

1 � j � ny; 1 � k � nzg (1)

と表すと，7点差分公式は

aijk;1uijk�1 + aijk;2uij�1k + aijk;3ui�1jk

+aijk;4uijk + aijk;5ui+1jk + aijk;6uij+1k

+aijk;7uijk+1 = fijk (2)

で与えられる．格子点の総数を n = nx� ny � nzとし，

格子点全体 Gに対して式 (2)を連立させると, 解くべき

方程式として

Au = f (3)

のような n元連立一次方程式が得られる. ここで，G上

の未知数 fuijkg, 右辺値 ffijkgのベクトル u, f へのマッ

ピングが節点のオーダリング（番号付け, 順序付け）であ

る．本論では，あるオーダリングに基づいた節点 (i; j; k)

の番号を pijk と表記することとする．

連立一次方程式 (3)を反復解法により解く場合，前処

理1)と呼ばれる操作がよく用いられる．これは解くべき

方程式を

(K�1
1 AK

�1
2 )(K2u) =K

�1
1 b (4)

のように変換し，係数行列の条件数などを改善すること

により，反復解法の収束性を高めるものである．ここで，

M = K1K2は前処理行列と呼ばれる．7点差分公式よ

り得られる係数行列に対する ILU分解前処理の場合，前

処理行列は，

M = LD�1UT = (Ls +D)D�1(Us +D) (5)

で与えられる．但し，Ls，Usはそれぞれ係数行列Aの

狭義下三角部分，狭義上三角部分で, 行列Dは次式を前

進代入計算することにより求められる.

D = diag(A)� diag(LsD
�1
Us) (6)

ここで, diag(X)は行列X の対角部分を表す.

ILU分解前処理の適用は，反復中で前進代入計算

y = L�1r = D�1(r �Lsy) (7)

および後退代入計算

z = U�1Dy = y �D�1Usz (8)

を行うことで与えられる．オーダリングは，前処理行列

の決定 (6)，代入計算 (7)(8)に影響を及ぼすため，これ

らの計算の並列実行性や ILU分解前処理付き反復法の収

束性に影響を与える．

3. 新しいオーダリングの評価法

3.1 Remainder matrix，オーダリンググラフ，In-

compatibility ratio

本小節では，反復法の収束性とオーダリングに関する研

究の中で，本論文に関連した重要なものについて述べる．

反復法における前処理効果を定量的に計る方法として，

例えば，前処理後の係数行列K�1
1 AK�1

2 の条件数や固

有値分布を調べることが考えられる．しかし，固有値解

析は計算コストが多大であるばかりでなく，節点のオー

ダリングと固有値について平易な形で相関関係を示すこ

とは困難である．そこで，Du�らが提案した以下の方法

が広く用いられている2)．

Du�らによる評価法

ILU分解前処理の効果を Remainder matrix，

R =M �A (9)

の行列ノルムにより評価する．ノルムが小さい

ほど収束性はよい．

Du�らの評価法に基づいてオーダリングと収束性の関

連性をより詳細に分析し，新しいオーダリングの設計の

ための指標を導入した一連の研究が Doiらによって行わ

れている4)5)．これらの研究では，まず図 1に示すよう

なオーダリンググラフを導入した．オーダリンググラフ

中の矢印は隣接する節点間の順序を表す．即ち，例えば，

pijk < pijk+1 であれば，節点 (i; j; k)が始点となり，節

点 (i; j; k + 1)が終点となる．次に，Doi，Lichnewsky

は Remainder matrixの Stencil表現を用いた解析から，

オーダリンググラフ中の Incompatible nodeが収束性を

悪化させ，特に対象とする問題の異方性が強い場合，その

影響が大きいことを示した．ここで incompatible node

とは，x，y，z，のいずれかの方向に外向矢印のみを持つ

節点である．その一方で，Doiらは Incompatible node

が代入計算の並列実行の開始点として必要であることを

指摘し，はじめて「オーダリングにおける収束性と並列

性のトレードオフ」に説明を与えた．さらに，オーダリ

ンググラフに関する解析に基づいて，収束性の指標とし

て，Incompatibility ratio Ric を提案した．

Doi らによる Incompatibility ratio による評

価法
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オーダリンググラフにおいて Incompatibility ra-

tio，

Ric = Nic=Nicp (10)

が高いほど ILU分解前処理付き反復法の収束性

は悪い．ここで，Nic は Incompatible node数

で，Nicpはオーダリンググラフが持ちうる最大

の Incompatible node数で Doiらは，全体の節

点数の半数としている．

Incompatibility ratioはオーダリングの性質をよく表現

しており，著者らの研究でもその有用性は確認されてい

る．しかし，その研究過程で問題点もいくつか明らかに

なってきた．

3.2 Incompatibility ratioによる評価の問題点

まず，以降の説明を容易にするために幾つかの表記を

導入する．各節点において，ある方向，例えば x方向に

ついて，I/O，O/I，O/O，I/Iの表記を導入する．これ

はオーダリンググラフ中のある節点に関する x方向の矢

印の向きを表し，

I/O : pi�1jk < pijk < pi+1jk

O/I : pi�1jk > pijk > pi+1jk

O/O : pi�1jk > pijk < pi+1jk

I/I : pi�1jk < pijk > pi+1jk

である．y方向，z方向にも同様の表記を導入し，各節点

について (I/O, I/O, I/O)のように表し，これを節点の

I/O 表現とよぶ．この場合，Incompatible nodeは，い

ずれかの方向に O/Oの有向グラフを持つ節点である．1，

ないし 2方向に O/Oとなる場合，その節点は Partially

incompatible nodeと呼ばれ，3方向全てに O/O，即ち

(O/O, O/O, O/O) の節点は Fully incompatible node

と呼ばれる．

Incompatibility ratio による評価の第一の問題点は，

Partially incompatible nodeとFully incompatible node

を区別していない点である．実際，後述の数値実験が示

すようにこれらの収束性に与える影響力は異なる．Doiら

の研究において，本問題が生じなかったのは，同評価手

法が主として多色順序付け法に適用されたためと考えら

れる．多色順序付けでは，境界を除いて Fully incompat-

ible nodeしか存在しないからである．次に，第二の問題

点は，Incompatible nodeのみに着目し，Incompatible

node以外の節点による Remainder matrixの影響を考慮

していない点である．この扱いは異方性が強い問題の場

合については適切といえるが，そういった場合，結合の

強い方向の Incompatible nodeのみが影響を及ぼすので，

Incompatible node を一様に扱う Incompatiblity ratio

による評価にはやはり問題が残る．

そこで，著者らは上記の問題点を考慮し，以下のよう

な考えに基づいて，新しいオーダリングの評価法を提案

する．1. 複数の Incompatible node のタイプを区別し

て扱えること．2. Incompatible node以外の節点による

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16

x

y

図 1 オーダリンググラフの例（辞書式順序付け）
Fig. 1 Examples of ordering graph (Natural ordering)

Remainder matrixへの影響を考慮できること．即ち，等

方性の問題に対して収束性の指標を提示できること．

3.3 収束性に関するオーダリングの新しい評価法

本小節では，本論で提案する新しいオーダリングの評

価法について述べる．

ここではまず，ILU分解におけるRemainder matrixに

ついて考える．ILU分解前処理の場合，Remainder Ma-

trixは ILU分解中に無視されたフィルインにより構成さ

れる．即ち，ILU分解中に { ~aIJ のフィルインが発生し，

これを無視した場合，Remainder matrixの (I, J) 要素

rIJ は

rIJ  rIJ + ~aIJ (11)

に更新される．

次に，7点差分公式では，(i; j; k)節点に隣接する 6つ

の節点は互いに依存関係を持たないことに注目する．上

記の隣接節点の集合を節点番号を使って，

Sa = fpi�1jk; pi+1jk; pij�1k;

pij+1k; pijk�1; pijk+1g (12)

と表す．このとき，節点 pijk より後の番号を持つ節点の

集合

Sn = fp j p 2 Sa; p > pijkg (13)

を定義すると，集合 Sn 内の任意の 2つの節点 p
0

，p
00

は

依存関係がなく，ピボット pijk に関する分解中に p
0

行

p
00

列および，p
0

行 p
00

列へのフィルインが発生し，不完

全分解では無視される．このことから以下のことが成り

立つ．

差分解析における Remainder matrixの性質

9p
0

2 Sn; 9p
00

2 Sn s:t: p
0

6= p
00

(14)

ならば，Remainder matrixの p
0

行 p
00

列要素，

p
0

行 p
00

列要素が式 (11)に従い更新される．

即ち，簡単のために節点の I/O 表現を使って述べると，

(i; j; k)節点の I/O表現において Oとなる隣接節点が 2

つ以上あった場合，これらの隣接節点間に対応する Re-

mainder matrixの要素に更新が生ずる．

ここで本論では，最も簡便な評価法として，上記の Re-

mainder matrixの更新回数に基づいた指標 S.R.I. (Sim-

ple Remainder Index)を提案する．式 (11)における更新

量は，実際には対象となる節点により異なるが，S.R.I.で

はこれらを等しく 0.5とカウントし（rIJ，rJIの更新をあ
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表 1 新しい評価法における節点の分類と一節点あたりの S.R.I.

Table 1 S.R.I per node for di�erent typs of nodes

オーダリング 外向矢印数 (S.R.I.)=node
グラフ l lC2

TYPE 0 0 0

TYPE 1 1 0

TYPE 2 2 1

TYPE 3 3 3

TYPE 4 4 6

TYPE 5 5 10

TYPE 6 6 15

わせて 1とカウントする），全節点について合計する．上記

の性質より，各節点における S.R.I.の更新量 (S.R.I)=node

は，

(S:R:I:)=node = lC2 (15)

で与えられる．但し，lは (i; j; k)の関数で，当該節点に

ついての集合 Sn 内の要素数を表し，その節点の I/O表

現における Oの数に等しい．式 (15)より，S.R.I.は

S:R:I: =
X

ijk

l(i;j;k)C2 (16)

で与えられる．S.R.I.が小さいほど，収束性はよい．表 1

は，S.R.I.による評価法を一つのノード単位についてま

とめたものである．即ち，S.R.I.では，節点の I/O表現

におけるOの数により全節点を 7つのタイプに分類する．

また，各々のタイプの節点はそれぞれ異なる (S.R.I)=node

値を持つ．S.R.I.では複数の Incompatible nodeのタイ

プを区別できる他，Incompatible node 以外の節点によ

る影響も考慮される．また，表 1中には示されていない

が，式 (16)は境界面上の節点を含む場合についてもその

まま適用可能である．

S.R.I.と Remainder matrixとの関係については，等

方性の媒質を対象としたポアソン（ラプラス）の方程式

において，差分化に際して充分多い節点数を用いた場合，

分解中に無視されるフィルインの各要素はほぼ等しいこ

とから，

jjRjjA � S:R:I: (17)

が成り立つ．但し，jjRjjAは行列Rの各要素の絶対値の

和で，

jjRjjA =
X

IJ

jrIJ j (18)

で与えられ，行列ノルムに関する性質を満たす．評価指

標 S.R.I.は，与えられたオーダリングに対して簡単な整

数計算で求めることができ，新しいオーダリングの設計

などに用いることができる．

次に本論では，S.R.I.と比較してより精細な評価指標

として，P.R.I. (Precise Remainder Index)を提案する．

P.R.I.は，ピボット pijkに関する不完全 LU分解中に無

視されたフィルインの絶対値和を Sf (pijk)と表すと，

P:R:I: =

nX

pijk=1

Sf (pijk) (19)

で与えられる．P.R.I.は係数行列Aが対称行列で，その

対角要素符号がすべて同一の場合，

jjRjjA = P:R:I: (20)

を満たす．評価指標 P.R.I.は与えられた問題およびオー

ダリングに対する収束性の指標を与え，問題の異方性に

ついても考慮される．Reminder matrixやそのフロベニ

ウスノルムの導出には無視されたフィルインの数に等し

いオーダーの記憶容量が必要なのに対し，P.R.I.は ILU

分解中に一つのスカラ変数を用いて計算できる．

P.R.I.は問題，オーダリングの両方が決定された時点

で求められるもので，一般的なオーダリングの良し悪し

を判別するには S.R.I.の方が向いている．そこで，次節

以降では，S.R.I.による評価結果について述べる．

3.4 S.R.I.による解析的検討

ここでは，新しく提案した評価指標 S.R.I.により，オー

ダリングに関して知られている性質について考える．

辞書式順序付けは，概ね最もよい収束性をもつことが

経験的に知られている．Doiらは，同順序付けが Incom-

patible nodeを持たないことにより本性質を説明してい

る．ここでは，これを S.R.I.により考える．辞書式順序

付けでは，境界を除いた全ての節点が表 1 中の Type 3

節点に分類される．ここで，ある節点に関するオーダリ

ンググラフの一つを反転させたとする．このとき，一つ

の Type 4節点と一つの Type 2節点が新たに生じる．こ

の場合の S.R.I.の増分を考えると，Type 2 節点に対し

ては{2となるものの Type 4節点に対して+3となるの

で，トータルで 1増加する．また，表 1中より，このよ

うな S.R.I.の増分関係が全ての Typeの節点に対して成

り立つこと，即ち，�S:R:I:=node(Type m! Type m+

1)+�S:R:I:=node(Type m! Type m� 1) > 0が分か

る．ここで，�S:R:I:=node(Type m! Type m+ 1)は

Type mの節点が Type m + 1に変化した場合の S.R.I.

の増分である．一方，節点の I/O表現でみた場合，全節

点の O数の合計は不変である．これらのことから，ある

オーダリングについて，Type 0，1，2の節点と Type 4，

5，6 の節点を全て Type 3に変換する操作を考えると，

前者のタイプの節点に対する S.R.Iの増加量よりも後者

のタイプの節点に対する S.R.I.の減少量が大きいことが

分かる．従って，辞書式順序付けが最もよい収束性をも
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表 2 テスト問題のパラメータ
Table 2 Parameters on sample problems

Case �0 �1 v 解析格子
1 1 100 0 100 � 100 � 100

2 1 100 10 129 � 129 � 129

つことが S.R.I.からも説明できる．

また，オーダリングの並列度は，代入計算の並列実行

開始点で与えられるため，対象格子の角点と Type 6節

点の合計数となる．Type 6の節点を増加させることは，

辞書式順序付けからみた場合，S.R.I.を増加させること

になるため，S.R.I.からもオーダリングに関する並列性

と収束性のトレードオフを説明することができる．

4. 数値実験結果

4.1 テスト問題と実行計算環境

本解析では，次式で与えられる三次元移流拡散方程式

の境界値問題をテスト問題とする

�r � (�ru) + v � ru = f (21)

in 
(0; 1)� (0; 1)� (0; 1)

u(x; y; z) = 0 on Æ


if (
1

4
� x �

3

4
&
1

4
� y �

3

4
) then

� = �1

else � = �0

ここで fは，節点を辞書式順序付けで並べた場合の節点番

号を pとして，0.5 sin (p + 1)であり，v = (v; v; v)とす

る．本解析では表 2に示す二種類の場合を扱う．Case 1の

場合は，移流項がないため問題は対称となるので，ICCG

法により解く．Case 2の場合は，ILU-BiCGSTAB法を

用いる．収束判定基準として, 右辺ベクトルと残差ベクト

ルの比が 10�7 以下となる条件を用いる. 解析は Fujitsu

GP-7000F model 900上で FORTRAN，Open MPを使

用して行った．最適化オプションは -O2を指定した.

4.2 数値実験結果（S.R.I.と Incompatibility ra-

tioの比較）

本解析では，S.R.I.および Incompatibility ratioと収

束性の関係をみるために，Case 1の場合について，200個

のランダムなオーダリングに対して反復回数を調べた．そ

の結果を図 2，3に示す．ここで，図 2中の Incomatibil-

ity ratioは全節点に対する Incompatibile nodeの割合で

あり，以降の結果についても同様である．Incomatibility

ratioによる評価の場合，評価値 0.5となる付近で，反復

回数に大きなばらつきが見られる．一方，S.R.I.による

評価では，反復回数と S.R.I. の間に相関関係が見られ，

Incomatibility ratioに比べてよい評価ができている．

4.3 数値実験結果（多色順序付け法とブロック化赤－

黒順序付け法の比較）

本小節では，優れたオーダリングとして知られる多色

順序付けと，著者らが提案し，二次元の対称問題で有用
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図 2 Incompatibility ratio と反復回数の関係
Fig. 2 Relationship between incompatibility ratio and

number of iterations
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図 3 S.R.I. と反復回数の関係
Fig. 3 Relationship between simple remainder index and

number of iterations

性が確認されているブロック化赤－黒順序付け7) の比較

を行う．多色順序付け法の結果では，実装において間接

アドレッシングを用いた場合を示す．これは，文献 6)に

示されたベクトル計算機向けの実装と比べ，実際の数値

解析による計算速度結果が良好であったためである．

表 3 に Case 1，Case 2 における両手法の反復回数，

Incompatibility ratio (Ric)，一節点あたりの S.R.I.の平

均値 (S:R:I:av)の比較を示す．両者の比較において，ブ

ロック化赤－黒順序付けは全体的に高い Incompatibility

ratio値をもつが，S.R.I.値は低いかないし同程度で，実

際の反復回数においても有利であることがわかる．例え

ば，Case 1においてブロックサイズを 5� 5� 5とした

場合，全体のほぼ 4分の 1が Incompatible nodeになる

が，そのほとんどが Partially incompatible nodeである

ために S.R.I.値は低く，収束性は高い．これらの結果か

ら，Partially incompatible nodeと Fully incompatible

nodeを区別できる S.R.I.による評価法の有効性がわか

る．また，紙面の都合により導出過程は省略するが，境

界面の影響を無視した場合の両手法の Ric，S:R:I:av を

以下に示す．m (m > 1)色順序付け法では，

Ric = 1=m (22)

S:R:I:av = 3 + 9=m (23)

で与えられ，ブロック赤－黒順序付け法（ブロックサイ
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表 3 多色順序付け法とブロック化赤－黒順序付け法の比較
Table 3 Comparison between multi-color ordering and block red-black ordering

Case 1

辞書式 多色順序付け（色数） ブロック化赤－黒順序付け（ブロックサイズ）
順序付け 3 11 33 99 5� 5� 5 10� 10� 10 25� 25� 25 50� 50� 50

反復回数 134 188 155 147 146 146 137 141 133

Ric 0 0.33 0.09 0.03 0.01 0.24 0.14 0.06 0.03

S:R:I:av 3.00 6.00 3.82 3.32 3.13 3.42 3.18 3.06 3.03

Case 2

辞書式 多色順序付け（色数） ブロック化赤－黒順序付け（ブロックサイズ）
順序付け 2 8 32 128 2� 2� 2 8� 8� 8 32� 32� 32 64� 64� 64

反復回数 135 212 153 139 136 166 144 142 129

Ric 0 0.50 0.13 0.03 0.01 0.44 0.16 0.05 0.02

S:R:I:av 3.00 7.50 4.13 3.28 3.07 4.50 3.23 3.05 3.02

表 4 計算結果（Case 1）
Table 4 Computational results (Case 1)

(a) 辞書式順序付けによる計算結果
計算時間 (sec)

176

(b) 多色順序付け（計算時間 (sec)）
プロセッサ数

色数 1 2 4 8 16

3 340 169 88 43 22

11 325 164 79 39 20

33 275 137 69 34 18

99 250 124 62 31 16

(c) ブロック化赤－黒順序付け（計算時間 (sec)）
ブロック プロセッサ数
サイズ 1 2 4 8 16

5� 5� 5 251 154 80 38 18

10� 10� 10 211 106 52 25 11

25� 25� 25 197 97 47 23 11

50� 50� 50 179 86 41 - -

ズ：nb� nb� nb）では

Ric = 3=2nb� 3=2nb2 + 1=2nb3 (24)

S:R:I:av = 3 + 3=2nb+ 3=nb2 (25)

で与えられる．式 (23)(25)より，S.R.I.による評価では，

m = nb > 1の場合，ブロック化赤－黒順序付け法の方

が高い収束性をもつ．また，収束性がよいとされる 32色

順序付けと同等以上の収束性を得るには，ブロックサイ

ズを 7� 7� 7以上にすればよい．

次に，表 4，5に Case 1，Case 2の場合について，計

算時間の比較を示す．両手法とも，色数およびブロック

サイズを増加させた場合，収束性が改善し，計算時間が

短縮されている．但し，Case 1，Case 2ともに，最良の

結果は 16CPUにおけるブロック化赤－黒順序付け法で

得られている．これらの結果は，ブロック化赤－黒順序

付け法のもつ利点である高い収束性，少ない同期点，高

いキャッシュデータ利用性が三次元問題，非対称問題につ

いても有効であることを示すものである．

5. お わ り に

ILU分解前処理付き反復法における収束性に関するオー

ダリングの新しい評価法を提案した．3次元差分問題を対

象とした数値実験により本手法の有効性を確認した．ま

表 5 計算結果（Case 2）
Table 5 Computational results (Case 2)

(a) 辞書式順序付け
計算時間 (sec)

767

(b) 多色順序付け（計算時間 (sec)）
プロセッサ数

色数 1 2 4 8 16

2 1547 780 403 202 101

8 1363 692 347 183 90

32 1330 690 345 190 96

128 1166 564 287 141 76

(c) ブロック化赤－黒順序付け（計算時間 (sec)）
ブロック プロセッサ数
サイズ 1 2 4 8 16

2� 2� 2 1773 1310 743 424 205

8� 8� 8 1152 580 304 158 82

16� 16� 16 1032 490 267 125 68

64� 64� 64 833 419 217 - -

た，著者らが提案中のブロック化赤－黒順序付け法につ

いて，3 次元問題，非対称問題における有効性を新しい

評価法，数値実験により示した．
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