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Dutt-Rokhlinの不等間隔高速順フーリエ変換では、Toeplitz 系を高速に解く必要が生じる．本稿
では，最近開発されたいくつかの Toeplitz 系に対する高速解法を組み込み，Dutt-Rokhlinの不等間
隔高速順フーリエ変換の性能を調べる．

Numerical Study of the Dutt-Rokhlin Fast Forward Fourier Transform
for Nonequispaced Data

Shun-ichi Miwa,† Reiji Suda†† and Masaaki Sugihara†

The Dutt-Rokhlin fast forward Fourier transform for nonequispaced data requires a fast
solver for Toeplitz systems. In the present note the Dutt-Rokhlin fast forward Fourier trans-
form is examined when incorporated with several recent developed solvers for Toeplitz sys-
tems．

1. は じ め に

高速フーリエ変換 (FFT)3)は信号処理から気象計算

に至るまで広範な分野で用いられる強力な数値計算ア

ルゴリズムである．しかしながら，FFTが使用できる

ためにはデータ点が等間隔でなければならないという

強い制約がつく．これに対して，Duttと Rokhlinは，

近似計算であることを許すならば，この制約に縛られ

ない高速フーリエ変換アルゴリズムが得られることを

示した4)．すなわち，彼等は，xj (j = 0, 1, · · · , N−1)

を区間 [−π, π]上の任意の値とするとき，不等間隔離

散逆フーリエ変換

fj =

N/2−1∑
k=−N/2

f̂k eikxj (j = 0, 1, · · · , N − 1) (1)

および，不等間隔離散順フーリエ変換—fj (j =

0, 1, · · · , N − 1) から (1) を満たすような f̂k (k =

−N/2, · · · , N/2 − 1)を求めること—が，要求精度を

εとするとき，O (N log N + N log 1/ε)の計算の手間

で実行できることを示した．彼等のアルゴリズムは，
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不等間隔離散逆フーリエ変換の場合，巧妙な近似式

を用いて，その計算を等間隔離散逆フーリエ変換の

計算で近似するというものであり，また，不等間隔離

散順フーリエ変換の場合には，さらに，問題を正定値

Hermite行列を係数行列にもつ連立一次方程式を解く

形に変形し，(前処理なしの)共役勾配法を用いるとい

うのものである．Dutt-Rokhlinも指摘していること

であるが，この不等間隔離散順フーリエ変換の場合に

現れる連立一次方程式の係数行列は単に正定値 Her-

mite行列というだけではなく Toeplitz行列でもある．

Toeplitz 行列を係数行列にもつ連立一次方程式，す

なわち，Toeplitz系に対しては，近年，前処理付き共

役勾配法に関して様々な研究が行われいる1),2). 本稿

では，これらの研究成果を踏まえて，不等間隔離散順

フーリエ変換の計算において，いくつかのToeplitz系

の高速解法の適用を試みたので，その結果を報告する．

本稿の構成は次の通りである．まず，次節で Dutt-

Rokhlinの不等間隔高速フーリエ変換について説明し，

続いて，第 3 節で Toeplitz系の高速解法について説

明する．第 4節において数値実験結果を示し，第 5節

において結果のまとめを与える．

2. Dutt-Rokhlin の不等間隔高速フーリエ
変換

2.1 不等間隔高速逆フーリエ変換

Dutt-Rokhlin の不等間隔高速逆フーリエ変換では

近似式
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eicx � ebx2
[c]+q/2∑

k=[c]−q/2

1

2
√

bπ
e−(c−k)2/4beikx (2)

を用いて，不等間隔離散逆フーリエ変換の計算を等間隔

離散逆フーリエ変換の計算に帰着させる．(2)に現れる

実数 b，整数 qは精度を決めるパラメータであり，b，q

を適切に選ぶことにより精度保証をすることができ7)，

結果的に，要求精度を εとするとき，不等間隔離散逆

フーリエ変換 (1) の計算が O (N log N + N log 1/ε)

の計算の手間で実行できる．

なお，つぎの 2.2で必要となる周波数データが不等

間隔である離散逆フーリエ変換

gj =

N−1∑
k=0

ĝk eiωk·2πj/N
(

j = −N

2
, · · · , N

2
− 1

)
(3)

(ただし ωk ∈ [−N/2, N/2]) の計算も，近似式

(2) を用いて等間隔離散逆フーリエ変換の計算に

帰着させことができ，要求精度を ε とするとき，

O (N log N + N log 1/ε)の手間で計算できる．

2.2 不等間隔高速順フーリエ変換

まず，(3)において，xk = −ωk · 2π/N(∈ [−π, π])

とおくと，

gj =

N−1∑
k=0

ĝk e−ijxk

(
j = −N

2
, · · · , N

2
− 1

)
(4)

となることに注意する．このとき，(1)および (4)は，

(j, k)成分が Fjk = eikxj で与えられる行列 F を用い

ると，行列・ベクトル形式で

� = F �̂ , � = F ∗
�̂ (5)

と書ける (ただし，ここで，F ∗ は行列 F の共役転置

行列を表す)．したがって，2.1の結果によれば，ベク

トルに F または F ∗ を掛ける演算が，要求精度を εと

するとき，O (N log N + N log 1/ε) の手間で計算で

きることが分かる．

一方，不等間隔離散順フーリエ変換とは，方程式

F �̂ = � (6)

を解く計算であるが，この方程式は

F ∗F �̂ = F ∗
� (7)

と変形できる．明らかに F ∗F は正定値 Hermite 行

列であり，共役勾配法が適用可能であり，反復回数

O(κ(F )) (κ は行列 F の条件数) で近似解を与える．

共役勾配法の演算のうち主要なものは，ベクトルに F

またはF ∗を掛ける演算であり，上記に見たようにこれ

は O (N log N + N log 1/ε)の手間で実行できる．し

たがって，(7)を解く計算，すなわち，不等間隔離散順

フーリエ変換が計算量O(κ(F )(N log N +N log 1/ε))

で実行できることが分かる．

以上が Dutt-Rokhlinの不等間隔高速順フーリエ変

換のアルゴリズムであるが，素朴に前処理のない共役

勾配法を用いている．しかし，F ∗F を詳しくみると，

その成分が

[F ∗F ]jk =

N−1∑
l=0

ei(k−j)xl 0 ≤ j, k ≤ N − 1 (8)

で与えられることから分かるように，Toeplitz行列で

ある．Toeplitz行列を係数行列にもつ連立一次方程式，

すなわち，Toeplitz系に対しては，近年，前処理付き

共役勾配法に関して様々な研究が行われており，その

成果を上記の不等間隔高速順フーリエ変換の計算に取

り入れてみるのは自然なことである．

3. Toeplitz系の高速解法

ここでは，我々が，不等間隔高速順フーリエ変換の

計算に組入れた，Toeplitz 系のための前処理付き共

役勾配法，および，Toeplitz 系の直接解法であるが

計算量が O(N2) の Levinson-Rybicki のアルゴリズ

ム5)[pp.193-205] について説明する．

3.1 前処理付き共役勾配法 (PCG法)

方程式 A� = �に対する PCG法のアルゴリズムは

以下の通りである．

( 1 ) �(0) = �−A �(0)．k = 0

( 2 ) �(0) = C−1 �(0)

( 3 ) αk = (�(k),�(k))/(�(k), A�(k))

( 4 ) �(k+1) =�(k) + αk�
(k)

( 5 ) �(k+1) =�(k) − αkA�(k)

( 6 ) βk = −(C−1�(k+1), A�(k))/(�(k), A�(k))

( 7 ) �(k+1) = C−1�(k+1) + βk�
(k)

( 8 ) 残差 ‖� (k+1)‖ < ε‖�(0)‖ 収束判定．
k = k + 1 −→ (3)へ

行列Aが正定値Hermite-Toeplitz行列の場合 (我々

が扱う場合もこの場合に当たる) には，計算量の観点

から前処理行列 C として循環行列が用いられる．

なお，Toeplitz 行列においては，行列成分 Ajk =

aj−k が母関数 f(θ)により

ak =
1

2π

∫ π

−π

f(θ)e−ikθdθ (9)

k = −N + 1, · · · , N − 1 と表されることが知られい

る．さらに，正定値 Hermite であれば，母関数は非

負値をとる実数値関数にとれる．また，母関数が条件

2
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∑∞
k=0

|ak| < ∞を満たすとき，Wiener class に入る

といわれる．

以下，いくつかの有名な前処理について述べる．

3.1.1 Strangの前処理

行列成分 Ajk = aj−k とするとき，循環行列 C の

行列成分 Cjk = cj−k を

cj =




aj (0 ≤ j ≤ [N/2])

aj−N ([N/2] < j < N)

cN+j (0 < −j < N)

とするのが Strangの前処理である．

ここで，循環行列Cによる前処理「C−1×ベクトル」
の計算について注意しておく．循環行列 C は C =

U∗ΛU と分解できることが知られている．ここで，Λ

は C の固有値

λk =

N−1∑
j=0

cje
2πijk/N

を対角成分にもつ対角行列，U は行列成分が

Ujk =
1√
N

e2πijk/N

で与えられるユニタリ行列である．したがって，C−1 =

U∗Λ−1U であり，FFTを用いて「C−1 ×ベクトル」
の計算が O(N log N)の計算の手間で実行できる．

3.1.2 T.Chanの前処理

循環行列 C として，行列成分 Cjk = cj−k を

cj =

{
(N − j)aj + jaj−N

N
(0 ≤ j < N)

cN+j (0 < −j < N)

とするのが T.Chanの前処理である．

3.1.3 Jackson核関数を用いた前処理2)

3.1.1 において説明したように，循環行列を用いた

前処理においては，その固有値が指定されば十分であ

る．ここ 3.1.3, および，つぎの 3.1.4では，この固有

値が指定される形の前処理について述べる．

Jackson核関数は

Km,2r(θ) =
km,2r

m2r−1

(
sin(mθ/2)

sin(θ/2)

)2r

,

r = 1, 2, · · ·
と定義される関数である．Jackson核関数を用いた前処

理では，Jackson核関数と母関数の畳み込み (Km,2r ∗
f)(θ) を用いて，Cの固有値 Λ = diag(λ0, · · · , λN−1)

を

λj(C[(Km,2r ∗ f)]) = (Km,2r ∗ f)
(

2πj

N

)
と指定する．

r = 1の時の Jackson核関数 (この場合 Fejér 核関

数とよばれる)を用いた前処理は T.Chanの前処理と

なっており，また，Jackson核関数をいわゆるDirich-

let核関数に換えて得られる前処理は Strangの前処理

となっており，その意味で，Jackson核関数を用いた

前処理はこれらの前処理の拡張といえる．

3.1.4 熱伝導方程式の混合問題に現れる核関数を

用いた前処理

熱伝導方程式の混合問題の場合には，次のような核

関数が現れる6)：

Kt(θ) =

∞∑
k=−∞

e−k2teikθ, θ ∈ [−π, π]

これは Jackson 核関数のある種の極限形と考えられ

る．そこで，我々は，この核関数を有限で切った

K
(N)
t (θ) =

N−1∑
k=−N+1

e−k2teikθ

を用いた前処理についても，我々の数値実験の対象と

した．

3.1.5 注 意

Strangの前処理は，母関数が偶関数，正，Wiener

class に入るときに有効であることが知られている1)．

また，T.Chanの前処理は，偶関数である必要がない

ことが知られている1)．しかし，両者とも，母関数が

零点を持つと有効でなくなることが知られており，R.

Chan, A. Yip, M. Ng はこの場合にも対処するため

Jackson核関数を用いた前処理を提案した2)．

いま，我々の問題に戻って考えるとき，行列成分

[F ∗F ]jk = aj−k は (8) 式で与えられるので，母関

数は

f(θ) =

N−1∑
j=0

δ(θ − xj), θ ∈ [−π, π] (10)

とするのが自然である．しかし，この母関数は特異で

あり，いずれの前処理についても，このような関数に

ついてはその有効性は確立されてはいない．

3.2 Levinson-Rybickiのアルゴリズム

Toeplitz行列 Aに対して，A� = �，つまり，


1 r1 · · · rN−1

p1 1 r1

...
... p1

. . .
. . .

. . .
. . . r1

pN−1 · · · p1 1



� = �

3
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を解く．

k = 1, 2, · · · , N に対して
�k = [p1 · · · pk ]T , �k = [r1 · · · rk]T ,

�k = [x1 · · ·xk]T , �k = [y1 · · · yk]T ,

�k = [w1 · · ·wk]
T ,

とおくとき，�1 = b1，�1 = −r1，�1 = −p1 として

漸化式
�k+1

=

[
�k + (bk+1 − �T

k Ek�k)/(1 + �T
k �k)Ek�k

(bk+1 − �T
k Ek�k)/(1 + �T

k �k)

]

�k+1

=

[
�k − (rk+1 + �T

k Ek�k)/(1 + �T
k�k)Ek�k

−(rk+1 + �T
k Ek�k)/(1 + �T

k �k)

]

�k+1

=

[
�k − (pk+1 + �T

k Ek�k)/(1 + �T
k �k)Ek�k

−(pk+1 + �T
k Ek�k)/(1 + �T

k �k)

]

にしたがって，k = 1, · · · , N − 1 と計算を進めれ

ば，�N として解が得られる．ただし，ここで，Ek =

[	k, · · · , 	1] である．この算法の計算量は O(N2) で

ある．

4. 数値実験

今回の数値実験では，Intel Xeon 2.0GMHzを使用

し，言語は FORTRAN90，コンパイラは ifc -O3 を

用いる．

データ点 {x0, · · · , xN−1} ∈ [−π, π] は次のように

とる：

xk = −π + 2π
k + 0.5 + δk

N
. (11)

ここで，δk は区間 [−0.1, 0.1]または [−0.5,0.5]上の

一様分布からランダムに選ぶ．この一様分布の幅は

データ点が等間隔点からどの程度離れた位置に点があ

るかを決めるものである．

4.1 各種 PCG法の比較

方程式 F ∗F� = � を 3.1 であげた前処理を用いた

PCG 法で解いてその性能を比較する．右辺ベクトル

�は，乱数ベクトル Re(�̂), Im(�̂) ∈ [0, 1]N から，直

接計算 � = F ∗F �̂ を行って与える．また，F ∗ また

は F とベクトルの積を計算する際の精度を決めるパ

ラメータは倍精度を保証するものを選び，問題のサイ

ズ N は 32～1024とした．CG 法による収束判定は，

‖ �(k+1) ‖ / ‖ �(0) ‖< 10−14 とした．計算は {xk}と
{bj} の 10セットの値に関して行った．

結果 (PCG法の反復回数の 10回の平均)を表 1～

表 2に示す．表では Iを前処理なし，Strang，T.Chan

の方法を S，Tとする．また，Jackson核関数，混合問

題の核関数による前処理をKm,2r，Ktとする．Strang

の前処理の欄で ”—” は解へ収束しなかったことを示

す．

T.Chanの前処理が最も効果があり，次に適切な tを

表 1 PCG 法の反復回数: δ ∈ [−0.1 : 0.1]

N I S T Km,4 Km,6 Kt

32 16.2 13.0 12.3 13.7 14.9 12.6

64 17.0 14.0 13.2 14.3 15.1 13.7

128 17.6 14.2 13.8 15.0 15.7 14.0

256 17.9 14.7 14.0 15.0 15.9 14.0

512 18.1 14.7 14.2 15.1 16.0 14.2

1024 18.5 15.0 14.4 15.3 16.1 14.5

表 2 PCG 法の反復回数: δ ∈ [−0.5 : 0.5]

N I S T Km,4 Km,6 Kt

32 33.3 — 27.0 29.4 31.4 26.9

64 59.2 — 41.9 46.7 51.1 42.0

128 97.2 — 60.1 70.6 79.5 60.5

256 143.2 — 83.4 98.1 111.2 84.3

512 195.0 — 112.4 132.6 151.1 114.2

1024 289.3 — 164.5 195.8 223.4 167.0

選んだ核関数 Kt の前処理がよい．ただし t = π/N2

とした．

最も収束が速かったT.Chanの前処理について，反

復回数がどの程度減っているかを，N = 512 とし，

δ ∈ [−0.5 : 0.5] の場合について，サンプルを多くし

て見てみた．結果を図 1に示す．前処理なしに比べて

約 57%になっていることがみてとれる．
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図 1 CG 法と PCG 法 (T.Chan の前処理) の反復回数

　前処理行列の固有値－ N = 128の場合に，δ ∈
[−0.1, 0.1]，[−0.5, 0.5]のそれぞれの場合に対して，前
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処理なし，Strang，T.Chanの前処理，Jackson，Kt

の核関数による前処理をした行列の固有値分布を図 2，

図 3 に示す．

　図 2からは，固有値は前処理により 1に集まって
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No Preconditioner

Strang Preconditioner

T.Chan Preconditioner

K_m4 Preconditioner
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"delta01_eig.dat"

図 2 前処理後の行列の固有値: δ ∈ [−0.1 : 0.1]
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図 3 前処理後の行列の固有値: δ ∈ [−0.5, 0.5]

いるが最大固有値と最小固有値の幅はそれほど減って

いないこと，すなわち，最大固有値と最小固有値の比

より与えられる条件数はそれほど減っていないことが

わかる．

　また図 3 では，Strang の前処理については δ ∈
[−0.40815, 0.40815] のときの固有値を載せた．δ の

幅がこの値に近づくにつれ固有値の 1つが限りなく大

きくなってゆき，その値より大きくなると固有値のい

くつかが負となっていた．これは δ ∈ [−0.5 : 0.5]の

ときに Strang の PCG 法が収束しなかったことの理

由になると考えられる．

4.2 Toeplitz系の高速解法を用いた不等間隔高速

順フーリエ変換

CG 法，PCG 法の中で最も収束が速くなった

T.Chan の前処理付き CG 法，Levinson-Rybicki の

アルゴリズム，直接法（ガウスの消去法）を用いて

不等間隔高速順フーリエ変換 (�̂ = (F )−1� =

(F ∗F )−1F ∗�) の計算を行った．

　 F ∗ または F とベクトルの積を計算する際の精度

を決めるパラメータとして倍精度を保証するものを選

び計算を行い，N は 32～4096とした．CG法による

収束判定は，‖ � ‖ / ‖ �(0) ‖< 10−14 とする．右辺ベ

クトル � は乱数ベクトル Re(�̂), Im(�̂) ∈ [0, 1]N か

ら直接計算 � = F �̂ を行って与えた．計算は {xk}と
{fj}の 20セットに対して行った．

　誤差の評価は，数値解を �̂ とするとき，

E = max
0≤k≤N−1

|f̂k − f̂k|/ max
0≤k≤N−1

|f̂k| (12)

とした．直接法ではガウスの消去法により逆行列を計

算したあと，直接計算で行列・ベクトル積を求めてい

る．

　結果は表 3～表 6 のようになった．不等間隔点 xk

の取り方により結果が異なるため，平均をとり計算時

間や誤差にばらつきが出るものについては ± の後に
標準偏差を示す．

5. ま と め

• δ によらずガウスの消去法による直接計算は計算

時間が最も短く誤差も小さいのだが，予め計算で

きる部分 (ガウスの消去法) の計算時間が非常に

大きい．

• δ ∈ [−0.1 : 0.1] の場合には N = 1024以上で計

算時間が最も短く，誤差もそれほど悪くならない

CG法がよい．

• δ ∈ [−0.5 : 0.5]の場合には N が比較的小さいと

きには計算時間が最も短く，誤差もそれほど悪く

ならない Toeplitzの直接解法がよい．しかし，N

が大きくなるにつれ誤差が大きくなる．
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