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反復中に直交空間を再構成する��������	
��
法

森屋 健太郎� 野 寺 隆��

��������法は，非対称な大規模線形システムを解くための反復解法の 	つである．近年，
��
�
ら �� は，��������法に � 個の直交ベクトルを組み合わせた�������������法を提案した．し
かし， � を大きくとり過ぎると，直交ベクトルを適用する計算量が増加し計算時間に対する残差ノル
ムの収束性が改善されないことがある．本稿では � の初期値を 	 としておき，ピボットブレイクダ
ウンが発生するときに � の値を増加させ，直交ベクトル空間を新たに計算し直す �������������
法の改良版について提案する．
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�� は じ め に

大型疎行列を係数とする連立 �次方程式
�� � �� � � �

���� �� � � �
� ���

の解 � を求めるには，反復解法がしばしば用いられ
る．本稿では，近年 ����	 ら �� により提案された

��
���� 法の改良阪である �����
��
���� 法に
ついて考える．�����
��
����法は，
��
����法
に � 個の直交ベクトルを適用し，それらの直交ベク
トルによって，新たな � 個のクリロフ部分空間

����� �
� �� ����� �

� �� � � � � ������� �
� �

を生成する．しかし，直交ベクトルの個数 � は元々
ユーザが経験的に決定するしかなく，� を適切な値に
設定しないと直交化の計算量が必要以上にかかるとい
う問題がある．このような �����
��
���� 法の難
点を改善するために，五条方ら �� は，残差ノルムの
収束停滞を判定するいくつかのパラメータを導入し，
� を動的に増加させる算法について提案した．それに
対して本稿では，� � � で反復をスタートし，ピボッ
トブレイクダウンが起こりそうなときに直交ベクト
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ルを再計算させると同時に，� を増加させることで，
�����
��
����法のピボットブレイクダウンを回避
する算法について提案する．
最後に，数値実験において，本稿で提案した算法を


��
������� 法，�����
��
���� 法と比較し，提
案した算法が従来の算法の残差ノルムが収束しない問
題で効果を発揮することを示す．

�� �����	
�法


��
����法 ��は積型反復解法の �つであり，�次
の��多項式を 
��
法 �� から求まった残差ベクト
ルに掛けることで，残差ノルムの収束を加速させてい
る．ここで � 回目の反復で求まった 
��
 法の残差
ベクトルを ���，� 回目の反復における係数行列 � の
� 次の��多項式を

����� � 	 � 
�� ���

とすると，� 回目の 
��
����法における残差ベクト
ル �� は

�� � ������������������� � � � ����� ���
と表すことができる．ただし，係数 
� は残差ノルム
����� を最小にするように決定する．
��
���� 法で
は，� 次の �� 多項式 ����� � 	 � 
�� の係数 
�
が �や �に近い値をとるとき，残差ノルムの収束停滞
を起こしたり，ピボットブレイクダウン �� 割算によ
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�

る算法の破綻� が発生しやすくなる �����．それに対し
て �������� ら 	� は，一般の � 次の多項式を利用する
ことで，算法をより安定にした 
��
������� 法を提
案した．ここで，
��
���� 法は 
��
������� 法の
� � � の場合といえる．

�� 直交ベクトルを利用する�����	
�法

本節では，�����
��
 法と �����
��
���� 法
について述べる．
��� ������	
�法
�����
��
法では �� を使ったクリロフ部分空間

を � 個生成し，� 回目の反復における残差ベクトル ���
は，これらの部分空間すべてと直交するように計算さ
れる．従って

���
� � ��� ����� � � �� �� � � � � �� ��

� � �� �� � � �

とすると，�����
��
 法の残差ベクトルは任意の
�� � について ���
� と直交するように生成されるので

������� ���� ��� � � � � ��� ���

となる．また
���� ���� ��� � � � ������ � ������ �� ���

とすると，近似解 �� は
�� � �� � ���� ���� ��� � � � ������ ���

と表すことができる．ただし，������ �� は

�������� � ����
�
��� ���� � � � ��

���
��
�

� �

となるクリロフ部分空間である．従って

�� � ��
�� ������� �� �!�

から
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と表すことができる．式 ���，� �の関係から，式 �"�は

�� � ����� � �
�����
��� ���� � �

�����
��� ����

� � � � � � �� �
�����
� �� �#�

と変形できる．ここで，式 �#�の係数

�
�����
��� � �

�����
��� � � � � � �

�����
�

は，
������� ���� ��� � � � � ��� ����

を満たすように計算を行うので

�
�����
��� � �

�����
��� � � � � � ��������

だけが非ゼロの係数になる．従って，式 �#� は

�� � ����� � �
�����
��� ���� � �

�����
��� ����

� � � � � � �� ��������
���

����

となり，式 ���� のような � � � 項の漸化式を得るこ

とができる．ただし，�� � $�%�� � � � �� �� であ
る．ここで，� 行 � 列に �

�����
��� を持つヘッセンベル

グ行列を �� とすると
��� � ���� ����

の関係が成立する．ただし，�� � ���� ��� � � � ����

である．さらに，� � &��� ��� � � � � ��' とすると，式
���� の関係から ��

� �� は下三角行列となる．従って，
式 ���，���� を用いると近似解 �� は

�� � �� � ���
��
� �� ����

となる．ここで �� � ����� � � �� �� � � � � � �

� として，(� � )��	 ���� ��� � � � � ����� ，�� �

���� ��� � � � � ����� と置くと，式 ���� は
�� � �� ���(

��
� ���� �� ����

となる．さらに，行列 ��(� を �*+分解したものを
��(� � ������ ����

とし，式 ���� を式 ����に代入すると
�� � �� ����

��
� ���� ���� �� �� �

となる．ここで

�� �
�
	�� 	�� � � � �	���

�
� ���

��
� ��!�


� � ���� ���� �� ��"�

と定義すると，���� が下三角行列でなので，式 ��"�

を前進代入によりベクトル 
� を求めることを考える．

� は上の行から順次求まるのでこれを漸化式によっ
て表すと


� � &
�� 
�'
� ��#�

となる．従って，式 �� � に式 ��!�，��"�，��#� を代
入すると，近似解は

�� � �� ���
�

� �� �����
��� � 
�	���
� ���� � 
�	��� ����

となる．また，残差ベクトルは
�� � ���� � 
��	� ����

となる．ところで，式 ��!� から ��
� � ��
��
��
�
�

かつ ��
� が上三角行列なので，ベクトル 	� は後退
代入を利用して求めることができる．従って，	� を漸
化式で表すと

	� � �� �

����
�� 
��

�
���
� 	� ����

である．ただし，,�� � $�%����� ��である．�����
-

��
 法では，式 ����，���� におけるスカラ 
� と
�
���
� � �� � ,��� ,�� � �� � � � � � � �� を求めることにな
る．
� に関しては，�� と �� の直交性を用いて式 ����

の両辺に �� を掛けると
�
�
� �� � �

�
� ���� � 
��

�
� �	��� � � ����

であるから

� � �

�
� ���� � �

�
� �	��� ����

となる．����� に関しては，	� と �� が .-直交するよ
うに取るので

�
�
� �	� � �� � � � ����
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�

が成立する．式 ���� の両辺に ��� � を掛けたものを
を式 ���� に代入すると

�
�
� ��� � �

���
����

�
� �	���

� /���
�� 
��

�
���
� �	� � � �� �

となり，次式が得られることになる．

�
���
��� � �

��� ���� �/���
�� 
��

�
���
� �	��

��� �	���
� ��!�

�� � ,�� � �� ,�� � �� � � � � ��

従って，式 ����，����，��!�を式 ����，����に代入
すると，�����
��
法の近似解と残差ベクトルを求
めることができる．特に，� � � のときは �個のクリ
ロフ部分空間 ����� �

� � だけを生成するので，この
場合の �����
��
 法は従来の 
��
 法と同じ算法
となる．
��� ������	
�
���法
前節で述べた�����
��
法の残差ベクトルに �次

の��多項式を掛けたものが�����
��
���� 法の
残差ベクトルになる．本発表では 図 � の0�� ��	��-

���	 12 ��3 �415��� 		0と0�� ��) 12 ��3 �415��� 		0

までを除いた部分を �����
��
���� 法の実装法と
して示すが，算法の詳細については文献 �� を参照し
て欲しい．�����
��
���� 法には �����
��
 法
のように �� とベクトルの乗算をする必要がないと
いう長所がある．
また，�����
��
 法と同様，とくに � � � のと

き�����
��
���� 法は 
��
���� 法と同じ算法に
なる．


� ピボットブレイクダウンを回避する算法

本節では，�����
��
����法において，ピボット
ブレイクダウンが発生する可能性がある時に直交ベク
トルの個数を増加させて，直交ベクトルをすべて再計
算させる算法について提案する．
��� ピボットブレイクダウンを判断する基準

��
 法では，� 回目における残差ベクトルと疑似

残差ベクトルの内積が �や � に近い値となるときに，
ピボットブレイクダウンが発生しやすくなる．これは，

��
����法における初期疑似残差ベクトルと任意の
反復回数における残差ベクトルの内積が �に近い値を
とるときにピボットブレイクダウンが発生しやすくな
ることと同値である �����．そこで本稿では

�� �
�
��� ��

�
���������� ��� ��"�

として，式 ��"�によって表される ���� � �� �� � � � � ��

�� のことをピボットと呼ぶことにする．式 ��"� の
ピボットが �に近い値となるとき，�����
��
����

法の残差ベクトル �� と � 個のクリロフ部分空間
������

� �� � � �� �� � � � � � � � の直交性が崩れる
ことになる．従って


��
 � � ��#�

なら �����
��
���� 法はピボットブレイクダウン
の可能性があると判断する．ただし，� は計算機の
誤差限界に平方根をとった値となる ��．例えば，倍
精度の浮動小数点演算を  � ビットで行う計算機を利
用する場合，誤差限界は �������� 程度になるので，
� � ���� ���� と設定するのが妥当である．
��� 直交ベクトルの再計算
本節では，�����
��
����法のピボットブレイク

ダウンを回避させるために，前節で述べた式 ��#�が成
立するときに直交ベクトルの個数を増加させ，直交ベ
クトルの計算をし直す算法について提案する．ピボッ
トブレイクダウンを回避するための算法は以下のよう
になる．
� � � 
��
 � � なら，現時点で求まっていた残差ベク

トルを正規化し，それを初期直交ベクトル ��
として設定する．

� � � � � ���	 なら � に � を加算する．すでに
� � ���	 なら � を �にする．

� � � アーノルディ法を用いて，残りの �� � 個の直
交ベクトル ��� � � � � ���� を計算する．

ただし，���	 は直交ベクトルの個数 � が取り得る最
大値とする．ステップ ���では，現時点で求まってい
た残差ベクトルを正規化し，直交ベクトル �� を新た
に計算することで，ピボット �� を最大値の �6�にす
ることができる．ステップ ���では，直交ベクトルの
個数 � を �だけ増やすことで算法を安定させ，ステッ
プ ���で求まった直交ベクトル �� を元に � 個の直交
ベクトルを再計算している．だたし，元々 � � ���	

であるなら，新たに � を �に戻して再度直交ベクトル
を計算し直すことにする．なぜなら，このような場合
は，元々計算して求まっていた ���	 個の直交ベクト
ルを利用していてもピボットブレイクダウンが起きる
ことを意味しており，直交ベクトルの再計算が必要に
なるからである．つまり，不等式 ��#� が成立する度
に直交ベクトル �� が再計算され，利用する直交ベク
トルの個数が �つ増えるが，直交ベクトルの個数が最
大値 ���	 になったときでも，ピボットブレイクダウ
ンを確実に回避させる措置として，直交ベクトルの個
数を �に戻して再計算をさせることになる．このよう
に直交ベクトルを反復の途中で再計算して，� � ���	

の範囲で直交ベクトルの個数を動的に増加させる手法
を取り入れた �����
��
���� 法のことを本稿では
特に ���� � ���	�
��
���� 法と呼ぶことにする．
図 � に ���� � ���	�
��
���� 法の算法を示す．
従来の �����
��
���� 法と比較して新たに追加さ
れた部分は，0�� ��	�����	 12 ��3 �415��� 		0と0��

��) 12 ��3 �415��� 		0によってはさまれた部分であ
る．�����
��
���� 法では利用する � 個の直交ベ
クトルは反復の開始前に求め，反復終了までまったく
同じ直交ベクトルを用いるが，�����
��
����法で
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図 � %&�� � ���� '�(�
��$ 法
���) " %&�� � ���� '�(�
��$ ������

は直交ベクトルの計算を反復の途中でやり直している
点が異なる．

�� 数 値 実 験

連立 � 次方程式 ��� を ���� � ���	�
��
����

法と 
��
���� 法，�����
��
���� 法によって解
き，�種類の算法について残差ノルムの収束性に関す
る性能比較を行った．�� �� ���	 の値としてはいず

れも �7�7�7" とした．ここでは，� つの数値例を示す
ことにするが，いずれの例にも共通して使用する条件
は以下のとおりである．
初期近似解� �ベクトル
収束判定条件� ����� � ����� ���� �����

� の値� ���� ����

数値実験の結果には，上記の収束判定条件を満たす
までにかかった反復回数と計算時間を掲載したが，各
算法の性能比較は反復回数ではなく計算時間によって
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�

表 � 数値例 " の計算結果 �����* 計算時間 �秒 � ����* 反復回数 

��$�� " ��� 
�������� ������� 	�� �+��#�� " �����*

���#������
 ���� ���� � ����* ��������
� 

算法 ���� ����

����������� � � � � � �

����������� � � � � � �

����������� � � � � � �

����������� ��	�� �����

������������� � � � � � �

������������� ����� ���	�

������������� � � � � � �

������������� � � � � � �

���� � ���������� ����� �����

���� � ���������� ����� �����

���� � ���������� � � � � � �

���� � ���������� ����� ����	

�
 
 
�� � 分間で残差ノルムが収束しなかった場合

行った．なぜなら，�回にかかる反復回数は各算法に
よって異なるためである．
��� 数値例 �� �������	�� �	�����	��� の例
���4�%��48���� における09:�;��0という名の行

列を係数とする連立 �次方程式を考える．この係数行
列の次元は ����，非 �要素は #  �個である．右辺 �

は，厳密解の全ての要素が � になるように設定した．
以下に計算した環境を示す．
� .<互換 9�

� �9+ 9�����$=== !���>?

� @��� ����% �6�6�

また，残差ノルムの収束にかかった時間と反復
回数は 表 � のようになる．
��
������� 法と
�����
��
����法に関しては，それぞれ，
��
���-

��"�法と�����
��
����法でしか残差ノルムの収束
を確認できなかった．それに対して�����
��
����

法では，���	 � � の場合を除いて残差ノルム
は収束し，その計算時間は ���	 � �� " で

��
�����"� 法，�����
��
���� 法と同じであり，
���	 � � のときは ��A程度短くなっている．従っ
て，���� � ���	�
��
���� 法の計算時間に関す
る性能は，
��
������� 法と �����
��
���� 法
と比べて，同じかもしくはそれ以上である．また，
���� � ���	�
��
���� 法は 
��
������� 法と
�����
��
���� 法よりもパラメータの設定範囲が
広いということができる．
��� 数値例 �� ��� �	�!行列を係数とする方程式
以下のような行列 � を係数とする連立 � 次方程式

を考える ��．

� �

�
�������

� �

� � �


 � � �


 � �
6 6 6

66 6
6 6 6

6 6 6

	






�

ただし，右辺 � の成分はすべて � とし，この方程式

表 � 数値例 , の %&�� � ���� '�(�
��$ 法の式 �,- を満
たした回数 �� � "�- 

��$�� . ��� 
��$�� �	 �����	��
� 	������ �,- �	 %&�� �

���� '�(�
��$ ������ �
 �+��#�� , �� � "�- 

���� �

� � � 	 � � � �

� �	        

� �� �       

� �� � � �     

� �� � � � � � � �

の次元を � ���� と設定する．計算には �1$��B の
分散メモリ型並列計算機
�13��2を使用し �9+には
 ���>? の .��C� チップ " 台を用いた．また，デー
タ通信ライブラリには�9=を用いた．数値例 �の実
験結果は 表 � に掲載した．
��
�������法では 
 �

��!� ��" のときに，
��
������� 法と 
��
�����"�

法で ���� � ���	�
��
���� 法より少ない計算時
間で残差ノルムが収束したが，それ以外の場合は最大
計算時間以内で残差ノルムは収束判定条件を満たさな
かった．それに対して，���� � ���	�
��
���� 法
では，数値例 �のすべての場合で残差ノルムは収束条
件を満たした．特に，
 � ��#7 ��� のときは，残差ノ
ルムが収束したのは ���� � ���	�
��
���� 法だ
けであった．そこで 
 � ��# の場合について，図 �

に残差ノルムの収束する様子とピボットの変化する様
子を示した．
��
������� 法と�����
��
���� 法
では，残差ノルムは発散しているかもしくは収束が停
滞しているが，���� � ��
��
����法では収束して
いる．また，ピボットに関しては，
��
������� 法
と �����
��
���� 法では � に近い値をとっている
のに対して，���� � ���	�
��
���� 法については
常に � を上回る値がとられている．
次に，
 � ��# の場合について，���� � ���	�
�-

�
���� 法のピボット �� の式 ��#� を満たした回数
を 表 � に示した．いずれの場合も � が小さいときに
ピボットブレイクダウンを起こす場合が多い．また，
���	 が大きくなるとピボットブレイクダウンの判定
式 ��#�が成立する回数が減少している．従って，���	

が大きくなると算法がより安定する傾向にある．

�� 結 論

本稿では，反復の途中で直交ベクトルを計算し直し，
直交ベクトルの個数 � を � � ���	 の範囲で動的に増
加させる算法をとり入れた���� � ���	�
��
����

法について提案した．従来の�����
��
����法では，
反復を行う前に � 個の直交ベクトルを計算し，反復中
は常にそれらを用いていた．しかし，それではピボット
ブレイクダウンを回避することができないという難点が
あった．それに対して���� � ���	�
��
����法で
は，反復の途中で直交ベクトルを計算し直すことによっ
て，ピボットブレイクダウンを回避することができる．
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表 � 数値例 , の計算結果 �����* 計算時間 �秒 � ����* 反復回数 

��$�� , /�������� ������� 	�� ��� �+��#�� , �����* ���#������
 ���� ���� � ����* ��������
� 

�

算法 ��� ��� ��� ���

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

����������� ���� ��� ���� ��� � � � � � � � � � � � �

����������� ���	� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � �

������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

���� � ���������� ���� ��	 ����� 	�� ����� ��� ����� ���

���� � ���������� ��	� �	� ����� ��� 	���� ��� 	���� ���

���� � ���������� ���� ��� �	��� ��� ����� 	�� ����� ���

���� � ���������� ����� ��� ����� ��� 	���	 ��� ����� �	�

�
 
 
�� � 分の計算時間で残差ノルムの値が収束しなかった場合
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�� 残差ノルム �� 計算時間 �$ ピボット ��� の場合 �� 計算時間

図 � 数値例 ,の計算時間に対する残差ノルムとピボットの履歴 �� � "�- � �* '�(�
��$�" �

'* '�(�
��$�, � (* %&�, '�(�
��$� 0* %&�� � , '�(�
��$

���) , ��� $������� �	 ��� �������� 
��� �
� #���� �� ���#������
 ���� �
 �+��1

#�� , �� � "�- � �* '�(�
��$�" � '* '�(�
��$�, � (* %&�, '�(�
��$� 0*

%&�� � , '�(�
��$

このことは，数値例 �の図 ����によって裏付けられて
いる．さらに，この算法の利点は，パラメータ �を動的
に決定する場合でも，経験的に求めなければならない
パラメータを一切使用していないことにある．本稿の �

つの数値実験の結果から，���� � ���	�
��
����

法は，従来の �����
��
���� 法や 
��
�������

法では残差ノルムが収束しないような問題であって
も，効果を発揮することが確認された．今後の課題
は，偏微分方程式の境界値問題の離散化によって得ら
れるような，より一般的な連立 � 次方程式について
���� � ���	�
��
���� 法を適用し，その性能を確
認することである．
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