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キャッシュマシン向け三重対角化アルゴリズムの性能予測方式

山 本 有 作y

本論文では，level�� BLASを用いて構成される三重対角化アルゴリズムである Bischof � Wuの
アルゴリズムに対し，性能予測モデルを構築する．本モデルは階層的な性能モデリング手法に基づい
ており，対象とするプロセッサ上での level�� BLASの性能，行列サイズ，� 種の性能パラメータを
与えることで，三重対角化の実行時間を高精度に予測する．Opteronおよび Alpha ���	
A上で数
値実験を行ったところ，本モデルは ����から �	��までの行列サイズに対し，��
以下の誤差で実
行時間を予測できた．本モデルは，性能パラメータの最適値を自動的に推定する自動チューニングに
利用できるほか，グリッド環境での三重対角化において，利用可能なマシンのうちで実行時間が最短
となるマシンを自動的に選ぶためにも利用可能である．

Performance Prediction of a Tridiagonalization Algorithm
for Cache�based Microprocessors

YUSAKU YAMAMOTOy

We construct a performance model for Bischof � Wu�s tridiagonalization algorithm that is
fully based on the level�� BLAS� The model has a hierarchical structure� which re�ects the
hierarchical structure of the original algorithm� and given the matrix size� the two block sizes
and the performance data of the underlying BLAS routines� predicts the execution time of the
algorithm� Experiments on the Opteron and Alpha ���	
A processors show that the model
is quite accurate and can predict the performance of the algorithm for matrix sizes from ����
to �	�� and for various block sizes with relative errors below ��
� The model will serve as
a key component of an automatic tuned library that selects the optimal block sizes itself� It
can also be used in a Grid environment to help the user �nd which of the available machines
to use to solve his�her problem in the shortest time�

�� は じ め に

実対称行列の固有値計算は広い分野で使われる基

本的な線形計算の一つであり，分子計算，統計計算な

どに幅広い応用を持つ���．行列が密行列である場合，

もっともよく使われるアルゴリズムは，入力行列 A

をハウスホルダー法により実対称三重対角行列 Tに

変換し，Tの固有値を二分法あるいは QR 法により

求める方法である���．このアルゴリズムにおいては，

行列サイズを N とするとき，前半の三重対角化の演

算量が約 �
�N

�と大きく，演算時間の大部分を占める

ことが知られている．そこで，この三重対角化の計算

を高速化することが重要な課題となる．

Intel Pentium �，AMD Opteron，Alpha �����A

など，最近のマイクロプロセッサ上で計算を行う場合，

キャッシュメモリを効率的に利用することが高速化の
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鍵となる．このための方法としては，アルゴリズムを

ブロック化し，演算をできる限りデータ再利用性の高

い level�� BLAS（行列乗算）を用いて行うことが有

効である．この方針に従った三重対角化のアルゴリズ

ムとして，Dongarraのアルゴリズムがある��．この

アルゴリズムでは，ハウスホルダー法において演算量

の半分を占める行列の rank��更新の部分を，複数段

分の更新をまとめて行うことにより，level�� BLAS

を用いて行うことを可能にする．このアルゴリズムは

LAPACK��，ScaLAPACK�� などに実装され，広く

利用されている．しかし，Dongarraのアルゴリズム

では，演算量の残り半分を占める行列ベクトル積の部

分はオリジナルのハウスホルダー法と同じである．そ

のため，この部分でのデータ再利用性の低さがネック

となり，最近のマイクロプロセッサ上ではピークの ��

～ ���程度の性能しか達成できないことが知られて

いる������．

三重対角化のためのもう１つの方法としては，

Bischofのアルゴリズムがある����．このアルゴリズム
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では，行列Aをまず適当な半帯幅 Lを持つ帯行列B

に変換し，次に Bを三重対角行列に変換する．この２

つのステップのうち，前半部の演算量は約 �
�
N�とハウ

スホルダー法と同じであり，かつ演算のほとんどすべ

てが level�� BLASを用いて実行できる．一方，後半

部は level�� BLASの形では実行できないが，演算量

は約 �N�Lと，前半部に比べてオーダーが小さい．さ

らに，前半部では，ハウスホルダー法から Dongarra

のアルゴリズムを導いたのと同様にして，更新演算

を複数段（M 段）分まとめて行うことができ，性能

をより向上させることが可能である．これを Bischof

� Wuのアルゴリズムと呼ぶ���．このアルゴリズム

は，Opteronや Alpha �����Aなどのプロセッサ上

で，ピークの ��	以上の高い性能を発揮できること

が示されている���．ただし，そのためには，行列サイ

ズ N に応じて，性能に関係する �つのパラメータ L，

M を最適な値に選ぶことが必要である．

本論文では，Bischof � Wuのアルゴリズムに対す

る性能予測モデルを提案する．本モデルは Cuenca et

al
 によって提案された階層的な性能予測モデル����

の考え方に基づいており，プロセッサ上での level��

BLASの性能と N，L，M が与えられると，Bischof

� Wu のアルゴリズムの実行時間を精度良く予測す

る．これにより，プロセッサと N に応じた最適な L，

M の値を事前に推定することが可能となる．さらに，

本モデルを使うことにより，グリッド環境での三重対

角化において，利用可能なマシンのうちで実行時間が

最短となるマシンを選ぶことや，与えられたマシンで

の実行時間を予測してジョブの最適スケジューリング

に役立てることも可能となる．

以下では，まず � 章で Bischof � Wu の三重対角

化アルゴリズムを説明する．次に �章で我々の提案す

る性能予測モデルの詳細を述べる．�章では Opteron

と Alpha �����Aの � 種のマシン上で数値実験を行

い，本性能予測モデルの有効性を検証する．最後に �

章でまとめを行う．

�� Bischof� Wuの三重対角化アルゴリズム

��� 入力行列の帯行列への変換

Bischofの提案した三重対角化アルゴリズムは，入

力行列 Aの帯行列 Bへの変換と，帯行列 Bの三重

対角行列への変換という �つの部分からなる����．こ

のうち，前半部のアルゴリズムをアルゴリズム �に示

す����．ここで，N，Lはそれぞれ行列サイズ，Bの

半帯幅であり，簡単のため，N は半帯幅 Lで割り切

れると仮定する．

図 � Bischof のアルゴリズムの第 K 段における行列
Fig� � matrix at the K�th stage of Bischof�s algorithm�

�アルゴリズム �� Bischofのアルゴリズム


do K � �� N�L� �

�ブロックハウスホルダ変換の作成�

D�K� を第１ブロックが上三角行列で

第２ブロック以下がゼロ行列であるブロック

ベクトルに変換するブロックハウスホルダー

変換 I�U�K���K�U�K�tを求める．

�行列�ブロックベクトル積�

P�K� � C�K�U�K���K�

��K� � ��K�tU�K�tP�K���

Q�K� � P�K�
�U�K���K�

�行列の rank��L更新�

C�K� �� C�K�
�U�K�Q�K�t

�Q�K�U�K�t

end do

計算は K � �から K � N�L� �までの N�L� �

段からなる．各段における処理の流れは通常のハウ

スホルダー法とほぼ同一であり，ベクトルが幅 L の

ブロックベクトル（すなわち行列）に，スカラーがサ

イズ L � Lの行列に置き換わる形となる．特に，ベ

クトル d�k�，u�k�，p�k�，q�k� はそれぞれ幅 Lのブ

ロックベクトル D�K�，U�K�，P�K�，Q�K� に，スカ

ラー ��k�，��k� はそれぞれ L � L 行列 ��K�，��K�

に置き換わる．第 K 段（� � K � N�L � �）の処

理では，図 �に示すとおり，まず全体行列の第 Kブ

ロック列の第 K � � 番目以降の要素からなるブロッ

クベクトル D�K�に着目し，D�K� を，第１ブロック

が上三角行列でそれ以外の部分がゼロであるようなブ

ロックベクトルに変換するブロックハウスホルダー変

換H�K� � I�U�K���K�U�K�t を求める．次に，第

K � �段での行列に対して H�K�，
�
H�K�

�
��
をそれ

ぞれ左側，右側からかけることにより，帯行列化が �

段分進む（�）．これを K � N�L � �まで繰り返す

ことにより，帯行列化が完了する．����．

上記の処理においては，行列�ブロックベクトル積

と行列の rank��L 更新が，それぞれ演算量のほぼ半

分を占める．これらは両方とも level�� BLASを用い
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て行うことができ，Lが大きいほど１回の計算におけ

るデータの再利用性が高くなる．したがって，キャッ

シュサイズに応じて Lを適切に取ることにより，キャッ

シュマシン上で高い性能が期待できる．

��� Wuによる改良

上記のアルゴリズムの性能を更に向上させるため，

Wuは Dongarraによる多段同時更新の考え方をアル

ゴリズム �に適用することを提案した���．この結果

得られるアルゴリズムをアルゴリズム �に示す．この

アルゴリズムでは，アルゴリズム �において，１段ご

とに行列の rank��L 更新を行うのではなく，ある整

数M を決め，M 段に１回，M 段分の更新をまとめ

て行う．これにより得られるアルゴリズムをアルゴリ

ズム �に示す．ここで，U�K�など Sans Serif体の記

号は行列を要素とする行列を表し，�U�K��iはその第

iブロック列のみからなる行列を表す．ただし，Kの

みは整数を表すとする．

�アルゴリズム �� Wuのアルゴリズム�

do K � �� N��LM�� �

U
��K����LM� � �	 Q��K����LM� � �

do K � �K� �� �M 
 �� K �M

�部分ハウスホルダー変換�

D�K� �� D�K�

�U�K����Q�K���t�K��K����M

�Q�K����U�K���t�K��K����M

�ブロックハウスホルダー変換の作成�

D�K�を第１ブロックが上三角行列で第２

ブロック以下がゼロ行列であるブロック

ベクトルに変換するブロックハウスホルダ

ー変換 I�U�K���K�U�K�tを求める．

�行列�ブロックベクトル積�

P�K� � �C�K� � U�K���Q�K���t

�Q�K���
U
�K���t�U�K���K�

��K� � ��K�tU�K�tP�K���

Q�K� � P�K� � ��K�U�K�

U�K� � �U�K���jU�K��

Q�K� � �Q�K���jQ�K��

end do

�行列の rank��LM 更新�

C�K�M� �� C��K����M� � U�K�M�
Q
�K�M�t

� Q�K�M�U�K�M�t

end do

多段化の適用により，行列の rank��L 更新の部分

は，rank��LM 更新となる．したがってWuのアルゴ

リズムでは，Bischofのアルゴリズムこの部分に対し

て Lの値をM 倍にしたのと同様の効果があり，後半

の三重対角化部分の演算量を増やさずに帯行列化部分

の性能を向上できると考えられる．

��� 帯行列の三重対角行列への変換

アルゴリズム �または �によって得られた帯行列を

三重対角化するには，村田法��� を用いる．村田法で

は，演算を通常の level�� BLASを用いて行うことは

できないが，演算量が O��N�L�であるため，L� N

であれば，全演算量の中でこの部分が占める割合は小

さい．

��� 帯行列化で用いる BLASルーチン

アルゴリズム � を実装するには，様々な level��

BLASルーチンが必要である．いま，アルゴリズム �

中の行列はすべて列方向が連続アドレスになるように

（BLAS の記法で言えば
N
 または
Non�transposed


の形で）格納されているとする．このとき，アルゴリ

ズム中では AB，ABt，AtBの �つのタイプの行列乗

算が存在するため，これらに対応して，転置オプショ

ンそれぞれ
N
 
N
，
T
 
N
，
N
 
T
となる �通りの

DGEMM（一般密行列どうしの乗算）ルーチンのコー

ルが必要である．また，行列�ブロックベクトル積では

DSYMM（対称行列と一般密行列との積）ルーチン，

rank��LM 更新では DSYR�K（行列の rank��K 更

新）ルーチンのコールが必要である．さらに，ブロック

ハウスホルダー変換を行うルーチン（以下BlockHouse

と呼ぶ）のコールも必要である．以上より，アルゴリ

ズム � の性能を予測するには，� 種の異なる BLAS

ルーチンの性能を知る必要があることがわかる．

�� 性能予測モデル

��� 原 理

アルゴリズム �の性能を予測するための手法として

は，階層的な性能モデリング手法����を用いる．この

手法では，まず各 BLASルーチンに対し，行列サイ

ズや転置オプションなどを入力として対象とするプロ

セッサ上での実行時間を高精度に予測する経験的モデ

ルを構築する．次に，アルゴリズム中での BLASルー

チンのコール �つ �つについて，行列サイズと転置オ

プションなどのパラメータより，モデルを用いて実行

時間を予測する．そしてこれらをすべて足し上げるこ

とにより，全実行時間を予測する．この手法は，LU

分解や QR分解などの基本的な行列分解の性能予測に

適用され，精度の良い性能予測ができることが確かめ

られている������．
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��� BLAS性能のモデリング

��� 節で述べたように，アルゴリズム � では � 種

類の level�� BLASルーチン（� 種類の DGEMMと

DSYMM，DSYR�K）および BlockHouseのコール

が必要である．そこで，まずこれら �種のルーチンに

対し，性能モデルを構築する必要がある．本節では，

転置オプションが�N� �N�の DGEMMを例に取り，そ

の構築手法を述べる．このルーチンは，m� k行列 A

と k�n行列 Bに対し，m� n行列 C � ABを計算

する．モデル構築の目的は，m，n，k の関数として

の実行時間 fDGEMM�NN	m�n� k
の式を求めることで

ある．

アルゴリズム �の解析より，DGEMM（転置オプ

ション�N� �N�）のコールにおいて，N は常に半帯幅

Lに等しく，一方，m，kは最大N までの値を取るこ

とがわかる．この観察に基づき，本研究では，異なる

nの値に対する実行時間を異なる関数で近似すること

にする．なぜなら，Lは �から ��� 程度の比較的小

さい値を取るが，このような小さいサイズの範囲では

level�� BLASの性能は不規則な変化を示すことが多

いため，�つの関数で近似すると，誤差が大きくなる

と考えられるからである．一方，nを固定したときの

実行時間は，m，kの双一次式で近似する．すなわち，

実行時間の式は次のようになる．

fDGEMM�NN	m�n� k


� fnDGEMM�NN	m�k


� 	an��m
 an��
k 
 	an��m
 an��
� 	�


係数 an��，a
n

��，a
n

��，a
n

�� は実測性能から最小二乗法によ

り定める．なお，実際には nの値は f�� �� ��� ��� ���

��gの �通りのみで fnDGEMM�NN	m� k
を求め，それ

以外の nの値での実行時間が必要な場合は一時補間に

より計算する．残りの �つの DGEMMと DSYMM，

DSYR�Kの性能モデリングも，同様の方針で行う．

��� BlockHouseの性能モデリング

サブルーチン BlockHouseは，ブロックサイズ（半

帯幅）Lとブロックベクトルの長さ nの �つのサイ

ズパラメータを持つ．BlockHouseに対しては，前節

で用いたような双一次式による近似は良い精度を与え

ない．なぜなら，BlockHouseは level�� BLASで記

述されておらず，キャッシュ利用効率が十分高くない

ため，Lまたは nが大きい領域で性能が落ちるからで

ある．そこで，BlockHouseの性能モデルを作るにあ

たっては，	L�n
空間上の十分多数の格子点で性能を

測定し，これを双一次補間する．

��� アルゴリズム �の性能モデリング

以上で作成した level�� BLASおよび BlockHouse

の性能モデルを用いて，アルゴリズム �の性能モデル

を構築する．この場合，従来採用されてきた手法とし

ては，BLASの各ルーチンで実行される演算の量を解

析的に求め，これから BLASの性能モデルにより，各

ルーチンごとの総実行時間を求めて，これを足し合わ

せるという手法がある．しかしこの手法では，演算量

を単純な足し合わせにより求めるのでは，演算性能の

入力サイズ依存性が反映されず，精度が低くなるとい

う問題点がある．一方，行列サイズ依存性を反映させ

ようとすると，解析的な式が複雑になり，モデル構築

の手間が大きくなるという問題点がある．

そこで本研究では，演算量の解析的な式を求めるこ

とをやめ，より簡単なアプローチを取ることにする．具

体的には，まず DGEMM TIME，DSYMM TIME，

DSYR�K TIME，BlockHouse TIMEなどの関数を

新たに作成する．これらの関数は，それぞれDGEMM，

DSYMM，DSYR�K，BlockHouseと同じ引数を持つ

が，演算結果を返す代わりに，与えられた引数に対す

る実行時間を性能モデルにより予測し，その結果を返

す．一方，アルゴリズム �のプログラムも，各 BLAS

ルーチンの代わりに TIMEのついたルーチンをコー

ルし，その結果の予測時間を累積するよう書き換える．

これにより，N，L，M を与えると，アルゴリズム �

の実行時間を予測するプログラムが生成できる．

本方式では，各 BLASルーチンの性能の入力サイ

ズ依存性が正確に反映されるので，高精度な予測がで

きると期待される．また，ある 	N�L�M
の組に対し

て予測を行うための演算量は，アルゴリズム �から容

易にわかるように O	N�L
であり，実際に実行した

場合の演算量 �

�
N�に比べて無視できるほど小さい．

�� 実 験 結 果

��� BLAS性能のモデリング

以上で示した性能予測手法の有効性を検証するため，

Opteron（���GHz，メモリ �GB）と Alpha �����A

（���MHz，メモリ ���MB）上で実験を行った．コン

パイラは g��（最適化レベル�O�），BLASは GOTO

BLASである．サブルーチン BlockHouseは自作であ

り，特にチューニングは行っていない．

最初に，��� で述べた方法に従い，BLAS の性能

モデリングを行った．DGEMM（転置オプション�N�

�N�）のモデリングを行うに当たっては，n，m，kが

それぞれ集合 f���������������g，f���������������g，

f��������������������gのうちの �つの値を取るよう

にし，�� �� � � ���回の測定を行った．そして，n

の値を固定したときの実行時間を式 	�
のように m，
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k の双一次式で表し，係数 a
n

��，a
n

��，a
n

��，a
n

�� を最

小二乗法により求めた．Opteronの場合の結果を表 �

に示す．また，n � ��の場合に，モデル式により得

られた実行時間と実測した実行時間との比較を表 �に

示す．表より，モデル式は実際の実行時間を良く近似

しており，特に kが大きいとき精度が良いことがわか

る．他の level�� BLASルーチンと BlockHouseにつ

いても，同様にしてモデルを作成したところ，同程度

の精度が得られた．

表 � The coe�cients of eq� ��� for DGEMM��N���N�� on

the Opteron�

n a
n

��
a
n

��
a
n

��
a
n

��

� ��	
E�� 
�

E�� ���

E�� ����E��

� ����E�� 	���E�� ����E�� ����E��

�� ����E�� ��	�E�	 ����E�� 
���E��

�
 ����E�� ���
E�	 	��
E�� ����E��


� ��

E�� ����E�	 ��
	E�	 ����E�


�� ��	�E�� 
�		E�	 ����E�	 ����E�


表 � Actual �above� and estimated �below� execution

times �s� of DGEMM��N�N�� �Opteron� n � ����

k m � ��� m � ��� m � 
�� m � ���

� ����E��
 ���	E��
 ����E��
 	��
E��


����E��
 ����E��
 ��
�E��
 ����E��


� ����E��
 ����E��
 
���E��
 ���
E��


���	E��
 ��	
E��
 
���E��
 ����E��


�� ����E��
 ����E��
 	�
�E��
 ��

E��


��
�E��
 
��	E��
 	��
E��
 ��
�E��


�
 ���	E��
 ���
E��
 ����E��
 ��
�E��



���E��
 	���E��
 ���	E��
 ����E��



� 	���E��
 ����E��
 ��
�E��
 
��
E��


	���E��
 ���
E��
 ��

E��
 
��	E��


�� ��
�E��
 ��

E��
 
���E��
 ��		E��


����E��
 ��
�E��
 
���E��
 ����E��


��� アルゴリズム �の性能予測

次に，��� 節の方法に従い，アルゴリズム � に対

すモデルを作成し，N，L，M を変えたときの実行

時間を予測して実測値と比較した．行列サイズ N は

����，�	��，
�	� の � 通りの値（
�	�は Opteron

のみ）を取り，L，M はそれぞれ f�����������	���g，

f������	���������gのどれかの値を取るようにした．た

だし，M � L � �	�という条件を加えた．

Opteronの N � ����での結果を表 �に示す．表

中で，上段の数字は実測時間，下段の数字は予測時間

を示す．表より，予測誤差は最大でも ��
と小さいこ

とがわかる．他の N についても同様の結果が得られ

た．特に，N � 
�	�の場合は極めて精度が高く，予

測誤差は最大 �
であった．

Alpha �����Aでの N � ����の結果を表 �に示

す．この場合，最大予測誤差は �
である．N � �	��

の場合は，最大予測誤差は �
であった．これらの結

果から，本研究で構築したモデルはどちらのマシンに

おいても，実行時間を精度良く予測することが可能で

あると言える．

表 � Actual �above� and estimated �below� execution

times �s� of reduction to a band matrix �Opteron�

N � ������

MnL � � �� �
 
� ��

� ����� ��
	 ���
 
��� 
��
 
���

�
��� ���� 
��� 
�	� 
�
� 
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� �
��� ��
� 
�	� 
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�
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�
�

�� ����	 ���� 	��


����� ���� ��
�

�
 �
��	 ���	


����� ����

表 � Actual �above� and estimated �below� execution

times �s� of reduction to a band matrix �Alpha�

N � ������

MnL � � �� �
 
� ��
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���� ����
 �
��	 ����� ���� ���
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�� お わ り に

本研究では，キャッシュマシン向けの三重対角化アル

ゴリズムである Bischof � Wuのアルゴリズムを対象

として，性能予測モデルを構築した．本モデルは階層

的な性能予測手法に基づき，三重対角化の実行時間を

高精度に予測する．Opteronおよび Alpha �����Aで
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の評価の結果，本モデルは N � ����から N � ����

までの行列サイズに対し，���以下の誤差で実行時間

を予測できることを明らかにした．発表では，このモ

デルを用いて性能パラメータの最適化を行った結果に

ついても報告する予定である．

今後の課題としては，より多くのプロセッサに対し

て本手法を適用し，有効性を検証すること，共有メモ

リ型および分散メモリ型並列計算機上での三重対角化

に対し，本手法を拡張することが挙げられる．また，

固有値計算プログラム全体に対する性能予測モデルの

構築と，その自動チューニング型ライブラリへの適用

も課題である．

謝辞 日頃から有益な議論をして頂いている自動

チューニング研究会のメンバーに感謝いたします．本

研究は名古屋大学 ��世紀COEプログラム「計算科学

フロンティア」および科学研究費補助金若手研究（B）

（課題番号 ������	
）の補助を受けている．
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