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あらまし本論文では，遅延制約下で面積最小化を対象としたparallelprefixadder合成問題を，遅延制約の下での

prefixgraphのノード数最小化問題と捉え，動的計画法を用いて解く手法を提案する．新規性は，prefixgraphの構造

を制限し，その制限の特徴を利用することで，動的計画法の効率的な適用を可能にしたこと，及び，後処理として構

造の制限を解除したヒューリスティックを実行することにより，解を改善することである．既存の手法に対してprefix

graphのノード数が10％程度，論理合成後の回路においては，同手法に対して１０％程度，市販ツールに比べて３５％以

上小さな回路が生成される場合があることが確認された．
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AbstractThispaperaddressesparallelprefixaddersynthesiswhichtargetsareaminimizationundergiventim-

ingconstraintsThisproblemistreatedassynthesisofprefixgraphs1whichrepresentglobalstructuresofparallel 

prefixadders1andanalgorithmusingdynamicprogrammingisproposedContributionsaretoenabledynamic 

programmingtobeappliedeflicientlybyintroducingandutilizinganappropriateconstraintsfbrprefixgraphs,and 

toapplyheuristicswhichreducｅｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｎｏｄｅｓｂｙｒｅｌａｘｉｎｇｔｈｅconstraintsExperimentalresultsshowthat 

thenumberofnodesofgeneratedprefixgraphscanbereducedbyaboutl０％,andareaafterlogicsynthesiscanbe 

reducedbyabout３５％thanexistingmethods 
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呪に応じて適切な構成を自動生成できることは有用である．

本論文では，このparallelprefixadderの合成問題を対象と

する．ビットごとの入力/出力遅延制約が与えられた場合の面

積最小化問題を，prefixgraphにおけるノードのレベルの形で

与えられた遅延制約の下で，prefixgraphのノード数を最小化

する問題として捉える．Prefixgraphの構造に制限を与えるこ

とによって，動的計画法の適用を可能にし，制限された構造内

での厳密解を実用的な時間で求める．また，得られた厳密解に

対して，構造の制限を解除するヒューリスティックを加えるこ

とにより，解を改善する．

以下では，まず，prefixgraph，および，prefixadder合成

１．はじめに

加算，乗算等の算術演算を実現する演算器は，設計において

回路全体の品質に影響を与える重要な要素である．中でも加算

は，最も基本的な演算で用途も多いため，古くより多くの研究

がなされており，様々な特徴をもつ構成が知られている[１１１２１

また，固定的な構成ではなく，個々の加算器が使用される際の

制約条件や目的に応じたparallelprefixadderを自動生成する

手法も現れてきている'41,151論理合成ツールを用いた設計フ

ローを用いる場合，演算器を含む回路全体の設計過程において，

個別の演算に対する制約が定まる場合も多いため，その場の状

－１１１－ 



問題を定義した上で，本手法における探索空間の削減方法につ

いて述べ，実験によりノード数最小化の効果を評価する．さら

に，生成した概略構成から演算器を合成して既存の加算器合成

手法との比較を行う．

２．準備
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図１サイズ４のprefixgraphの例

FiglExamplesofprefixgraphs（size＝４） 

２．１Prefixcomputation 

Prefixcomputationとは，ｎ個の入力、､,ｚね_,,…，ｍ，と．

結合則を満たす任意の演算。が与えられたとき，冗個の出力

gi（１≦ｊ≦〃)を，以下のように計算するものである．
ｃｏｌ＝４３２１ 

ｙｉ＝ｚｉｏｚｉ－１ｏ．・・・⑪１
一二ｒｏｗ＝１」･……｡Ｌ卜…･…･Ｌ

これは，ｉ番目の出力zﾉｺﾞは，ｊ≦ｉとなる入力zrjのみに依存す

ることを意味する．

Prefixcomputationは結合則が成り立つため，必ずしも逐次

的に計算する必要はない例えば，以下のどの順序で計算して

も結果は変わらない

２
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図２ノードを入力範囲の幅で整列したprefixgraph

Fig2Analignedprefixgraph 

ｇ４＝ｚ4。(工3。(Ｚ２ｏｚ,)）

＝（r4oz3)。(ｍ２．⑰,）

＝（((z4oz3)・ｚ２)。Ｚ,）

２．２Prefixgraph 

PrefixgraphG(")は，冗個の入力に対するprefixcomputa‐

tionにおける各演算。をノードとしたＤＡＧ(DirectedAscyclic

Graph)であり，各出力の値を計算するための演算の実行順序

を表現したものである．ノードのフアンインは２項演算ｏの２

つのオペランドに対応している．Prefixgraphの入力数(およ

び出力数沁を，prefixgraphのサイズと呼ぶ．

図1(a)，（b)は,サイズ４のprefixgraphの例である．（a)は，

９４＝、4。(工3。(ｚ２ｏｚ,)）

９３＝Ｚ3。(⑰2ｏｚ1）

ｙ２＝ｚ２ｏｚｌ 

ｙｌ＝ｚｌ 

る．Ｕ2.4は入力３から４に対する演算結果，Ｕ２２は入力１から

２に対する演算結果であり，それらに演算を施した結果U4.4は

入力１から４に対する演算結果を表わしている．

Ｇ(")において，行１上のノードULjをリーフノードと呼び，

Uj,ｊをルートノードと呼ぶ．リーフノードは入力，ルートノー

ドは出力に対応している．ルートノードの中で最大のｊをもつ

ノードをベースノードと呼ぶ．Ｇ(〃)におけるベースノードは，

U7Mmである．

２．３Prefixcomputationとしての２進加算

ｎビットの２進加算の入力をＡ＝α",…，α,,Ｂ＝伽,…，６，，

出力を和ｓ＝8,,...,8,,及び，キャリー出力ｃ、とすると，

各ビットの和およびキャリー出力ｓｉ,αは以下のように定義さ

れる．

ｓｉ＝ﾛｾﾞ①ｂｉ＄ｃｉ－１ 

という演算順を表わしており，（b)は， Ｃｆ＝qi6j＋Qici-，＋bici-1 

nビット加算は，個々のビットに対するgenerate関数(9),prop‐

agate関数(p)，および，それを複数ビットのグループに拡張し

た，グループgenerate関数(Ｇ),グループpropagate関数(Ｐ）

を用いて，以下のように計算できる．

・ビットごとの(9,ｐ)の生成(pre-processing）

９４＝（Ｚ４ｏｚ３)。(z2oz1）

ｙ３＝⑰3。(Z2ozl）

９２＝ｚ２ｏｚｌ 

ｙｌ＝ｚｌ 

を表している．

図２は，図1(b)の各ノードを，それが関与する入力の個数ご

とに整列したものである．行li，列ｊのノードDLJ（j≦ｊ)は，

d個の入力，ｚｊ－ｉ,+,,…，ｚｊに対するprefixcomputationの

中間結果を表わしている．この入力範囲を、：ｊ－ｊ＋1]と記

す．演算の２つのオペランドは，連続した入力範囲に対する中

間結果となっている．例えば，図２の１１２４は２つのフアンイン

ヒ114,m１１，３を持ち，Ｕ2.4＝T1L4oU1､３という演算結果を表してい

い＝α７．６１

Ｐｆ＝Ｑ２＄ｂｊ 

・prefix処理：(Ｇ,P)を用いてα＝Ｇ[ぅ:,|を計算する．

･ぃF(:叶鰐Mq…!……
ｉｆｊ＝』
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入力ノードに対する到達レベル，出力ノードに対する要求レ

ベルは，遅延制約として外部から与えられるものとする．ある

prefixgraphが制約を満たすとは，そのすべてのノードｕにお

いて，ＲＬ(U)≧ＡＬ(ひ)が成立することである．

２．５Parallelprefixadder合成問題

本論文では，遅延制約下で面積最小化を目指したparallel

prefixadder合成問題を，下記の制約/目的関数をもつprefix

graph生成問題と捉える

・制約条件

一ビットごとの入力到達レベル

－ビットごとの出力要求レベル

・目的関数：Prefixgraphのノード数最小化

３．提案手法

対象とするprefixgraph生成問題は，ＤＡＧに対する遅延制

約下でのノード数最小化を目的としている．遅延最適解を求め

ることだけを考えるならば，動的計画法を用いて計算できる

([５，しかし，ノード数はＤＡＧの場合単純な足し算にならな

い．したがって，最適性の原理が保証されないため動的計画法

を適用することができず，効率よく探索することが難しい

そこで，以下の２つの観点から探索空間を減少させる：

（１）prefixgraphの構造に対する制限

探索対象をある一定の構成をもつprefixgraphに限定すること

によって，動的計画法を適用して部分問題を組合せて全体の最

適解を生成することを可能にする．

（２）部分問題に対して考慮すべき制約の数の削減

制限されたprefixgraph構造の特徴を利用して，部分問題を解

く際に考慮すべき要求レベルの組合せを大幅に減少させる

aｎｂｎａｉｂｉ aＺｂ２ａｌｂｌ 

勤………魍少･……･そ回】 勧・…･…･《2,..……･笹

」￣」￣」 ~￣□-１ 

ェ｡Ｊｌｘ.『Ｘロ『x○「Ｘロ「

↓↓↓↓↓↓ 
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図３PaJ｢allelprefixadderの構成

Fig.３Structureofparallelprenxadder 
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この部分は，演算。を以下のように定義することによって，

prefixcomputationとみなせ，prefixgraphで表現することが

できる．

(GPルｊ１=(０，Pルハ}｡(c,Pルー,:jl

＝（Old:jkl＋ＰＭＣ[ﾙｰ,:小ＰＭＰｌｋ－１:jl）

・各ビットの和Ｓｍの生成(post-processing）

ＧＩ＝Ｇ[i:,Ｉ 

Ｓｉ＝庇＄ci-l

Parallelprefixadderは，上記の３つの処理を行う要素から

構成される加算器である(図3)．ビットごとの９，ｐの計算，お

よび，各ビットの和の計算部分の構成は一意に決まるが，prelix

処理の部分には自由度があり，この部分がparallelprefixadder
の特徴を決める．

２．４PrefiXgraphにおける遅延，面積の指標

Parallelprefixadderの概略構造は，prefix処理部の構成に

依存し，それはprelixgraphによって表現される．加算器の面

積は，prefixgraphのリーフ以外のノード数で測るものとする．

遅延に関しては，prefixgraphの各ノードに対して，入力から

の遅延時間に相当する到達レベルと，そのノードの到達レベル

が満たすべき，要求レベルを定義する．

・ノード'１の到達レベルＡＬ(U)：

ＡＬ(2))＝ｍｑｚ{ＡＬ(〔/),Ｕ'ＥＦＩ(１，)｝＋１

Fﾉ(U)は''のファンインノードを示す．

・ノードＵの要求レベルＲＬ（２）)：

ＥＬ(１１)＝，､！"{ｍin{RL(､/),2/ＥＦＯ((1)}－１，ＲＬ'(u)｝ 

ＦＯ(u)は１１のファンアウトノード，ＲＬ'(0')は自分自身に与え

られた要求レベル（未定の場合は。ｃとする）を示す．

（１）により元の探索空間の部分空間しか探索しないので，最

適解が見落とされる可能性がある．これに対しては，部分空間

での最適解に後処理を加えて，解の改善を行う．

以下，構造の対する制限，部分問題に対する制約，及び、後

処理について説明する．

３．１構造に対する制限

PrefixgraphG(71)の構造を，以下のように限定する（図4）：

・ノードＵ”.、のファンインをｔｊｎ－ｋ.",UjMcとする

・ノードUn-j､n-jl≦ｊ＜ACの片側のファンインを，ｔ１ｋｋ

とする．このとき、もう一方のファンインはUn-ﾙｰjn-jとなる．

・ノードUn-Aw,，UAwJh・をベースノードとする部分グラフに

おいても，再帰的に同様の構造が成り立つ

ノードｕｎＡｐをベースノードとして上記の制限を満たしたprefix

graphをＣ'(〃',p)と記す．

Ｃ'は以下の特徴をもつ：

。Ｇ'い,〃)は，入力数のより少ない２つのグラフ，Ｇ'(、－

Ｍ)，Ｇ'(Ｍ）と｛ｔ１ｎｌ,`},{e･`《!}から構成される．

。ｏ'(n-k,汎)のルートノードに対する要求レベルは,Ｇ(〃）

のルートノードに対する要求レベルＲＬｏから唯一に定まる．入

力到達レベルは同一．

。Ｇ'('１，，u）のノード数は，部分グラフＧ'(，Ｉ－ｌＭ)，

－１１３－ 
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図５ノードのファンアウト

図４限定された構造のprefixgraph

Fig4Restrictedprefiｘ摩aph ・唯一の垂直エッジをもつ

・ん個(ん≧1)の斜めエッジと高々1個の垂直エッジをもつ

のどちらかであり，かつ，斜めエッジをもちうるのは，そのノー

ドが部分グラフにおけるベースノードになる場合のみである

(図5(a))．ベースノードにならないノードは，垂直エッジしか

もたず，その推移的ファンアウトノードがベースノードになる

ことはないしたがってベースノード以外のノードから出力へ

のパスは一通りであり，出力へのパスの長さは垂直エッジの個

数ｍで定まる（図５(b))．また，ｍは同じ部分グラフのルー

トノードでは同一であるため，部分グラフに対して一意に定ま

り，ベースノード以外のルートノードの要求レベルは，以下の

式で計算できる：

Ｇ'(Ｍ)それぞれのノード数と|{秒｡｡｡}|の総和で求まる

。Ｇ'62,冗)が制約の下でのノード数最小解であるならば，

Ｇ'(、－ん,、)，Ｇ'(Ｍ)は２つの部分問題，

－RLoから生成される制約RL6の下でのＧ'(、－Ｍ)の

ノード数最小化問題

一RLoの下でのＧ'(Ｍ)のノード数最小化問題

に対するそれぞれ最小解であるこれは，もし最小でないとす

るならば，それぞれの最小解に置き換えることでＧ'(，Ｍｎ)に対

するより小さい解が生成されることから証明される．

以上により，Ｇ'(",〃)のノード数最小化問題は最適性の原理

が成り立ち，動的計画法により，部分問題の最適解から全体の

最適解を導くことが可能となる．

３．２部分問題に対する制約

サイズ九'＜〃の部分グラフｃ'(､',p)に対する部分問題を解

くためには，そのグラフのれ'個のルートノードに対する要求

レベルが必要となる．要求レベルは，そのノードの推移的ファ

ンアウトが決まらないと計算できないため，サイズの小さい順

に部分問題を解いている段階では定まらないそこで，遅延を

考慮したテクノロジマッピングで用いられている手法（[３Ｄと

同様，そのノードがとりうる要求レベルの範囲を想定して，そ

れぞれの場合について最適解を求めておき，ファンアウトの構

成が決まった段階で，定まった要求レベルに対する最適解を選

択していくことで，解を生成する．

部分グラフの各ルートノードが．ｒｊ通りの値を要求レベルと

してとりうるとすると，サイズ〃'のグラフに対する部分問題

としては，それらすべての組合せ，すなわち，Ⅱﾀﾞﾆ,『j通りの
制約集合を考慮する必要があることになり，すべての部分問題

において，その制約全てに対する解を求めるのは現実的ではな

い．そこで，Ｇ'の構造の特徴を利用して，考慮すべき制約の個

数を削減する．

３．２．１保持すべき要求レベルの個数の削減

Ｇ'における各ノードｍ１Ｌｊのフアンアウトは，次の２種類に

分類される：

ｏ０１ｉ４ｊ（j＜j')：垂直成分

．Ｕ,+１hｺ+片（１≦AC)：斜め成分

''’.ｊと垂直成分のノードを結ぶエッジを垂直エッジ，斜め成分

ノードを結ぶエッジを斜めエッジと呼ぶことにすると，ｕ',.ｊは

ＲＬ(U`.』)＝ＲＬ(Ujj)－ｍ

以上により，各部分問題に対して，すべてのルートノードに

対する要求レベルを用意する必要はなく，ベースノードの要求

レベルと，それ以外のノード集合用の垂直エッジの個数という

2つの要素のみに着目すれば，すべてのノードの要求レベルを

計算できる．

３．２．２垂直エッジの個数ｍのとりうる範囲

０ｍの最小値mmin：

…-(l腕
。Ｃ'(n',pos)におけるｍの最大値ｍｍＱ墾は，〃'(部分グラ

フのサイズ)とpos(ベースノードの位置)から決まる（図６)：

mmo麺＝ＰＯＳ－ｎ’１≦〃'≦ＰＯＳ≦、

３．２．３ベースノードの要求レベルのとりうる範囲

・下限

構造の制約がない場合の最小到達レベルをALminとすると，

RL(Ui`）≧ＡＬ…(Uij） 

・上限

あるグラフのベースノードから出力へのパスは複数存在するが，

それぞれにおける垂直エッジの数は，同じ部分グラフのベー

スノード以外のノードから出力への垂直エッジの数ｍに等し

い要求レベルは最小値で効いてくるため，斜めエッジの存在

は要求レベルを厳しくする方向にしか働かないしたがって，

RL(U１．j)≦ＲＬ(q1jj)－ｍであり，要求レベルの範囲の上限と

して使える
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表１入力レベルが均一な場合（左表３２ビット，右表６４ビット）

IEblelRBsultswithunifbrminputtimingconstraints 
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４ △ 
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、

▼ 

Ｖ 
解を求めるもので，制限したことによるデメリットは，後処理

のヒューリスティックで回復する．後処理のヒューリスティック

は，Ｌｉｕの手法で「シリアルに近い形を選ぶ」のと類似の処理

であるが，ヒューリスティックを適用する以前に，制限された

中ではあるが，まずグローバルに最適な構造を得るところが異

なっている．

５．評価

Ｇ(、,、）

図６Ｇ'("',pos)の垂直エッジ数の範囲
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５．１Prefixgraphのノード数の比較

提案手法の効果を評価するために，下記のタイミング制約の

下でprefixgraphを生成し，文献１５]の手法とノード数の比較

を行った

・入力到達レベル（O)，出力要求レベル（表中のlv）とも

ばらつきがない場合．（表１）

・ランダムに入力にばらつきを与えた場合（表２左）

・凸型のばらつきを与えた場合（表２右）

表中，ＤＰは本手法，ｌｉｕは文献[5]の手法を実装した結果であ

る．入力/出力にばらつきのないｎビットのprefixgraphにお

いては，そのノード数sと深さ，（ノードの到達レベルの最大

値）の間には，Ｄ＋Ｓ≧２，－２という関係が成り立ち，特に

深さが(２１ｏ９ｎ－３)≦Ｄ≦(、－１)の範囲にあるときは，等

号が成り立つ解が存在することが知られている[６１表１におけ

る、ｉｎ欄は，この式から求めたノード数最小値である．

上記３つのどのケースにおいても，Ｌｉｕの手法より少ない

ノード数が得られたまた，入力にばらつきがない場合で，レ

ベル数制約が比較的緩い場合には，厳密最小解が得られている．

ノード数削減の割合は，与えた制約によって変わってくるが，

ランダムに与えた場合に関しては，平均で１０％程であった

処理時間に関しては，ビット幅と制約条件の緩さに依存する

が，６４ビット，深さ１１の場合で１０秒程度，１２８ビット深さ

７で１００秒程度であり，実用上，適用可能であると考えられる

(ＣＰＵ:Pentium４３．０ＧＨｚ,ＯＳ:ＦｒｅｅBSD5.3）． 

参考までに，文献{4]に示されていたデータに対して，本手

法を実行した結果を表３に示す．ビット幅は３２で，表に示し

たような特徴をもつ制約が与えられている１４]の項の値は，文

献に書かれていたものである．ほぼ同等の結果が得られている

が，本手法の方がノード数が大きくなる場合も見られた．この

他，表１左(32bit）の例に関しては，同じ結果が得られたが，

それ以外のデータについては比較ができていない．この手法

はヒューリスティックなので，結果の傾向を予測することはで

図７後処理によるノード数の削減

Fig.７PostprocessingfbrreductionofthｅｎｕｍｂｅｒｏｆｎｏｄｅＢ 

３．３後処理

本手法で加えた構造への制限により，探索空間から除外され

るprefixgraphが存在することになるため，元の問題に対する

最適性が失われる．これを改善するためにｃ'(〃,〃)に対して

得られた最小解に対して，下記のヒューリスティックを用いて

ノード数を削減する（図７)．

・ベースでないノードＵｄｊのうち，片方のファンイン

Ui-ltj-AをTﾉi-Lj-1に変更しても要求レベルを満たす場合，

ファンインをつけ変える．この時，もう片方のファンインは同

じ列のリーフノードになるもとのファンインノードはファン

アウトがなくなり，出力へ到達可能でなくなるため削除できる．

４．関連研究

ビットごとに与えられた入力到達レベル，出力要求レベルを

満たす範囲で，prefixgraphのノード数最小化を行う手法とし

ては，文献[4]’'5]が知られている．文献[4]は，prefixgraph

に対して局所変換を順次適用するもので，実行時間が短く，実

験的にノード数最小，あるいは，最小に近い解が得られるとい

う報告があるが，最適性の保証はない文献[５１の手法は，動
的計画法を用いて遅延最小解を求めることが基本となっている．

面積に関しては，各ノードの最小レベルを計算したのち，出力

から逆向きに走査してノードに対する要求レベルを計算し，要

求レベルが満たされる範囲で，できるだけシリアルに近い形を

選ぶ，というヒューリスティックによって，面積の削減を行っ

ている．制約を満たすことは保証されるが，面積に関しては最

適性の保証はない

本手法は，構造を限定することによって，その中で厳密最小

－１１５－ 



表２タイミング制約が一様で無い場合（３２ビット）

TEble2Resultswithnon-unifbrminputtimingconstraints 

表４論理合成後の面積の比較（凸型）

IEble4Areacompamsonafterlogicsynthesis(convex） 
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表５論理合成後の面種の比較（ランダム）

nble5Areacomparisonafterlogicsynthesis(random） 
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表わすprefixgraphの探索問題として捉え，構造に対する制限

と，考慮すべき制約の数の削減により探索空間を削減する手法

について提案した．構造の制限により元の問題に対する最適性

は保証されないが，後処理によって解を改善することにより，

結果的に既存手法より１０％程度ノード数の小さいprefixgraph

を生成できる場合があることを確認したまた，論理合成後の

回路の面積については，与えられた制約によって，既存のツー

ルに比べて，３５％以上小さくなる場合があることを示した．与

える制約によっては，効果の度合いが変わると思われるが，本

手法による概略構造レベルでの考慮が，最終的な回路の質に大

きく影響を与える場合があることが確認できた．

今後の課題としては，まず後処理に関する体系的な考察が考

えられる．また，より制約/目的に即した回路を生成するため

に，ノード数/要求レベルより精度の高い面積/遅延の指標を扱

うことや，テクノロジマッピング技術との融合があげられる．
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表３文献[4]の手法との比較

TEble3Comparisonwith[4］ 
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きないため，より詳細な比較/評価を行うためには，実際に文

献[4]の手法を実装する必要がある．

５．２合成後の回路面積の比較

ランダム生成の場合と，凸型の場合について，レベル１段分

を遅延時間に換算して入力到達時刻を設定し，市販の論理合成

ツールでテクノロジマッピング（TSMCO13artisanlibrary）

を行った結果を示す．表４，５において，max-delayは最大遅

延制約の値(ns)である．ｂｋ，ｓｋ，ｋｓはそれぞれ既存のparallel

prefixadder（Brent-Kung型，Sklansky型，Kogge-Stone型）

を合成した結果である．市販ツール（表中ＬＳ）以外は，prefix

graphに相当するverilog記述に対して論理合成を行った結果

であり，市販ツールに関しては，算術式の形でverilog記述を

与え，自動的に演算器合成を行った結果である．合成オプショ

ンとしては，概略構造を変更しない範囲で論理最適化/マッピ

ングを行っている．表の例に対しては，本手法を用いてprefix

graphレベルで入力ばらつきを考慮した概略構造を生成するこ

とにより，固定の構成を使用する場合，論理合成で実現する場

合，既存の手法を用いる場合と比較して，最終的な回路面積が

小さくなることが確認された．削減率は，既存手法に対して，

10％程度，市販ツールに対しては，３５％以上削減できる場合が

あることが示されている．

６．おわりに
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