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並列疎行列ベクトル積における最適なアルゴリズム選択の効果

工 藤 誠� 黒 田 久 泰��

片 桐 孝 洋��� 金 田 康 正 ��

並列疎行列ベクトル積の性能は行列の構造や計算機の性質に大きく依存するため，これらの性質に
合わせた高速化手法で計算することが重要である．本論文では筆者らの作成した複数の高速化手法を
含んだ並列疎行列ベクトル積のルーチンを紹介する．また行列や計算機の性質に応じて最適な高速化
手法を選択した場合の性能を，従来法である妥当な固定手法を用いた場合の性能と比較する．�機種の
並列計算機上での実験では，最適なアルゴリズム選択により平均して ���� 倍の速度向上が得られた．
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�� は じ め に

疎行列ベクトル積 �������は，科学技術計算を始
めとする多くのアプリケーションにおいて重要な計算
カーネルである．最近では並列計算機の普及に伴って，
並列 �����が重要視されてきている．今までに多く
の並列 ����� の高速化アルゴリズムが提案されて
きたが�����，これらの効果は対象の行列の非零構造
や計算機のアーキテクチャに大きく依存し，最適な高
速化アルゴリズムは行列や計算機の性質によって異な
る．この理由から，高速化アルゴリズムをこれらの性
質に合わせて選択することが重要であると我々は考え
る．従来の手法では，すべての行列と計算機に対して
固定した妥当なアルゴリズムを適用する方法が多い．
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また最適なアルゴリズムを選択したとしても，並列環
境において十分なものではない．本稿の目的は，並列
����� において行列や計算機の性質に合わせた高速
化アルゴリズムを用いることの効果を示すことである．
�����では，右辺ベクトルに対して不規則なデー
タアクセスパターンになるために一般的に密行列ベク
トル積よりもパフォーマンスが悪い．そのためデータ
アクセスパターンを最適化して �����の計算カーネ
ルを高速化することが重要である．一方並列環境では，
右辺ベクトルのデータをプロセッサ間で通信する必要
があり，低速なネットワークで結ばれた環境ではこの
通信時間が無視できない．したがって，ローカルな計
算と通信との両方を最適化することが重要である．
我々は計算部分と通信部分において様々な高速化ア
ルゴリズムを用いて実装されている並列 �����ルー
チンを作成した．このルーチンでは，それぞれのアル
ゴリズムの時間を実行時に計測して最適なアルゴリズ
ムを選択する，という手法でパフォーマンスの向上を
狙った．最適なアルゴリズムは行列の特性によって変
化するので，実行時にアルゴリズムを選択する機構は
ハイパフォーマンスを達成するために不可欠である．
本稿では我々のルーチンの性能と従来手法の固定アル
ゴリズムを用いた場合の性能を比較することで，我々
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のアプローチの効果を示す．ただし，本報告の目的は
最適化の可能性を示すことにあるので，アルゴリズム
選択の時間については考慮していない．
��� 関 連 研 究
現在，����� の高速化手法にはライブラリ型と
コンパイラ型の 	 種類の取り組み方がある．ライブ
ラリ型は ����� ルーチンをユーザが使うメソッド
として提供するものである．このアプローチには，

�
�������� 
������，������ などが知られて
いる．
�
�����と 
����は高速化の手法を実装
しているが，これらの高速化はすべての行列や計算機
に対して固定されているか，またはユーザが指定する
ようになっている．��� ではどの高速化手法を使う
かを実行時に選択するようになっているが，�����
の高速化手法に関する部分の実装は少ない．
コンパイラ型は，対象の行列に最適化された�����

のプログラムコードを実行前に生成するものであり，
�
�������� や ������ ����	
���� などがある．この
アプローチでは行列や計算機の性質に合わせた最適化
を行うことができるが，並列環境で通信の最適化を行
う機構がない．
本稿で示す研究はライブラリ型の基本研究であると
いえる．

�� 実装したアルゴリズム

行列ベクトル積 � � ���� � �
���� � � ��� � �

�
�� を考える．ここで � は疎行列，�� � は密なベク
トルである．並列環境では，次の２つの処理が必要と
なる．
� ベクトル �のデータをプロセッサ間で通信する．
	 各プロセッサで行列ベクトル積を計算する．
本章では，我々が実装したアルゴリズムについて説明
する．
��� データ構造
疎行列を格納するデータ構造については，いくつか
の方法が提案されているが，我々は行圧縮形式 �����

������� ������ ���  ����!�を採用した �図 ��．ま
た行列データの分散方法は行ブロック分散 �図 	� と
した．
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図 � 行ブロック分散
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��� プロセッサ内計算のアルゴリズム
����� �����	�
 �������

疎行列の中の 	�	や "�"の小さな密ブロックを見
つけ出して，それをブロック化して計算することによ
り，レジスタ使用を最適化し，ロード命令を減少させ
ることができる．この方法は ��#$�!�� �%��&$'#と呼
ばれる �図 "������	
�	��．疎行列はこのブロッキングに
よりブロック化されたものと，ブロック化されなかっ
た余りの行列との２つに分割される．

� � ������� ( ���	
��� ���

我々のルーチンでは，次の �)種類のブロックサイズ
の ��#$�!�� �%��&$'#を用意した．

��	� ��"� ��*� 	��� 	�	� 	�"� 	�*�

"��� "�	� "�"� "�*� *��� *�	� *�"� *�*

以降では，+��#$�!�� ,%��&$'# ���-のことを +���

�-と表記する．
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図 � レジスタブロッキングの例 $���%
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疎行列には，対角要素周辺に非零要素が密集してい
るものが多い．これらの行列の �����を高速にする
ために，対角要素周辺をブロック化し，その部分が密
の帯行列として扱うことで高速化できる．この方法を
.$�#�'�% �%��&$'#と呼ぶ．.$�#�'�% �%��&$'#では，
ブロック内にある零要素も非零要素として計算するの
で，浮動小数点計算が増える可能性がある．また我々
のルーチンでは，.$�#�'�% �%��&$'#の残りの行列に
対して ��#$�!�� �%��&$'#を適用した．この方法によ
り，行列は次の "つに分割される．

� � ������� (������� (���	
�� �	�
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我々のルーチンでは，次の /種類のブロックサイズを
用意した．

"� )� 0� 1� ��� �"� �)� �0� �1

ここでブロックサイズは，帯行列の帯幅のことである．
以降では，ブロックサイズ �の.$�#�'�% �%��&$'#を
+. �-と表記する．
����� ��
�����

我々のルーチンには，アンローリングした計算カー
ネルも実装されている．この実装では，最内ループの
みがアンローリングされている．本稿で実装したアン
ローリング段数は，��	�"�*�)�2�0�/ の / 種類である．
以降では，�段アンロールのことを +3 �-と表記する．
��� 通信アルゴリズム
並列環境では，�����計算は右辺ベクトルのデー
タをプロセッサ間で通信しなくてはならない．この通
信時間はプロセッサ数が増えるに従って大きくなる．
したがって，通信時間を減らす工夫をすることは並列
�����を高速化するのに重要である．我々のルーチ
ンでは，通信ライブラリに�
�を使用し，次の "種
類のアルゴリズムを実装した．
����� �����	��
 通信
各プロセッサが他の全てのプロセッサに対して自分
が担当する全ベクトルデータを送信する，ナイーブな
通信アルゴリズムである．この処理は�
� �%%#�!4��

を使って実現される．しかしこの方法では，通信する
データ量は非常に大きくなる．
����� 範囲限定通信
この通信アルゴリズムでは，各プロセッサは通信が
必要な最小の連続した範囲のブロックのみを通信する．
通信が必要でないプロセッサ間では，通信が全く行わ
れない．しかし通信データの量は，多くの行列で最小
とはならない．
����� 最小量通信
この通信アルゴリズムでは，通信が必要な要素のみ
を通信する．そのため通信データ量は最小である．た
だしこの通信を一回の �����#� 
���$'# で実現する
ためには，通信前と通信後に通信バッファに詰め込ん
だり ����&�，元の並びに戻したり �5'���&�する作業
が必要となる．この処理は重たい処理ではないが，通
信量が小さい行列の場合にはこれがオーバーヘッドに
なる場合がある．

�� 最適アルゴリズムの選択方法

我々のルーチンでは，前章で述べた計算と通信の複
数のアルゴリズムを実装しており，この中で最適なも
のを実行時に選択する．この章では，対象の行列と計
算機に最適なアルゴリズムを見つける方法について説
明する．
��� アルゴリズムセット
我々のルーチンに実装されたプロセッサ内計算アル

表 � 計算アルゴリズム
��)�� � ��� �	��� �	�������	� ���	������

�������� ����

�������� ��	��	��	��	��	�
	��	��

����	����	����	

������� ���� �� ����	����	����	����	

����	����	����	����	

����	����	����	����

!�"��"� ���� �� !�	!�	!�	!�	!��	!��	!��	!��	!��

表 � 通信アルゴリズム
-�� ����-��  ��� はブロッキング通信
-�� ������-�� ����� は非ブロッキング通信である

��)�� � ��� �	���������	� ���	������

-�� ��� ��� -��  ��� ��� )�	����� �	���.

������	�� -�� ����� ��� -�� ����� ��� �	�.

)�	����� �	���������	�

���� �"�"� #$��"�"����

���"���� ���"���� 通信
%��&���'(�"�� )*+ %��& と )*+ ���' を使う範囲限定通信
+���&+���'(�"�� )*+ +���& と )*+ +���' を使う範囲限定通信

)*+ +���& )*+ +���' ��&�� の順
+���'+���&(�"�� )*+ +���& と )*+ +���' を使う範囲限定通信

)*+ +���' )*+ +���& の順
%��&���'(��� )*+ %��& と )*+ ���' を使う最小量通信
+���&+���'(��� )*+ +���& と )*+ +���' を使う最小量通信

)*+ +���& )*+ +���' の順
+���'+���&(��� )*+ +���& と )*+ +���' を使う最小量通信

)*+ +���' )*+ +���& の順

ゴリズムを表 �に示す．これらのうちの一つが選択さ
れる．各プロセッサごとに最適な計算アルゴリズムが
異なる場合があり得るので，プロセッサごとに異なる
計算アルゴリズムを選択することがある．
また実装された通信アルゴリズムは表 	 に示されて
いる．これらの中の最適な一つが通信アルゴリズムと
して選択される．
��� 選 択 方 法
最適アルゴリズムの選択には，	 つの段階がある．
最初に通信アルゴリズムを選択し，次に計算アルゴリ
ズムを選択する．通信アルゴリズムの選択では，表 �

の全アルゴリズムの時間を計測し，最も速いものを選
択する．次に計算アルゴリズムを選択するが，計算の
時間のみを計測して最適なアルゴリズムを選択したの
では，通信と組み合わせた時に多くの場合それが最適
ではない．したがって，前に得られた最適な通信アル
ゴリズムと組み合わせた時間を計算アルゴリズムの時
間として計測する．この方法で表 �のすべての候補の
時間を計測し，最速なものを選択する．
なお本稿の目的は，並列 �����が最適なアルゴリ
ズムを選択することによりどれだけ高速化され得るか，
を示すことにあるのでアルゴリズムの選択にかかる時
間については考慮していない．

�� 性 能 評 価

前章で説明した我々のルーチンを使い，最適なアル
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表 � 実験機種
��)�� * -������/� +������������

,"�� *�������� *# ,��-�� 

.������� .������� .�������

,"�� '������ ������

*.(��/���� *����/�+++ � ��� �"��(�

��� )01 #�������

�� �2��2� (3�

.3)*�4 ����" ���
� � %)*

����"%��'�� 5%�� ��� )01

.���"6 . 
2�(��� (7"��

)+*% ������ � !%)

%5+ ���� ��� )01

)+*%��� . �2�� (
� (3�

+�"��/� � %)*

0+��.0+ 0����� ��� )01

+���� +�"��/�

.������� �2�2� (3�

表 � 実験行列
��)�� 0 ��� ��������������� 	
 ���� ��������

,�2 ,"�� #$��"�"���� !��������,��(1����

� ����� �� 8#) �����"� '���"���� ��
�
 �������

� '�� "��������/��/��& �! �/��� ���'�� 
���� �������

� �"�"��� %�/���� ��� �� ������� ����� �
�����

� �-� *����/��1�& -��& �/���� ������ ��
�����

� �"���$ �����"7� 9"� "��/"��� �����
 �������

ゴリズムを選択した場合の性能と，あらかじめ決めて
おいた固定アルゴリズムを用いた場合の性能とを比較
した．
��� 実 験 環 境
本実験では，性能やアーキテクチャが異なる *機種
の並列計算機上で実験を行った．これら計算機の特徴
を表 "に示す．
��� テスト行列
実験で使用した行列は，すべて�$� .�6$�-� ��!�$�

��%%��!$�'��� から集めたものである．これらの特徴を
表 *に示す．
��� 固定アルゴリズム
本実験では最適なアルゴリズムの場合と，すべての
環境と行列に対してデフォルトの固定アルゴリズムの
場合の性能を比較する．比較に用いた４つの固定アル
ゴリズムを表 )に示す．これらの固定アルゴリズムの
組み合わせは多くの �����ルーチンの実装でよく出
てくるようなものにした．計算部分では +3�-�'� 5'�

��%%$'#�または +�	�	-．+3�-は高速化をしていないナ
イーブな実装であり，+�	�	-は多くの環境や行列に
対してよい性能が期待されるものである．また，通信
アルゴリズムは +�%%#�!4��- または +����6���'���$'-

としている．+�%%#�!4��-は簡単だがとても遅い実装，
+����6���'���$'-はほとんどの場合高速なことが期待
されるアルゴリズムである．計算と通信がそれぞれ 	

通りずつあり，それらの組合せによって *通りの固定
アルゴリズムとなっている．
��� 実 験 結 果
実験の結果を表 2から表 1に示す．この表の中で，

+7�8-は表 *に示された行列番号を表す．+%���%-の列

表 � 固定のデフォルトアルゴリズム
��)�� 1 ��
���� 2,�� ���	������

3	' �	��� �	�������	� �	���������	�

� �� +��������

� �� ����������.���

*  ��� +��������

0  ��� ����������.���

は計算のアルゴリズムに何が選択されたかを表す．並
列数が / なのでこの列にはそれぞれ / つの要素が書
かれている．列 +����-は選択された通信アルゴリズ
ムを表す．列 +!$�� ��9�5%!-は固定アルゴリズムを使
用した場合の時間を表す．単位はミリ秒である．括弧
の中の 	 つの数字は，それぞれ計算時間と通信時間
である．列 +!$�� ��!-は，最適なアルゴリズムを選択
した場合の時間を表す．単位はミリ秒で，括弧の中は
+!$�� ��9�5%!-と同じである．列 +������5�-は，最適
なアルゴリズムを使用した場合の速度が固定アルゴリ
ズムの場合と比べてどれだけ高速になったかの比率を
表す．
スピードアップの平均を表 �:にまとめた．この結果
から，最適なアルゴリズムを選択した場合には，固定
アルゴリズムを用いた場合に対して �8	1倍から *8)2

倍高速になることがわかった．
これらの結果から，計算機のアーキテクチャや対象
の行列によって最適なアルゴリズムは大きく異なるこ
とがわかる．�%�4� マシンでは計算アルゴリズムに
3'��%%$'#がしばしば用いられている．一方，他の計
算機では ��#$�!�� �%��&$'# が多く選択されている．
また計算アルゴリズムは行列の性質によっても最適な
アルゴリズムが大きく異なることがわかる．最適な通
信アルゴリズムに関しては，�%%#�!4��か範囲限定法
か最小量通信か，といったアルゴリズムのタイプは行
列に依存し，�
� の関数のタイプは計算機に依存し
ていることがわかる．

表 �� スピードアップのまとめ
��)�� �4 ������ 	
 �����.���

��	���� � � ( �

)*�	����� +�,+ ���- +��( ��-+
*.�)/0 (�11 ��,� (��� ���+

�2$ (�1( ��,� (��1 ���-
3$�/*3$ ��(� ��4� ��+1 ���-

������� ��,1 ��,1 ��-� ����

�� お わ り に

我々はローカルな計算部分と通信部分に複数の高速
化アルゴリズムを持つ並列疎行列ベクトル積 �������

ルーチンを作成した．このルーチンでは，各アルゴリ
ズムの性能を実行時にすべて計測することで行列や計
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表 � ��.������� での結果
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表 � �	���6 での結果
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表 	 �� での結果
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表 
 9��+�9� 9+8444 での結果
��)�� : ��� ������ 	
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算機に対して最適なアルゴリズムを選択する．この最
適なアルゴリズムを用いた場合の性能を，妥当な固定
アルゴリズムを用いた場合と比較した．実験の結果，
最適なアルゴリズムの選択により平均して �8	1 倍か
ら *8)2倍の速度向上が得られた．この結果から，行列
や計算機によらず一様にアルゴリズムを固定して計算
をするのは高性能を達成するのに十分ではなく，行列
や計算機の性質に合わせてアルゴリズムを変えること
が重要であるということが示された．したがって我々
は，高速な並列 ����� のルーチンを作成するには，
最適なアルゴリズムを動的に選択する機構を取り入れ
るべきである，と主張する．
今後の課題は，最適なアルゴリズムを軽いオーバー
ヘッドで見つけ出す手法を構築することである．この
機能は高速な並列疎行列ベクトル積ルーチンを作成す
るために重要である．
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