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概要

対称 3重対角行列の固有値計算については既にいくつかの定評ある手法がある．本論文は，2
重対角行列の特異値計算法として開発されたmdLVs法 [7]を対称 3重対角行列の固有値問題
に適用し，新しい固有値計算法として LAPACKのいくつかのルーチンと比較する．その結果，
高精度と高速性をともに必要とする場合，正定値行列に対してはmdLVs法が優れていること
が示された．
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Abstract

There are some approved methods for computing eigenvalues of symmetric tridiagonal matri-
ces. In this paper the mdLVs scheme [7] for computing singular values of bidiagonal matrices
is applied to the symmetric tridiagonal eigenvalue problem and is compared with the several
routines of LAPACK as a new algorithm for eigenvalues. When one needs both accuracy
and computational time, the mdLVs scheme is shown to be better for the positive-definite
case.

1 はじめに
対称な正方行列 A ∈ Rm×m は，適切な直交行列

U ∈ Rm×mと対角行列 Λ ≡ diag(λ1, λ2, . . . , λm) に
よって，

A = UΛU>

のように分解可能である．これが A の対角化であ
り，λk は A の固有値と呼ばれる．
行列の固有値計算は，本質的な特徴が抽出できる
ため極めて重要である．固有値により微分および差
分方程式モデルの解析が可能で，基礎から実用レベ
ルまでさまざまな利用法があり，その応用分野も多
岐にわたる．また，固有値は統計データの主成分分

析と関連深く，情報検索のための潜在的意味インデ
キシング技術 [1]や 2次元画像から 3次元元画像を
復元する技術 [12]といった次世代技術の核となる演
算でもある．
行列の次数mが大きくなるにつれて，行列の固有
値計算は極端に困難になる．わずか 10次行列でも，
10次の特性多項式を解かなければならない．ときに
は数 10万次以上もの大規模行列を扱うこともあり，
計算機なしでは現実的な時間で計算することはでき
ない．計算機上の演算では，処理速度や記憶容量の
限界を超えないよう十分注意する必要がある．さら
に，数値安定性や収束性が保証された計算手法を選
択することが理想的である．
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実対称正方行列 A を実対称 3重対角化すること
が，計算機で A の固有値を求める優れた前処理の
1つとされている．この前処理には，中規模ならば
Householder法 [2, 5]が，大規模ならば Lanczos法
[13]が用いられることが多い．実対称 3重対角行列

T =




a1 a2 0
a2 a3

. . .
. . . . . . a2m−2

0 a2m−2 a2m−1




の固有値計算法としては，2分法 [2, 13, 14]，root-
free QR法 [2, 3, 5]，Jacobi法 [2, 5, 13, 14]などが
代表的であるが，どれも計算速度・精度および信頼
性のいずれかに弱点がある．ゆえに，ユーザーが計
算手法の違いについて十分考慮した上で，用途に応
じた適切な手法の選択が必要不可欠となる．
一方，特異値を求める手法には，高速高精度なdqds

法 [4, 10]や，速度ではやや劣るものの高精度かつ信
頼性の高い mdLVs 法 [6, 7] などがある．本論文で
は，これらの高性能な特異値計算法を拡張して固有
値を計算する方法を示し，数値実験によってその有
効性を評価する．

2章において，既存の特異値計算法に少しだけ演算
を追加すれば，実対称 3重対角行列の固有値が求ま
ることを理論的に示す．3章では，2分法，root-free
QR法および dqds法との比較実験を行い，mdLVs
法の計算速度・精度に関する特性を明確にする．

2 実対称3重対角行列の固有値
数値計算ライブラリ LAPACK[8]では，実対称 3

重対角行列の固有値を求めるルーチンとしていくつ
か公開されている．ところが，高精度に計算できる
が時間がかかる，高速だが精度が悪い，あるいは高速
高精度だが数値安定性が保証されていないなど，決
定的なルーチンが存在しないのが現状であろう．本
章では，高性能な特異値計算法によって，実対称 3
重対角行列の固有値が計算可能であることを数学的
に示す．
まず，T が正定値，すなわち，すべての固有値 λ

が正の場合について述べる．このとき，上 2重対角
行列によって，T の Cholesky分解

T = B>B

B ≡




b1 b2

b3
. . .
. . . b2m−2

0 b2m−1




ができる．ただし，B> は B の転置行列を表す．具

体的には，

b2
1 = a1 b2k =

a2k

b2k−1
,

b2
2k+1 = a2k+1 − b2

2k, k = 1, 2, . . . , m − 1 (1)

のように b1, b2, . . . , b2m−1 の順にBの対角および非
対角成分が求まり，T のCholesky分解ができる．こ
こで，T と B の小行列

Tj ≡




a1 a2 0
a2 a3

. . .
. . . . . . a2j−2

0 a2j−2 a2j−1




,

Bj ≡




b1 b2

b3
. . .
. . . b2j−2

0 b2j−1




,

j = 1, 2, . . . , m

を導入する．ただし，Tm = T, Bm = B である．T

が正定値なので，すべての j の対して，小行列式は
det(Tj) > 0となることに注意する．このとき，

0 < det(Tj)

= det(B>
j Bj)

= det(B>
j )det(Bj)

=
j∏

k=1

b2
2k−1

となり，b1, b3, . . . , b2m−1 は明らかに実数である．対
角成分 b2k−1が実数ならば，(1)より非対角成分 b2k

も実数である．すなわち，T が正定値ならば，成分
すべてが実数である上 2重対角行列 B によって T =
B>B とCholesky分解できることが分かる．これは，
B の特異値を求めてその値を 2乗すれば，T の固有
値になることを意味する．
一方，T が不定値ならば，対角成分に T の最小固
有値の絶対値 |λmin| を加算した新たな実対称 3重対
角行列

T̄ = T + |λmin|I (2)

について考えればよい．I ∈ Rm×m は単位行列であ
り，この操作は T の原点シフトと呼ばれる [2, 5, 10]．
ここで，T̄ の固有値 λ̄ がすべて正，すなわち T̄ が
正定値となることに着目する．このとき，上述した
ように T̄ = B̄>B̄ を満たす上 2重対角行列 B̄ の特
異値の 2乗を求めれば，T̄ の固有値となる．さらに，
(2)より λ = λ̄ − |λmin| は明らかで，λ̄ の値が求ま
れば T の固有値が得られることが分かる．
以上より，実対称 3重対角行列の性質によらず，上

2重対角行列の特異値を求める手法が転用可能といえ
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表 1: 各ルーチンの平均実行時間

行列サイズ

5000 10000

DSTEBZ (2分法) 34.65 134.7
DSTERF (root-free QR法) 1.78 6.98
DLARRE (dqds法) 4.71 17.19
mdLVs (mdLVs法) 7.48 27.53

表 2: テスト行列

対角成分 非対角成分 固有値分布

Type 1 200 10 [180, 220]
Type 2 20 10 [0, 40]
Type 3 20 100 [−180, 220]
Type 4 0 100 [−200, 200]

表 3: 各ルーチンによる計算値と正しい固有値との相対誤差の平均値

Type 1 Type 2 Type 3 Type 4

DSTEBZ (2分法) 1.50E-16 3.48E-16 1.51E-16 1.49E-16
DSTERF (root-free QR法) 2.35E-16 3.28E-14 3.55E-16 3.53E-16
DLARRR (dqds法) 1.45E-16 1.24E-15 4.18E-15 1.38E-15
mdLVs (mdLVs法) 1.33E-16 1.13E-15 1.16E-15 1.18E-15

る．正定値ならば直ちに，不定値ならば原点シフト
(2)後に，Cholesky分解によって初期行列の上 2重
対角行列を生成すればよい．特異値計算法としては，
平方根計算を要する QR法 [2, 3, 5]もあるが，高速
高精度な dqds法やmdLVs法などが適切であろう．

3 数値実験および考察
mdLVsルーチン [11]は，もともとは特異値を高精

度に求める目的で設計されている．2節で説明した
正定値化が計算機上でうまく実現できれば，mdLVs
ルーチンが実対称 3重対角行列の固有値計算におい
ても有効となる可能性がある．そこで，最小固有値
λmin の見積もりと正定値化演算をmdLVsルーチン
に付加して，簡単な数値実験を行った．λmin の見積
もりには，停止条件を緩めに設定された 2分法を採
用した．λmin > 0 ならば Cholesky分解によって得
られる上 2重対角行列を，λmin ≤ 0 ならば正定値化
後の Cholesky分解によって得られる上 2重対角行
列を初期行列として反復計算を開始する．
性能評価のために，LAPACK ルーチンである

DSTEBZ，DSTERF，およびDLARREを比較対象
とした．各ルーチンはそれぞれ，2分法，root-free
QR法，および dqds法に基づいてプログラミングさ
れている．DLARREルーチン内部では，正定値なら
ば特異値計算用の DLASQルーチン (cf.[9])が呼び
出される．正定値か否かの判別には，Gersgorin境界
条件 [4, 10]が利用される．本章では，LAPACKで
のルーチン名ではなく，便宜上，手法名で説明する．
数値実験は CPU：Pentium4 2.6GHz，Memory：

512MB をもつ計算機で行った．OS は Debian 3.0
Linux 2.4.24 とした．
まず，実対称 3重対角行列の対角および非対角成

分を [−100, 100]の乱数によって与えて，各ルーチン

の平均実行時間を測定した．その結果，表 1を得た．
いずれのルーチンについても，行列サイズが 2倍に
なれば実行時間もほぼ 4倍となる．行列サイズが変
化してもこのスケラビリティが極端に崩れることは
ないと推測される．よって，最も高速に固有値が計
算できるのは root-free QR法，逆に最も時間を要す
るのは 2分法ということになる．最高速の root-free
QR法に比べて，dqds法および mdLVs法の実行時
間は，それぞれ 3倍弱および 4倍弱となる．ただし，
root-free QR法は数値的に安定性が保証されないと
いう報告 [3]もあり，信頼性重視ならば使用すべきで
ない手法といえよう．
次に，表 2に示す 4種類の 1000次行列をテスト行

列として，各ルーチンの計算精度について調べた．な
お，すべての k に対して a2k−1 = aodd, a2k = aeven

となるテスト行列の固有値は厳密に

λk = aodd + 2sgn(aeven)aeven cos
kπ

m + 1

となることが知られている [14]．固有値の分布は
aodd − 2aeven < λk < aodd + 2aeven となり，
aeven/aodd の値が小さいほど固有値は近接している
といえる．表 3は，各ルーチンによる計算値と正し
い固有値の相対誤差の平均値を示している．なお，
Maple 9 において有効桁数を 50 で計算した固有値
を正しい固有値とした．表 2のテスト行列の固有値
はいずれも単純である．このタイプの行列では，実
行時間は大きいものの，2分法によって高精度に固
有値が求められる．dqds法やmdLVs法は，不定値
ならば root-free QR法と比較しても分が悪いが，正
定値ならば善戦し，Type 1に限ってはわずかだが 2
分法をも上回る．
さらに，各ルーチンの特性について理解を深める
ために，すべての固有値に対して，計算値と真値と
の絶対誤差および相対誤差をグラフ化した．図 1～
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(c) DLARRE (dqds法) (d) mdLVs (mdLVs法)

図 1: 計算された固有値に含まれる絶対誤差 (Type 1: 正定置かつ零固有値なし)
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(a) DSTEBZ（2分法） (b) DSTERF (root-free QR法)
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(c) DLARRE (dqds法) (d) mdLVs (mdLVs法)

図 2: 計算された固有値に含まれる絶対誤差 (Type 2: 正定値かつほぼ零の固有値あり)
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図 3: 計算された固有値に含まれる絶対誤差 (Type 3: 不定置かつ零固有値なし)
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図 4: 計算された固有値に含まれる相対誤差 (Type 4: 不定置かつ零固有値なし)
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4は，Type 1～4の固有値を 4つのルーチンで求め
たときの誤差であり，図 1～3は絶対誤差を図 4は相
対誤差を示す．なお，固有値を λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λm

とし，グラフの横軸は固有値 λk の添え字 k，縦軸は
絶対誤差あるいは相対誤差の値と表す．2分法によっ
て，テスト行列の固有値は総じて高精度に求まるこ
とが再確認できる．root-free QR法は特に高精度と
もいえないが，正定値か不定値かには大きく左右さ
れず平均的に良好な結果を示した．正定値ならば有
効に機能する dqds法とmdLVs法であるが，dqds法
よりも mdLVs法が高精度に固有値を求められる傾
向も確認できた．
一方，不定値ならば dqds法やmdLVs法で求めた
固有値が精度低下するが，その理由は，例えば Type 4
の 500番目の固有値 λ500 の相対誤差を考察すれば理
解できる．図 4において，他の固有値と比較して 500
番目付近の固有値に極端な精度悪化が見られる．原点
シフト (2)で |λmin| = 200として正定値化した行列 T̄

の固有値をmdLVs法で求めると λ̄500 = 2.00 · · ·×102

となった．この値を真値と比較したところ 16桁すべ
て一致した．すなわち，T̄ の固有値計算に精度悪化の
原因があるわけでない．問題は λ500 = λ̄500 −|λmin|
のように T̄ の固有値 λ̄500 = 2.00 · · · × 102 とシフト
量 |λmin| = 2.0 × 102 を減算して T の固有値 λ500

を求める際に生じる．もともと 16 であった有効桁
数が 13になるからである．このような情報落ちは，
不定値の場合を mdLVs法が不得意とする主な要因
と推察され，もし改善されれば大幅な精度向上が期
待できるだろう．

4 まとめ
精度も速さもある程度必要ならば，対称 3 重対

角行列の固有値計算ルーチンとしては，正定値で
は mdLVsがよい．不定値では DLARREルーチン
(root-free QR法) に対して精度がやや劣り改善の余
地がある．本研究では，固有ベクトルを用いない固
有値計算法として，mdLVs法をDSTEBZ (2分法)，
DSTERF (root-free QR 法)，DLARRE (dqds 法)
との比較を行った．一方，固有ベクトルから逆反復
法などを用いて高精度の固有値計算を行うルーチン
として，LAPACKにはDPTEQRやDSTEGRがあ
る．固有ベクトルを利用した固有値計算法としての
mdLVs法の性能評価は別の機会に報告したい．
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