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"HEB上での;'集合論の構成
河野真治

琉球大学工学部4IJOKJ ,0/0'BDVMUZ PG &OHJOFFSJOH
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"HEB は省略可能な型変数を持つ純関数型言語であ
り、カーリーハワード対応に基づく証明支援系として
使うことができる。数学的な命題は型として記述され、
その証明は型を実現するλ項として記述される。ここ
では直観主義論理に適した非構成的な仮定を導入し、;'$集合論の公理を証明する。集合はデータ構造であ
る順序数上の述語 	0SEJOBM EFࣾOBCMF
として導入する。
� 集合論と"HEB
本論文では ;'集合論の公理を仮定するのではなく、型
付き関数型言語と 	おなじことだが
直観主義論理に基
づく定理証明系である "HEB<�>にいくつかの公理を導
入し、;'集合論のモデルを構築する。;' 集合論の公理は "HEB により、直観主義論理で
記述される。まず自然数を無限集合に拡張した順序数	0SEJOBM
の公理を SFDPSEで定義し、その順序数上の方
程式として0SEJOBM %FࣾOBCMF 	0%
<�>を"HEBの SFDPSE	直積に相当するデータ構造
として定義する。"HEBで
採用する最初の公理は、順序数と 0%との一対一対応	JTPNPSQIJTN
である。これにより、順序数方程式は対
応する 0%を解として持つことになり、0%は 0%を
含む集合になる。つまり「含む 	Р
」が 0%に対して
定義される。次に、順序数と 0%の対応で、0%の Р
が定義する順序が順序数の順序に対応することを要求
する。この時に逆は要求しない。つまり順序数の順序
から 0%の Рを導くことはできない。
順序数は公理的に定義されるが、具体的なデータ型

として、その値を定義することも可能である。この場
合、順序数は可算集合 	構成論理的に構築されるデータ

素朴集合論

一階述語論理

順序数

集合自身による
モデル

高階直観論理
順序数
ZF公理系
非構成的な仮定

ODによるモデル

ZF公理系

'JHVSF �� 4FU 5IFPSZ BOE "HEB
構造
になる。集合 	0%
は順序数に順序同型なので、
順序数のモデルにより集合のモデルが変わる 	'JH� �
。
歴史的には ��年代に直観主義論理に基づく集合論

としては構成的集合論 	$POTUSVDUJWF 4FU 5IFPSZ
が ��
年代に研究されている。それらは従来の集合論ではな
く構成的な集合に対する理論となっている。直観主義
論理は圏論的には 5PQPTと呼ばれる。5PQPTは積と関
数適用を持つ圏に 4VCPCKFDU DMBTTJࣾFSと呼ばれる真理
値関数を導入したものである。この上で集合論を構築
したのが圏論的集合論 	 $BUFHPSJDBM 4FU 5IFPSZ
<�> で
ある。推移律が成立する推移集合とその冪集合を生成
する関手から構成される。0TJVTの論文ではモデル的
な構成だが証明論的な構成も可能であることが言及さ
れており、この構成は 5PQPTを明示的には用いない証
明論的な構成になっている。5PQPTは直観主義論理に
対応するので、5PQPTに基づいた構成だと言っても良
い。$PRで別な数学の基礎からの構成であるブルバキ
を証明する計画がフランスで実行されている。この論
文 <�>では ;'の公理と "HEBを用いて、同等のことを
示したことになる。
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一階述語論理では任意の関数や述語を含むメタな
公理を記述できないので、公理図式や、ゲーデルベル
ナイによるエンコードなどが必要となる。あるいは
 (x0, x1, x2, ...xn)のような記述である。"HEBによる
記述は具体的な高階関数による有限な記述になってい
る。また、モデルの構築は "HEBによって行われるの
で、数学書に良くある省略は一切ない。証明に必要な
詳細はすべて含まれている。"HEBの正しさと導入した公理、さらに非構成的な
仮定に整合性があるかどうかは、ゲーデルの第二不完
全性定理があるので、それを期待することはできない。
この構築は ;'集合論の別構成法を示しただけで、そ
れ自体の無矛盾性を示してはいない。

� さまざまな集合

;'にはもちろんさまざまな集合が出てくるのだが、集
合は階層的であり、同じ数学的構造物の集まりでも単
純に集合と集合でないクラスにわけて考える必要があ
る。これは「自分自身を含まない集合」のような矛盾
を避けるために導入されている。"HEBにも 4FUがあり、階層化されているが、これは;'の集合とは異なり、記号を値と型にわけた時の型に
付いている記号を 4FUと呼んでいるだけである。ある
型を値として使いたい場合は、その型は一つ上の 4FU
となる。"HEBの 4FUの階層は -FWFMと呼ばれる自然数
で識別される。
自然数は基本的な集合であり、ある数よりも小さい

集合は有限集合となる。自然数全体は最初の無限集合
となる。この無限集合を一つの集合と考えると、それ
の集まりをさらに考えることができる。これは人が持
つ無限集合に対する直観であり、その直観を公理とし
て記述することができる。これは自然の拡張の一つで
あり、順序数 	0SEJOBM
と呼ばれる。
順序数定義可能集合 	0%
は、順序数上の方程式で

あり、階層構造を持たない平坦な構造を持っている。
すべての順序数が満たす方程式はλ Y ΃ Ѵとして表す
ことができる。これは順序数全体の 	一つ上のレベル
の
集合に対応する。
対とは二つの集合から作る新しい集合である。空集

合φから始めて、空集合を一つ含む集合を考えること
ができる\\φ^^。その二つの対 WFSC�φ
φ�作る。こ
れを繰り返して新しい集合をどんどん作れる。これを
無限回繰り返した全部を含む集合 	6OJPO
を一つの集
合と考える。そして、また同じ操作を繰り返す。この操

作により階層的な無限集合が作られる。これを7呼ぶ．
自然数の部分集合全体、あるいは自然数から自然数

への写像の集合を考えると、自然数よりも大きな無限
集合を作ることができる。このように作り方を述語で
指定する方法で集合を作ることもできる。空集合から
始めて、空集合上のすべての述語から作られる集合を
考える。その集合全体の 6OJPOを考える。その集合上
で述語により構成できる集合を作る。それをすべて集
める。この操作を繰り返して得られる階層的な集合を-という。	'JH��
。
� 証明支援系 "HEB
"HEBはカーリーハワード対応、つまり、関数の型が論
理式に対応し、型に対応するλ項が証明に対応すると
いう原理にもとづく証明支援系である。実際に "HEB
は単なる型付き関数型言語に強力な型推論、つまり、
型の単一化を持つものに過ぎない。"HEBは )BTLFMM上
に実装されており、)BTLFMMとほぼ同じ構文を持つ。"HEBは名前に�	DPMPO
で型を対応させ、その型に対
応したλ項を�で対応させる。)BTLFMMとのもっとも大
きな構文的な差は、単語と空白の扱いである。"HEBは6OJDPEFを含む任意の文字の連続を単語として扱い、そ
の区切り文字は空白と 	
\^のみである。つまり、�や�の前
後には必ず空白が必要となる。6OJDPEFを積極的に使っ
ているので、λやΰを用いる。"HEBは 1PMZNPSQIJTN
を持っていない。つまり、名前は型と独立に VOJRVFで
ある必要がある。名前を再利用するには NPEVMFを別
にする必要がある。最後に、\^で定義された変数は省
略可能である。省略された変数は型推論により自動的
に呼び出した環境内の変数に結合される。
λ項が証明になるには、型の整合性の他に停止性と

充足性を満たす必要がある。停止性は再帰呼び出しが
ある場合に、それが再帰的な型をより小さい型に分解	縮約
していることを"HEBが理解する必要がある。充
足性は、λ項に表れる変数はすべて入力によって値を
代入されている必要がある。これはλ項に存在量化記
号がないことに対応する。これらの問題は "HEBの型
推論機構が指摘し、すべてが整合すれば "HEB上での
推論は正しいことになる。"HEBの基本型はレベルの付
いた 4FUである。レベルは自然数である。

GVODUJPO�GSPN�"�UP�# � \O N � -FWFM^ 	" � 4FU O
 	 # � 4FU N 

΃ 4FU 	O Ѥ N


GVODUJPO�GSPN�"�UP�# " # � "΃ #
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0SEJOBM 順序数の公理を満たすもの。自然数の延長7 一つ一つ増やす。無限回繰り返して、それを全部。さらにそれを繰り返して得られるもの- 述語で定義されるものを集めるのを繰り返して作られるもの0% 順序数上の方程式を満たす順序数の集合階層化されていない"HEBの 4FU 型。値の種類を区別する記号。自身が値になると、一つ -FWFMの高い型を持つ
'JHVSF �� さまざまな集合

GVODUJPO�GSPN�"�UP�# は単一の単語であり、型と値
を持つ。二つのレベル O Nの最大値が O Ѥ Nである。"HEBは)BTLFMMと同じく JOEFOUが構文の一部なので改
行する時に一段下げると同じレベルの構文ブロックと
なる。これらは -FWFM NPEVMFで定義されている。"΃
#は "HEBの基本的な型であり、レベルにしたがった
4FUになる。つまり、この定義は型をλ項として定義
している。型そのものをλ項とすることができる、つ
まり、型を ࣾSTU PSEFS できる言語を依存型 	EFQFOEFOUUZQF
と呼ぶことがある。

"΃ #は、また、JNQMJDBUJPOでもあり論理式として
見ることができる。つまり、4FUは命題を表している。
直観主義論理では命題は真偽を持つのではなく、証明
を持つ命題を真とする。これは )BZUJOH代数とも呼ば
れ、命題が真偽を必ず持つ一階述語論理と異なる点に
なっている。"HEBのデータ型は、論理に対応するよう
に導入されている。つまり、そのように型システムを
定義するとカーリーハワード対応を実現できる。"HEB
では )BTLFMMとは異なり、直積と排他和を別な構文で
定義する。
直積は SFDPSEで定義される。これは「かつ」DPOKVOD�UJPOに相当する。
SFDPSE @Ϸ@ \O N � -FWFM^ 	" � 4FU O
 	 # � 4FU N 


� 4FU 	O Ѥ N
 XIFSF
։FME
QSPK� � "
QSPK� � #

@Ϸ@ は "HEB での二項演算子の定義である。@が引
数の対応する場所を表す。ここでは空白は許されない。
@Ϸ@で一つの単語になる。実際に用いる時には " Ϸ #
のように表れる。SFDPSEは XIFSF以降で定義された複
数の ࣾFMEを持ち、それぞれの ࣾMFEを名前と対応する
型を持っている。この型はもちろん論理式でもある。
つまり、" Ϸ #は二つの論理式 "
 #を結合した積であ
る。" Ϸ #は "と #のレベルの最大値を持つ。

$VSSZ )PXBSE 対応を持つ論理では、SFDPSE のよう
な論理式を構成する要素には必ず、導入 	JOUSP
と除去	FMJNJOBUJPO
の推論が対応する。これはプログラミン
グ的には DPOTUSVDUPSと BDDFTTPSに相当する。м 除去は以下のようになる。	このように使うには
SFPDSE @Ϸ@を PQFOする必要がある。

MFNNB� � " Ϸ # ΃ "
MFNNB� Q � QSPK� Q

MFNNB� � " Ϸ # ΃ #
MFNNB� Q � QSPK� Q

関数言語としては QSPK�は直積から最初の要素を取
り出す関数であり、論理式としては、二つの証明の組
から最初の証明を取り出す推論 " Ϸ # ΃ "になる。м導入は以下の構文を用いる。SFDPSEの DPOTUSVDUPS
を構文的に定義することもできる。\^で表された入力
は値の定義の部分では省略されているのがわかる。

MFNNB� � \O N � -FWFM^ \" � 4FU O^ \ # � 4FU N ^ ΃ "΃ # ΃ " Ϸ #
MFNNB� B C � SFDPSE \ QSPK� � B � QSPK� � C ^

排他和は EBUBで表されるデータ構造である。)BTLFMM
では、この構文を使って SFDPSEも表している。

@ϸ@は証明にいくつかの場合分けがあることを示し
ている。つまり、DBTF�と DBTF�である。場合分けはど
ちからしか起きず、同時に起きることはないとする。

EBUB @ϸ@ \O N � -FWFM^ 	" � 4FU O
 	 # � 4FU N 
 � 4FU 	O Ѥ N
 XIFSF
DBTF� � " ΃ " ϸ #
DBTF� � # ΃ " ϸ #

ここで、DBTF�と DBTF�は DPOTUSVDUPSであり、型 "
ϸ #を返す関数の型を持つ必要がある。あるいは、場
合分けされた証明に対応する型である。必要な入力を
与えると証明を構成できる。この DPOTUSVDUPSは、もち
ろん、н導入に対応する。
除去の場合は " ϸ #は入力に表れる。関数の入力の

パターンとして DPOTUSVDUPSを記述する。ここでの は
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未決定の部分を表す。証明を完成させるには、すべて
の場合をつくす必要がある。"HEB では値を与えずに論理式を仮定 	QPTUVMBUF
す
ることができる。"HEBはインデントで構文的なブロッ
クを表す。

QPTUVMBUF
O � -FWFM
" � 4FU O
# � 4FU O
$ � 4FU O
MFNNB� � " ϸ #
DBTFB � " ΃ $
DBTFC � # ΃ $

これらの仮定を用いた証明は以下のようになる。
MFNNB�は二つの場合を持ち、それぞれから $を推論
している。入力のパターンマッチが ϸの除去規則にな
る。値として DBTF� Bを使うと導入規則になる。

MFNNB� � $
MFNNB� XJUI MFNNB�
��� ] DBTF� B � DBTFB B
��� ] DBTF� C � DBTFC C

仮定はNPEVMFに対する入力と考えることもできる。NPEVMF 内のすべての証明に隠れた入力があると見る
こともできる。実際に NPEVMFの入力として書いても
良い。
矛盾 ѵは DPOTUSVDUPSのない EBUBとして表現するこ

とができる。

EBUB ѵ \O � -FWFM^ � 4FU O

ѵ�FMJN � ϓ \X^ \8IBUFWFS � 4FU X^ ΃ ѵ΃8IBUFWFS
ѵ�FMJN 	


	
は、それ自体で充足できない入力パターンを表す。
それには CPEZ、つまり証明あるいは値は必要ない。こ
れがѵの除去規則であり、矛盾からはなんでも導出で
きるということに対応している。ѵにはもちろん導入
はない。
これらを用いて、対偶や二重否定の導入を証明で

きる。

l@ � ϓ \͗^ ΃ 4FU ͗ ΃ 4FU ͗
l 1 � 1 ΃ ѵ

DPOUSB�QPTJUJPO � \O N � -FWFM ^ \" � 4FU O^ \# � 4FU N^
΃ 	" ΃ #
 ΃ l #΃ l "

DPOUSB�QPTJUJPO \O^ \N^ \"^ \#^ G lC B � lC 	 G B 


EPVCMF�OFH � \O � -FWFM ^ \" � 4FU O^ ΃ " ΃ l l "
EPVCMF�OFH " OPUOPU � OPUOPU "

"HEBでは l l "΃ "に対応する証明はない。これ
が直観主義論理あるいは構成的論理の特徴である。
さらにѵ�FMJNの使い方を示してく。矛盾からはなん

でも導出できる、あるいは、可能な入力組合せが存在
しないことを表す。

EPOU�PS �　\O N � -FWFM^ \" � 4FU O^ \ # � 4FU N ^
΃ " ϸ # ΃ l "΃ #

EPOU�PS \"^ \#^ 	DBTF� B
 l" � ѵ�FMJN 	 l" B 

EPOU�PS \"^ \#^ 	DBTF� C
 l" � C

� ;' BYJPN JO "HEB
集合論の公理は一階述語論理で記述されている。これ
を "HEBに合わせるには構文の他に存在記号 Иを除去
する必要がある。一つの方法は、存在記号で示された
ものを生成する関数を公理として要求することである。
しかし、存在記号の場所によっては公理の意味を変え
てしまうことがある。もう一つはドゥモルガン則の一
種として否定の中の汎化記号 Еと置き換えるという方
法である。"HEBでは数学的構造は二つの SFDPSEを使うのが便
利である。SFDPSEは直積なので公理の集合を記述する
ことができる。公理は数学的構造で存在するとされて
いるものの関係を論理式で記述したものである。存在
物の DPOTSVDUPSの集合を記述する SFDPSEと。その間の
関係を表す SFDPSEの二つにわけることで、入力となる
要素、必要な DPOTUSVDUPS、論理式を分離することがで
きる。

SFDPSE ;' \O N � -FWFM ^ � 4FU 	TVD 	O Ѥ N

 XIFSF
։FME
;'4FU � 4FU O
@Ϟ@ � 	 " Y � ;'4FU 
 ΃ 4FU N
@И@ � 	 " # � ;'4FU 
 ΃ 4FU N
Ϙ � ;'4FU
@
@ � 	 " # � ;'4FU 
 ΃ ;'4FU
6OJPO � 	 " � ;'4FU 
 ΃ ;'4FU
1PXFS � 	 " � ;'4FU 
 ΃ ;'4FU
4FMFDU � 	9 � ;'4FU 
 ΃ 	ψ � 	Y � ;'4FU 
 ΃ 4FU N 
 ΃ ;'4FU
3FQMBDF � ;'4FU ΃ 	 ;'4FU ΃ ;'4FU 
 ΃ ;'4FU
JO։OJUF � ;'4FU
JT;' � *T;' ;'4FU @Ϟ@ @И@ Ϙ @
@

6OJPO 1PXFS 4FMFDU 3FQMBDF JO։OJUF

;'集合論に必要なレベルは集合と関係の二つだけ
であり、;'集合論の集合の階層は "HEBのレベルとし
ては出てこない。集合を定義する任意の述語や関数は
既に含まれている。;'集合論の公理は <�>にあるもの
を使用する。
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� "HEBでの;'公理系の記述
SFDPSE *T;'は、SFDPSE ;'の前で定義され、;'に登場
する存在物の間に成立する論理式の直積、つまり、公
理の集合になる。引数として ;'で定義されるものの
型をすべて取る。*T&RVJWBMFODFに実際の公理が記述さ
れることになる。

SFDPSE *T;' \O N � -FWFM ^
	;'4FU � 4FU O

	@Ϟ@ � 	 " Y � ;'4FU 
 ΃ 4FU N

	@И@ � 3FM ;'4FU N

	Ϙ � ;'4FU

	@
@ � 	 " # � ;'4FU 
 ΃ ;'4FU

	6OJPO � 	 " � ;'4FU 
 ΃ ;'4FU

	1PXFS � 	 " � ;'4FU 
 ΃ ;'4FU

	4FMFDU � 	9 � ;'4FU 
 ΃ 	ψ � 	Y � ;'4FU 
 ΃ 4FU N 
 ΃ ;'4FU 

	3FQMBDF � ;'4FU ΃ 	 ;'4FU ΃ ;'4FU 
 ΃ ;'4FU 

	JO։OJUF � ;'4FU

� 4FU 	TVD 	O Ѥ N

 XIFSF

։FME
JT&RVJWBMFODF � *T&RVJWBMFODF \O^ \N^ \;'4FU^ @И@

対の公理 ϓ Y ϓ Z ϖ [ ϓ U 	 [ Ϟ Uυ U И Y ϸ U И Z
は要
素を二つ含む集合の存在を表している。[の要素は Y
か Zに等しく、また、そのようなある集合がある 	作
れる
ことを意味している。この @υ@は二方向の推論
を含んでいる。これは Ϸを使って以下のように定義さ
れる。

@υ@ � \O N � -FWFM ^ ΃ 	 " � 4FU O 
 	 # � 4FU N 
 ΃ 4FU 	O Ѥ N

@υ@ " # � 	 " ΃ # 
 Ϸ 	 # ΃ " 


これはυを二つの論理式に分解する。ある、作れる
などの存在記号は @
@ � 	 " # � ;'4FU 
 ΃ ;'4FU というDPOTUSVDUPSで実現する。二つの論理式は導入と除去に
相当する。これは "HEBの直積とは別物である。"HEB
の直積は " Ϸ #だった。

QBJS΃ � \ Y Z U � ;'4FU ^ ΃ 	Y 
 Z
 Ϟ U ΃ 	 U И Y 
 ϸ 	 U И Z 

QBJS΁ � \ Y Z U � ;'4FU ^ ΃ 	 U И Y 
 ϸ 	 U И Z 
 ΃ 	Y 
 Z
 Ϟ U

6OJPO は ϓ Y ϖ Z ϓ [ 	[ ϛ Zυ ϖ V ϛ Y Ϸ 	[ ϛ V

 で
ある。式の途中に Yの要素である集合 Vに存在記号が
付いている。6OJPO Yの要素は Yに含まれる集合の要素
である必要があるので、除去の場合に、そのような集合
Vの存在を取ってくる必要がある。これは VOJPO΃の場
合は入力で与えられるので汎化記号で良いが、VOJPO΁
では 	 ϖ V ΃ 		9 Ϟ V
 Ϸ 	V Ϟ [ 


を l 	 	V � ;'4FU 
 ΃
l 		9 Ϟ V
 Ϸ 	V Ϟ [ 


で置き換える。つまり、Vの様

な集合がないことはないと主張する。排中律があれば、
あとで示すように選択公理が成立するので、選択公理
から実際に Vを得ることができる。

VOJPO΃ � 	 9 [ V � ;'4FU 
 ΃ 	 9 Ϟ V 
 Ϸ 	V Ϟ [ 
 ΃ 6OJPO 9 Ϟ [
VOJPO΁ � 	 9 [ � ;'4FU 
 ΃ 	9Ϟ[ � 6OJPO 9 Ϟ [ 
 ΃

l 	 	V � ;'4FU 
 ΃ l 		9 Ϟ V
 Ϸ 	V Ϟ [ 




қ
 о
 п
｛ Y｝などは既にあるものから構成されるの
で、そのままの定義が使える。存在記号のないものは、
そのまま "HEBの定義になる。"HEBの ϓはここでは飾
りであり特に意味はない。｛ Y｝は "HEBのとは別もの
なので注意が必要である。

։FME
FNQUZ � ϓ	 Y � ;'4FU 
 ΃ l 	 Ϙ Ϟ Y 

FYUFOTJPOBMJUZ � \ " # X � ;'4FU ^ ΃ 	 	[ � ;'4FU

΃ 	 " Ϟ [ 
υ 	# Ϟ [
 
 ΃ 	 " ϛ Xυ # ϛ X 


JO։OJUZϘ � Ϙ ϛ JO։OJUF
JO։OJUZ � ϓ	 Y � ;'4FU 
 ΃ Y ϛ JO։OJUF ΃ 	 Y Ϻ｛ Y｝
 ϛ JO։OJUF
TFMFDUJPO � \ψ � ;'4FU ΃ 4FU N ^ ΃ ϓ \ 9 Z � ;'4FU ^
΃ 	 	 Z ϛ 9 
 Ϸψ Z 
 υ 	Z ϛ 4FMFDU 9ψ 


置換公理

ϓ Y ϓ Z ϓ [ 	 	ψ 	 Y 
 Z 
 Ϸψ 	 Y 
 [ 
 
 ΃ Z � [ 

΃ ϓ 9 ϖ " ϓ Z 	 Z ϛ " ΅ ϖ Y ϛ 9ψ 	 Y 
 Z 
 


には 6OJPOと同様に対偶形式を用いることで対応で
きる。

SFQMBDFNFOU΁ � \ψ � ;'4FU ΃ ;'4FU^ ΃ ϓ 	 9 Y � ;'4FU 

΃ Y ϛ 9΃ψ Y ϛ 3FQMBDF 9ψ

SFQMBDFNFOU΃ � \ψ � ;'4FU ΃ ;'4FU^ ΃ ϓ 	 9 Y � ;'4FU 

΃ 	 MU � Y ϛ 3FQMBDF 9ψ 

΃ l 	 ϓ 	Z � ;'4FU
 ΃ l 	 Y Иψ Z 
 


冪集合の公理では二重否定を使う。これは、冪集合
の定義に置換公理を用いる都合である。@і@は暗黙の
変数を持っているが、これは明示的に受ける必要があ
る。選択公理があるなら後で示すように排中律を証明
できるので、この二重否定を元に戻すことができる。

QPXFS΃ � ϓ	 " U � ;'4FU 
 ΃ 1PXFS " Ϟ U ΃ ϓ \Y^ ΃ U Ϟ Y ΃ l l 	 " Ϟ Y 

QPXFS΁ � ϓ	 " U � ;'4FU 
 ΃ 	 ϓ \Y^ ΃ @і@ U " \Y^
 ΃ 1PXFS " Ϟ U

選択公理 ϓ 9 < Ϙ Ϝ 9΃ 	ϖ G � 9 ΃ғ 9 
 ΃ ϓ " ϛ
9 	 G 	 " 
 ϛ " 
 の場合は関数に存在記号か付くので、
明示的な関数が必要になる。この形式ではなく、SFDPSE
を用いる方法を後で使う。その方が証明しやすい。

DIPJDF�GVOD � 	9 � ;'4FU 
 ΃ \Y � ;'4FU ^
΃ l 	 Y И Ϙ 
 ΃ 	 9 Ϟ Y 
 ΃ ;'4FU

DIPJDF � 	9 � ;'4FU 
 ΃ \" � ;'4FU ^ ΃ 	 9Ϟ" � 9 Ϟ " 

΃ 	OPU � l 	 " И Ϙ 

 ΃ " Ϟ DIPJDF�GVOD 9 OPU 9Ϟ"
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正則公理ϓ Y 	 Y а Ϙ΃ ϖ Z ϛ Y 	 Z Ϲ Y � Ϙ 
 
の存在
記号を関数で明示すると、形式的に選択公理と同じに
なってしまう。これは存在記号の範囲が広がってしま
うことによる。

NJOJNBM � 	Y � ;'4FU 
 ΃ l 	Y И Ϙ
 ΃ ;'4FU
SFHVMBSJUZ � ϓ	 Y � ;'4FU 
 ΃ 	OPU � l 	Y И Ϙ



΃ 	 NJOJNBM Y OPU ϛ Y Ϸ 	 NJOJNBM Y OPU Ϲ Y И Ϙ 
 


正則公理にはε�JOEVDUJPOという別形式がある。こ
れは超限帰納法の一種で任意の集合の要素に対して証
明できれば集合全体に対して成立するというものであ
る。一階述語論理では正則公理に変形可能だが直観主
義論理では区別される。

ε�JOEVDUJPO � \ψ � ;'4FU ΃ 4FU N^
΃ 	 \Y � ;'4FU ^ ΃ 	\ Z � ;'4FU ^ ΃ Y Ϟ Z ΃ψ Z 
 ΃ψ Y 

΃ 	Y � ;'4FU 
 ΃ψ Y

� "HEBでの順序数の公理
順序数は自然数を無限の階層になるように拡張したもの
になるように定義する。全順序 @P�@が存在し推移律が
成立する。つまり、二つの順序数に対して5SJDIPUPNPVT
という@б@
 @P�@の三つの可能性を返す判定関数があ
る。

PϘは最小の順序数であり、それより小さい順序数
を持たない。PTVDという次の順序数があり、これに割
り込む順序数はない。つまり、Y P� PTVD B ならば、Y
は Bに等しいか Bより小さい。さらに順序数に関する
超限帰納法が成立するとする。つまり、　 Yよりも小
さい順序数 Zについてψ Zが成立してる時に、ψ Yが
成立することを示せば、すべての順序数についてψ Y
が成立する。Z б PϘの場合は仮定は無条件に成立する
のでψ PϘの成立を示せば超限帰納法の前提になる。

SFDPSE *T0SEJOBMT \O � -FWFM^ 	PSE � 4FU O
 	PϘ � PSE 

	PTVD � PSE ΃ PSE 
 	@P�@ � PSE ΃ PSE ΃ 4FU O
 � 4FU 	TVD 	TVD O

 XIFSF
։FME
0USBOT � \Y Z [ � PSE ^ ΃ Y P� Z ΃ Z P� [ ΃ Y P� [
05SJ � 5SJDIPUPNPVT \O^ @б@ @P�@
lY�� � \ Y � PSE ^ ΃ l 	 Y P� PϘ 

��PTVD � \ Y � PSE ^ ΃ Y P� PTVD Y
PTVD�б� � \ B Y � PSE ^ ΃ Y P� PTVD B ΃ 	Y б B 
 ϸ 	Y P� B

5SBOT'JOJUF � \ψ � PSE ΃ 4FU 	TVD O
 ^

΃ 	 	Y � PSE
 ΃ 	 	Z � PSE 
 ΃ Z P� Y ΃ψ Z 
 ΃ψ Y 

΃ ϓ 	Y � PSE
 ΃ψ Y

SFDPSE 0SEJOBMT \O � -FWFM^ � 4FU 	TVD 	TVD O

 XIFSF
։FME

PSE � 4FU O
PϘ � PSE
PTVD � PSE ΃ PSE
@P�@ � PSE ΃ PSE ΃ 4FU O
JT0SEJOBM � *T0SEJOBMT PSE PϘ PTVD @P�@

順序数の公理は PTVD	直後順序数
を持っているので
自然数を含んでいる。自然数と違って直後順序数以外
の方法でも順序数を作ることができる可能性がある。
そのような最初の順序数が無限であり、極限順序数と
呼ばれる。自然数全体の集合はそのようなものだと考
えられる。

� 0SEJOBM %FࣾOBCMF 4FU
0SEJOBM %FࣾOBCMF 4FU 	順序数定義可能集合
 はゲーデ
ルによって導入された概念であり、順序数上の述語に
よって定義される集合である。これを "HEBでは以下
のように記述する。

SFDPSE 0% � 4FU 	TVD O 
 XIFSF
։FME
EFG � 	Y � 0SEJOBM 
 ΃ 4FU O

"HEB は高階論理なのでこのような簡単な記述が可
能となる。一階述語論理では (x0, x1, ..., xn)などとい
う記述が必要いになるが、"HEBではこの0%は SFDPSE
\ EFG �λ Y ΃ ��� ^ のように作られる。���のところには
その関数呼び出しの環境にある任意の変数や関数を記
述できる。
もし 0%が同じ順序数を解として持つならば、それ

は同値 EBUB @��@であるとする。反射律、対称律、推
移律は容易に証明できる。EFG B Yは、0%である Bが
順序数 Yを解として含む、つまり Yを含む述語の証明
である。同値性を証明するには入力として証明を受け
取り、証明を返せば良い。

SFDPSE @��@ 	 B C � 0% 
 � 4FU O XIFSF
։FME
FR΃ � ϓ \ Y � 0SEJOBM ^ ΃ EFG B Y ΃ EFG C Y
FR΁ � ϓ \ Y � 0SEJOBM ^ ΃ EFG C Y ΃ EFG B Y

ここで推移集合を定義しておく。ある順序数以下の
すべてを解に持つ 0%は順序数の推移性により推移性
を持つ。

0SE � 	 B � 0SEJOBM 
 ΃ 0%
0SE B � SFDPSE \ EFG �λ Z ΃ Z P� B ^
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0SEは順序数に一対一対応するので 0%は順序数を
含む。0%は集合のように見えるが、含んでいるので
は順序数だけなので一般的な集合ではない。0%を集
合にするには、さらに仮定が必要である。0%の EFGに書けるものは実際には"HEBのレベルで
制限される。定義により、それは 0%のレベル Oに等
しいか小さい必要がある。б
 P�、さらに Ϸ
 ϸ
 lを使
うことができる。返す値のレベルが適切ならば、呼び
出される関数はより大きなレベルの引数を持っても良
い。実際に何が書けるかは "HEBの推論規則による。
� 0%と順序数の関係
最初の仮定は 0%と順序数の一対一対応である。0%
は順序数を含むのでおかしな気もするが、順序数は無
限なので自分自身の部分集合と一対一対応が存在する
ので問題ない。あるいは "HEB内部で 0%はメモリ上
にアドレスを持つので順序数と対応すると考えても良
い。つまり、0%のすべての値は対応するゲーデル番
号を持つということでもある。一対一対応は二つの写
像と二つの等式からなる。

QPTUVMBUF
PE΃PSE � 0% ΃ 0SEJOBM
PSE΃PE � 0SEJOBM ΃ 0%
PJTP � \Y � 0% ^ ΃ PSE΃PE 	 PE΃PSE Y 
 б Y
EJTP � \Y � 0SEJOBM ^ ΃ PE΃PSE 	 PSE΃PE Y 
 б Y

従来の集合論上でこれは証明可能であるがメタな
議論が必要となる。我々はこの段階では ;'集合論を
持ってないので、深く追求せずにこれを仮定として採
用する。

QPTUVMBUF "HEBの命令であり仮定を表す。SFDPSEを
用いても良い。この仮定は 0%に対する制限となる。
例えば、FWFO � Y � ͘ ΃ Y NPE � б �を仮定すると自然
数は偶数のみが存在することになる。この仮定の元に
関数の入力と出力は偶数である。
これで 0% が含む順序数に 0% が対応するように

なったので、Ϟを定義できる。

@Ϟ@ � 	 B Y � 0% 
 ΃ 4FU O
@Ϟ@ B Y � EFG B 	 PE΃PSE Y 


Ϟは 0%の半順序と考えられる。0%から順序数の
写像でこの順序が保存されると仮定する。

D�΃P� � \Y Z � 0% ^
΃ EFG Z 	 PE΃PSE Y 
 ΃ PE΃PSE Y P� PE΃PSE Z

もし、この逆 P�΃D�も仮定するとすべての 0%は
順序数に限定される。つまり、0SE Yのみの世界とな
る。つまり、順序数としては順序を持つが Ϟで繋がら
ない 0%が存在する。
この仮定の元では SFDPSE \ EFG �λ Y ΃ USVF ^は0%

ではなくなる。この 0%は他のすべての 0%よりも大
きいので対応する順序数を持たない。つまり、この仮
定により 0%の部分集合を取り扱うことになる。これ
は遺伝的順序定義可能集合 	)0%
とも呼ばれる。従来
の集合論では 5$ Yを Yの推移閉包として、
)0% � \ Y ] 5$ Y і 0% ^

で定義されるものである。つまり、0%の要素はす
べて 0%であるような 0%である。これは ;'を仮定
した議論なので集合や推移閉包をを使うことができて
いる。0%は順序数の部分集合を指定する方程式であり、あ
る順序数 Bがあればλ Y ΃ Y P� Bという形で0%を対
応させることできる。つまり、任意の順序数に対して0%が存在する。これを 0SE Bと書く。これは 0%の
世界での順序数になっている。
仮定された写像 PEΰPSE Yは 0%が順序数で表され

た名前を持っているということである。つまり、0%と
順序数は一対一で対応している 	'JH�  。しかし、この
対応は上への写像ではない。0%は順序数全体に対応
する方程式を持っているが、それは順序数の中にはな
い集合である。0%から順序数への写像には自由度があるが、0%側
のNBY	順序数全体
は、それより小さい順序数と切り
離されている必要がある。つまり、NBYとそれ以外は
別な順序数の階層に属している。NBYを除く 0%全体
を順序数の最初の階層、つまり、可算順序数に写像す
ることも可能である。0%側から順序数への順序は写像 PE΃PSEで保存され
る必要がある。これが D�΃P�である 	'JH��
。逆PSE΃PE
は順序は保存しない。もし、保存することを仮定する
と、順序数と 0%が正確に対応することになる。これ
は 0%が表す集合は順序数しかないことに対応する。
� 非構成的な仮定

次の仮定は上界の存在 TVQ	4VQSFNF 6QQFS #PVOE
であ
る。順序数の任意の関数に上界となる順序数があると
仮定する。
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Ordinal

Ordinal
Definable

Ordinal

Ordinal
Definable

OD contains Ordinals OD has a name in Ordinals

all arrows have to be acyclic

'JHVSF �� 0% BOE 0SEJOBMT
TVQ�P � 	 0SEJOBM ΃ 0SEJOBM 
 ΃ 0SEJOBM
TVQ�P� � \ψ � 0SEJOBM ΃ 0SEJOBM ^

΃ ϓ \Y � 0SEJOBM ^ ΃ ψ Y P� TVQ�Pψ

ここでは上界の最小性は仮定していない。自然数で
はψが TVDならば上界は存在しない。順序数でも状況は
変わらないので、0SEJOBMの上限があると明示的しない
と、この仮定が成立しない可能性があるが、ここでは単
純に仮定として要求している。これは SFPDSE 0SEJOBMT
で定義した方が良いかも知れない。
次の公理は 0%の同値性が "HEBの値としての同値

性 б を導くというものである。これは同じ解を持つ0%をグループとしてまとめることに相当する。外延
公理を証明する時に必要となる。

��΃Pб � \ Y Z � 0% ^ ΃ 	Y �� Z
 ΃ Y б Z

構成主義論理では正則公理に対応するものを仮定す
ると、NJOJNBMの存在は選択公理と同じ記述になって
しまう。これは非構成的な存在記号を使用することが
できないためである。

NJOJNBM � 	Y � 0% 
 ΃ l 	Y �� PEϘ 
΃ 0%
YϞNJOJNBM � 	Y � 0% 
 ΃ 	 OF � l 	Y �� PEϘ 
 


΃ EFG Y 	 PE΃PSE 	 NJOJNBM Y OF 
 

NJOJNBM�� � 	Y � 0% 
 ΃ 	 OF � l 	Y �� PEϘ 
 


΃ 	Z � 0% 
 ΃ l 	 EFG 	NJOJNBM Y OF
 	PE΃PSE Z

 Ϸ 	EFG Y 	PE΃PSE Z
 


これらの仮定は "HEB 上で ;'集合論を構築する時
の公理だと思って良い。この公理は順序数を仮定して

Ordinal
Ordinal

Definable

max
= all

empty

Ordinal
max != Ordinal

empty

non-order preserving

order preserving

larger defined
by

Total order Partial order

'JHVSF �� .BQQJOH CFUXFFO 0% BOE 0SEJOBMT
いるが、順序数も公理で規定されていて、具体的な順
序数の実装 	SFDPSEの値
は複数ありえる。それによっ
て異なる ;'集合論が構築される。
�� 抽象的順序数による;'公理の恒

真性の証明

証明の詳細なコードは <�>にあるので省略する。;'集
合論の公理のいくつかは 0%の視点からは単なる論理
式となる。これらは順序数の性質を利用せずに証明可
能である。必要なのは0%と順序数の対応だけである。0%の本質は順序数上の論理式ということである。対
の公理はそういう場合となる。対は論理式として 0%
で定義することができる。;'の公理はその論理式の恒
真性により恒真となる。

@
@ � 0% ΃ 0% ΃ 0%
Y 
 Z � SFDPSE \ EFG �λ U ΃ 	U б PE΃PSE Y 
 ϸ 	 U б PE΃PSE Z 
 ^

QBJS΃ � 	 Y Z U � ;'4FU 
 ΃ 	Y 
 Z
 Ϟ U ΃ 	 U �� Y 
 ϸ 	 U �� Z 

QBJS΃ Y Z U 	DBTF� UбY 
 �  

30



第 61 回プログラミング・シンポジウム 2020.1.10-12 

 

QBJS΁ � 	 Y Z U � ;'4FU 
 ΃ 	 U �� Y 
 ϸ 	 U �� Z 
 ΃ 	Y 
 Z
 Ϟ U
QBJS΁ Y Z U 	DBTF� U��Y
 �  

TVCTUは二つの引数の型を同値関係で置き換える。��
と бの変換が使われている。DPOHは Y б Zから G Y б
G Zを推論する合同性である。これらは "HEBのライブ
ラリで定義されている。この手の置き換えは煩雑だが、"HEBでは明示する必要がある。省略することにする。
通常の集合論では QBJS は二つの順序数の最大値と

して定義することもできるとされている。0SE 	PNBY
	PE΃PSE Y
 	PE΃PSE Z

 という形である。しかし、今
回用いている方法では 	Y 
 Z
 Ϟ U から、PE΃PSE U P�
PE΃PSE Y を導く写像 D�΃P�が存在しない。従って、
その定義を用いることはできない。
空集合は PEϘの推移集合 0SEで定義され空集合の

公理が成立する。

PEϘ � 0%
PEϘ � 0SE PϘ

FNQUZ � 	Y � 0% 
 ΃ l 	PEϘ Ϟ Y

FNQUZ Y � lY��

lY�� は順序数の公理 Y � PSE ΃ l 	 Y P� PϘ 
であ
る。空集合は対応する順序数が一意に決まる。外延性
の公理により、空集合は唯一つしかないこともわかる。
また、空集合かどうかの判定する述語は順序数の順序
を判定する述語となる。6JOPOも論理式であるが、否定を対偶の形で使用する。

6OJPO � 0% ΃ 0%
6OJPO 6 � SFDPSE \ EFG �λ Y ΃
l 	ϓ 	V � 0SEJOBM 
 ΃ l 		EFG 6 V
 Ϸ 	EFG 	PSE΃PE V
 Y


 ^

6OJPO 6は Yを含む 0%が 6に含まれている時に Y
を含む。除去規則では、その存在を示す必要があるが構
成主義論理では明示的でない存在記号は使えない。そ
こで「存在しないことはない」という二重否定を使う。
導入規則では 6OJPO 9 Ϟ [ を証明する必要があ

るが、これは l 	ϓ 	V � 0SEJOBM 
 ΃ l 		EFG 6 V
 Ϸ 	EFG
	PSE΃PE V
 Y


という否定の形をしている。否定は "
΃ ѵという形をしているので、否定が入力にある時は
その入力になる値を作り、ѵを作り出して矛盾からは何
でも導けると言う形で矛盾の除去を用いる。Vと 	EFG 6
V
 Ϸ 	EFG 	PSE΃PE V
 Y
という二つの入力がある関数を
否定の仮定として入力にもつ。これが OPUである。OPU
に入力の Vを順序数に変換したものと連言の条件を入
力から構成して渡す。TVCTUでの変換が必要となる。

VOJPO΃ � 	9 [ V � 0%
 ΃ 	9 Ϟ V
 Ϸ 	V Ϟ [
 ΃ 6OJPO 9 Ϟ [
VOJPO΃ 9 [ V YY OPU � ѵ�FMJN 	 OPU 	PE΃PSE V
  

VOJPO΁ � 	9 [ � 0%
 	9Ϟ[ � 6OJPO 9 Ϟ [

΃ l 	 	V � 0% 
 ΃ l 		9 Ϟ V
 Ϸ 	V Ϟ [ 




VOJPO΁ 9 [ 69Ϟ[ � '&YJTUT @ MFNNB 69Ϟ[ XIFSF
MFNNB � \Z � 0SEJOBM^ ΃ EFG 9 Z Ϸ EFG 	PSE΃PE Z
 	PE΃PSE [

΃ l 		V � 0%
 ΃ l 	9 Ϟ V
 Ϸ 	V Ϟ [



MFNNB \Z^ YY OPU � OPU 	PSE΃PE Z
  

除去では '&YJTUTという対偶形式の存在記号からの
推論を行う。一般的に直観主義論理では一つ否定を挟
むと古典論理と同じように推論することが可能になる。
これは二重以上の否定を一重にすることは可能だから
である。しかし、ϸが入る場合には注意が必要である。

'&YJTUT � \N M � -FWFM^ ΃ 	ψ � 0SEJOBM ΃ 4FU N 

΃ \Q � 4FU M^ 	 1 � \ Z � 0SEJOBM ^ ΃ ψ Z ΃ l Q 

΃ 	FYJTUT � l 	ϓ Z ΃ l 	ψ Z 
 


΃ l Q

'&YJTUT \N^ \M^ψ \Q^ 1 �
DPOUSB�QPTJUJPO 	λ Q Zψ Z ΃ 1 \Z^ψ Z Q 


これはψ Z ΃ l Qの時に 1 � l 	ϓ Z ΃ l 	ψ Z 

か
ら l Qを推論する。否定形の存在の仮定からの推論に
なる。l Qの形でしか推論することはできない。実際
に Qを構築はできないからである。

DPOUSB�QPTJUJPOの引数は以下のように三つある。最
初の引数は 	" ΃ #
 であり、λ Q Zψ Z ΃ 1 Zψ Z Q
の Qが "になる。残りのλ Zψ Z ΃ 1 Zψ Z Qが #で
ある。つまり DPOUSB�QPTJUJPOは最終的にはl Qを返す。
しかし、引数が二つ足りない。

DPOUSB�QPTJUJPO � \O N � -FWFM ^ \" � 4FU O^ \# � 4FU N^
΃ 	" ΃ #
 ΃ l #΃ l "

DPOUSB�QPTJUJPO \O^ \N^ \"^ \#^ G lC B � lC 	 G B 


良く見ると '&YJTUTの引数は 1までであり、FYJTUTの
分がない。つまり、これが l #となる。最後の足りな
い分は l "が "΃ ѵなのでその "の分、つまり Qで
ある。これは、'&YJTUTの l Qが Q ΃ ѵなのでつじつ
まがあう。あとは第二引数つまり FYJTUTが l #の型に
なっているかを確認すればよい。FYJTUTは ϓ Z ΃ l 	ψ
Z 
 ΃ ѵ なので、これが 	λ Zψ Z ΃ 1 Zψ Z Q 
 ΃ ѵ
つまり 	λ Zψ Z ΃ψ Z ΃ ѵ 
 ΃ ѵ となるので一致
することがわかる。4FMFDUと FYUFOTJPOBMJUZも純粋な論理式なので必要な
のは順序数と 0%の対応だけになる。外延性公理には
��΃Pб が必要である。ここでは入力に SFDPSE のパ
ターンを使う "HEBの機能を用いている。これらの証
明は省略する。
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無限の公理を示すには "HEBのデータ構造を用いる
のが良い。これは"HEBと ;'の論理式の組合せの例と
なっている。この場合6OJPO 	Y 
 	Y 
 Y 

は、それほど重
要ではなく、それが入れ子になったデータ構造 JO։OJUF�
Eが "HEBで定義できて、それを 0%の条件に用いる
ことができる。JO։OJUF�Eの JTVDが無限に続くデータ構
造を作る関数となる。

EBUB JO։OJUF�E � 	 Y � 0SEJOBM 
 ΃ 4FU O XIFSF
J φ � JO։OJUF�E PϘ
JTVD � \Y � 0SEJOBM ^ ΃ JO։OJUF�E Y ΃
JO։OJUF�E 	PE΃PSE
	 6OJPO 	PSE΃PE Y 
 	PSE΃PE Y 
 PSE΃PE Y 
 
 



JO։OJUF � 0%
JO։OJUF � SFDPSE \ EFG �λ Y ΃ JO։OJUF�E Y ^

ここでは順序数側で 5SBOT'JOJUFを仮定しているの
で、これからε�JOEVDUJPOを証明することできる。超限
帰納法はすべての順序数について走る。対応するすべ
ての集合についてε�JOEVDUJPOの仮定 	0%の Р関係

から順序数の順序が導出され、超限帰納法の帰納の仮
定が成立する。

�� 置換公理と冪集合の公理

置換公理は指定された集合の要素を関数で置き換えて
新しい集合を作る操作である。置換公理はより大きな集
合を作る操作であり純粋に論理的な操作とは異なって
いる。関数の EPNBJOに相当する順序数があるのは TVQ
の仮定が必要になる。置換公理で指定された関数は任
意の大きさの順序数を返す可能性がある。しかし、"HEB
的には順序数に過ぎずレベルは同じなままである。
置換公理にも導入と除去があり、除去規則では要素

に対応する関数の入力を見つける必要がある。値から
入力を見つけるために別な集合 JO�DPEPNBJOを導入す
る。3FQMBDFは上界よりも小さいという条件とこの集
合の要素であるという二つの条件を持つ DPOOTUSVDUPS
になる。
冪集合の公理は部分集合全体という集合があるとい

う公理である。部分集合自体は簡単である。部分集合
をベン図のように二つの集合から生成する。

;'4VCTFU � 	" Y � 0% 
 ΃ 0%
;'4VCTFU " Y � SFDPSE \ EFG �λ Z ΃ EFG " Z Ϸ EFG Y Z ^

集合論では、構成可能集合を使うことが多いが、こ
こでは、冪集合を含む推移集合0SEを上界を使う。こ

の方法は 0TJVT の 1PXFS 4FU 'VODUPS<�> と同じ方法で
ある。

%FG � 	" � 0% 
 ΃ 0%
%FG " � 0SE 	 TVQ�P
	λ Y ΃ PE΃PSE 	 ;'4VCTFU " 	PSE΃PE Y 

 
 


TVQ�Pは大小関係しか与えないが、0SEは大小関係
がそのままϛに対応するので、%FG "は "を任意の集
合で切り取られた部分集合全体を含む推移集合になっ
ている。推移集合なので、%FG "の要素である部分集
合は空集合を必ず要素として含む。ここでの TVQ�Pの
定義域の制限は自明には存在しないが、構成する ;'
のモデル全体としてはなんらかの値で押さえられてい
ると考えられる。"HEBの証明的には必要ない。
これに対して"が0SE Bの形時の導入規則が証明で

きる。除去規則を証明することは Uも0SEの時にのみ
可能である。これは排中律が存在しないことに関係し
ていると思われる。上界の性質と U Ϟ Y ΃ 	0SE B
 Ϟ Y
から証明できる ;'4VCTFU 	0SE B
 U �� Uを用いる。

PSE�QPXFS΁ � 	B � 0SEJOBM 
 	U � 0%
 ΃ 	\Y � 0%^
΃ 	U Ϟ Y ΃ 	0SE B
 Ϟ Y

 ΃ %FG 	0SE B
 Ϟ U

PSE�QPXFS΁ B U U΃" �  XIFSF
MFNNB � PE΃PSE 	;'4VCTFU 	0SE B
 	PSE΃PE 	PE΃PSE U

 


P� TVQ�P 	λ Y ΃ PE΃PSE 	;'4VCTFU 	0SE B
 	PSE΃PE Y



MFNNB � TVQ�P�

通常の集合に対する冪集合は推移集合と通常の集合
との共通集合を使う。通常の集合 "は、0SE 	PE΃PSE
"
に含まれ、" Ϲ 0SE 	PE΃PSE "
は"に等しい。一旦、
推移集合による部分集合全体の集合%FG 	0SE 	PE΃PSE
"

を作ったのちに、置換公理により、その要素を "
との共通部分に置き換えることにより、空集合を含ま
ない集合に対する冪集合を定義できる。

�� 選択公理と排中律

ここでは直観主義論理における選択公理と排中律 	IF-PX PG FYDMVEF NJEEMF 	-&.
 
に関する証明を行う．
選択公理を仮定すると、0%が実質的に述語である

ことから -&.を導出することができる。
QQQ � \ Q � 4FU O ^ \ B � 0% ^ ΃ SFDPSE \ EFG �λ Y ΃ Q ^ Ϟ B ΃ Q
QQQ \Q^ \B^ E � E

QQQは要素がある時に Qが真となる集合である。こ
れが空かどうかを順序数を用いて判定することができ
るが、選択公理があれば、空でなければ実際に要素を
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取ってくることができる。それは Qの証明を実際に取っ
てこれることを意味する。NJOJNVBMは選択公理と同等
の正則公理の集合を取ってくる関数である。

QϸlQ � 	 Q � 4FU O 
 ΃ Q ϸ 	 l Q 
 �� BTTVNJOH BYJPN PG DIPJDF
QϸlQ Q XJUI JT�PϘ 	 PE΃PSE 	 SFDPSE \ EFG �λ Y ΃ Q ^ 


QϸlQ Q ] ZFT FR � DBTF�  
QϸlQ Q ] OP lQ �

DBTF� 	QQQ \Q^ \NJOJNBM QT 	λ FR ΃ lQ  
^  
 XIFSF
QT � SFDPSE \ EFG �λ Y ΃ Q ^

逆に -&.があれば、Рに関する決定関数 	Ϟ�Q � 	"
Y � 0% 
 ΃ %FD 	 " Ϟ Y 
を持つので、超限帰納法によ
り空でない集合から要素を取り出すことができる。こ
れは、集合の整列性から選択関数を作ることに相当す
る。0%の整列性は既に仮定されているが、その整列性
は構成された ;'のモデルの中か見えるとは限らない。
この構成では選択公理は -&.と同等なので、直観

主義論理上では選択公理は証明できない。ここでは選
択公理を恒真にしたり否定したりするモデルを構築す
ることはしてない。

�� "HEBから見た;'の公理の性質
;'の公理のうちのいくつかは、順序数上の論理的な関
係に対応する。例えば、QBJSは二つの順序数の最大値
に対応する。これらは純論理的な公理となっている。
今回の ;'のモデルの構築で使われている非構成的

な仮定はいくつかあり、冪集合の公理や置換公理で使
われている。任意の関数の上界の存在が非構成的な仮
定になっている。選択公理や、集合の同一性を表す外
延性の公理なども非構成的な仮定、つまり、"HEBで明
示的に仮定することが必要な公理である 	'JH��
。

Agdaでの集合論の公理

純論理的

否定形

非構成的

pair

union

empty

power
extensionarity

infinity

selection

replacement

choice

ε-induction

regularity

'JHVSF �� 7BSJPVT LJOE PG ;' "YJPN

前の説で述べたように、正則公理をそのまま採用す
ると、構成主義論理できは選択公理と同じ物になって
しまう。それは NJOJNVN な要素を取ってこれるとい
う公理であり、任意の集合から構成的に特定の要素を
取ってくることが可能になる。一階述語論理では、そ
れを非構成的な存在として記述することが存在記号に
よって可能である。
選択公理と排中律は、今回のモデルの中では同じ命

題になっている。これは、0%が順序数への写像を持
ち既に整列されているからである。しかし、この整列
性は、構成されたモデルの中からは観測されない。二
つの 0%が与えられた時に、その順序を決定すること
はできない。つまり、モデル内部での集合の整列定理
には自由度がある。今回は選択公理、つまり排中律を
仮定してから内部の整列定理を証明することは行って
いない 	'JH��
。

選択公理

排中律

整列定理 outside

ε-induction

構成的正則公理

整列定理　inside

'JHVSF �� "YJPN EFQFOEFODZ

�� 結論

��年代に研究された構成的集合論は構成論理に合わせ
た集合論であり、古典的な集合論とは異なる。この構
成では従来の ;'の公理の恒真性を持つモデルを"HEB
を元に構成しているので、古典的な集合論を実装した
ものになっている。特に選択公理を仮定すれば排中律
も導出されるので古典的な集合論を一階述語論理上で
展開したものと同一になっている。
圏論的に定義された $BUFHPSJDBM 4FU 5IFPSZは、積と

関数適用を持つ圏 	$BSJUFTJBO $MPTF $BUFHPSZ
に真理値
を表す 4VCPCKFDU DMBTTJࣾFSを加えた 5PQPT上に作られ
るものである。$45では推移性を持つ集合を基本とす
るので集合が圏を構成する。この上で冪集合を得る関
手を定義する。そして通常の集合を推移集合と通常の
集合の共通部分集合として定義する。この論文ではモ
デル論的な議論がされているが、証明論的な議論も可
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能だとされており、その証明論的な部分を遂行したも
のとなっている。
ここでは "HEB上でいくつかの公理を仮定して、;'

集合論のモデルを構築した。構築は抽象的な順序数を
用いるものと、具体的な実装を持つ順序数を用いるも
のとがある。使用した公理は順序数上の方程式である0%と順序数の対応と、0%の包含関係と順序数の順序
がその対応で一方向に保存されること、そして、順序
数上での上界の存在、そして、選択公理である。
この順序数の実装として、フィルタを使うことがで

きるはずである。この集合論のモデルの構築では濃度
に付いては触れていない。それには集合内部での集合
同士の一対一対応を定義する関数を定義する必要があ
る。それが ;'集合論内部から見た集合の濃度になる。
この構成主義論理上の ;'公理系上に従来の集合論

や位相空間論をそのまま構築することも可能であると
思われる。その際に、排中律を仮定して問題ない。排
中律を仮定すると自動的に選択公理も仮定されること
になる。逆に排中律を仮定せずに選択公理を仮定する
ことはできない。
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