
E2 有理式の数式処理のための標準型

石 黒 美 佐 子 (原子力研 )

本稿では,有理式の内部表現として,:有理式を部分分数分解した形を用いることを提案し,

これが標準型 (canonical.normal form)と なることを証明し,数式処理上の問題

点等を合わせて述べる.

1。 Introduc tiOn                    ..

1.1 数式の標準型と単純化との関連   ・・            ・・

多項式を例にとれば,数式

(1) 3。 χ
2+20″-1 .

を因数分解 して

(2) (χ +1)o(3・ χ-1)

と表現する方が都合の良い場合 もあるし,数値計算の誤差を少なくすることを目的として

(3)″ 0(3。・″+2)-1

と表現 したい時もあるだろう。しか しながら多項式の一連の数式処理の中で,その時の都合で

い〈通 りも表現形式を取ると,同類項の整理といったいわゆる数式の単純化ができなくなるば

かりでなく数式処理の目的を見失なうことにもなる。やは り前。もって定められた数式の表現形

式があって,その表現形式に向って数式を変形 してい 〈ことが数式の単純化であり, 1つ の数

式処理の過程である.こ のような意味から表現形式そのものが大いに問題 となるので,数式処

理の立場から見て処理効率の良い数式の表現方法を以下に論 じ,標準型を定めよう.

1.2 標準型の定義

ここでの記号,定理その他は,文献 〔1〕 に従 ,こ とにする。

εを数式のタラスとする。

島 ,E2を εの要素とする。

Elと E2が同じ一連の文字で作成されている時,島 とE2は同一 (identiCal)で ある。と

云い,El≡ Eユ と書〈0

島 とE2が'両方
の数式の対応する変数に,同 じ数値を代入すると,同 じ値が得られる時,

同等 (equivalent)で あると云い,Fl=E2と 書〈.

たとえば,■81の (1),(2),(3)の 3つの式は,・同等であるが同一ではない .

数式のタラスεがノーnOrmal fOrmで あるとは,ε からεへの写像ノがあって,すべて

のεの要素Eに対して,次の 2つの条件が満足されることである。

(|)ノ (E)=E
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(1)E=0な らノ(E)≡ 0

タラスεが,ノーCanOniCal fOrmで あるとは, 上の 2つの条件にさらに次の条件を

付加する。

(‖)El'E2が εの要素で,El=E2な ら,ノ (El)≡ ノ(E2)と なる。

Eがノ(E)=Eで表現されている時,Eは CanoniCal(nOrmal)fOrmで あると呼

び,‐我々はこれを標準型と呼ぶ。 1。 1でのべた多項式の 3つの表現形式も,表現のパタンをう

ま〈定式化できれば,標準型となり得るものである.(1)式 は多項式の政を高無の順に並べたも

ので,これが多項式の標準型としては最 も一般的なものである.(2)式は,。多項式を因数分解し

て得られるが,因子の並べ方の順序を前もって定義しておき,これに従って並べることにする.

(3)式は                                'f」 :｀  i:｀ 1

α
"oχ
"‐+α
"_10κ
"~1+0000+‐ αl χ‐十αO           ・

を χ(χ (χ (・・・(α
"χ
+α
"-1)+α "-2)+・

¨ )+α l)+α Oと 書 〈ことにより,標準型 とす

ることができる。

次に,標準型を定義する上で役立つ定理を文献 〔1〕 か ら引用する .

定理 :ε を数式のタラスで乗算に閉 じているものとするo εl,ε 2 を次の 2条件を満たすサ

ブ・タラスとする .

(|)ε lは標準型ノ1を持ち,ε 2は標準型 /2を持つ .

(il)ノ2(ε 2)は εlで 1次独立である。

さらに九 (ε 2):ノ1(ε l)をス|,χ j J=1,2,・・・,"に対し,.次の3条件を満たす数式の

集合

Iス 1° Xl+五 2°χ2+・・・・+И
"・
χ
"}

であると定義する.

(|)ス
`e/1(ε
l),X`∈ /2(ε 2)

(1)ス
`/0,F=1,2,…

,"

(‖)J<ノ なら,χ
`く
〔〔χブ,ただし記号<くはε2の全サ1贋序である。

そして,ノ をεからノ2(ε 2):ノ 1(ε l)｀り10}へのノ(E)=だ なる計算可能な写像であ
るとすれば,ノはεの標準型である.

注* ノが計算可能であるとは,正確には M.デーヴィス著 計算の理論 に論じられてい

る。直観的には,ノ は大型計算機が実行できるようなプログラムを用意することにより計算で

きるということである。

1。 3 多項式の標準型

著者らによって開発された多項式処理プログラム 〔2〕 の内部表現は,多変数多項式の 1つ

の標準型のパタンをなしている。これに従えば,γ 一変数多項式 P(″ 1,χ 2'°
°°
'毎 )は
次の

ように表現される。
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P(″1,″2,・・・,″7)=Σ P`(χ l'■ 2'・・・'″ ,_1)・χγ ,
`=1

′

`>θ `_11≧
0,P"≠ 0

この表現が多項式の標準型となることは明らかであるが,先の定理の意味を説明するために

この表現を分析してみる。
′__■ ヽ

ε夕をγ一変数多項式のタラスとする。帰納法により証明する。今ε,_1が標準型r7~・
ノを

持つとする。χ7を ,

χ7={1,与 ,与 2,...Jχ′‐… }

とする。χ夕の各要素は,ε夕_1で明らかに1次独立である。さらにす>ノなら″
′
`〕
ンノノと

きめる。そ して/7)と して次の写像を考ぇる。

`〈

′)  "
ε,二生__{Σ P,(″ 1,χ2,...,.■ _1)。″

``〕
|==1

定理の結論からノ
(7)は ε′の標準型である。1変数多項式に対しては, ■1節の(1)を標準型と

して選ぶことにする。

このように,定理は,すでに存在する標準型を基礎に新たな標準型を定めることを目的とし

ている。

2。 有理式 の標準型

ここでは, 1変数有理式の標準型のパタンを4つ載げ,それらが標準型になっていることを

確かめる。実係数の有理式R(■ )を対象とする。

2.■ R(″ )ム誌:
R(″ )を分数式P(χ )′ 0(″ )と表わし,P(χ ),0(″)が次の3条件を満たすならば, ■

は多項式の標準型となっている。

(1)P(χ )と 0(χ )は多項式で,1.3節で述べた多項式の標準型により表現されている。

(||)P(χ )と 0(χ )は二に素.

(ll)0(κ )の最高次の係類 leading COeffiCient)は 1である。

〔/1が標準型となることの証明〕

1.12節の標準型の定義 (|),(1),(il)の うち(|),(1)は明らかに満たすから条件(ii)が成立するこ

とを確かめれば良い_

El,E2を有理式とし,El=Esな ら■ (El)=ノ2(E2)を示す。

明らかにノ(El)=ノ (E2)であるから

・ (El)=器・ (易 )=器 とおけば
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Pl(χ )&(″ ),_
。17巧
―=百
「7Fァ |な

り,:…         …  .
Pl(″ )と Q(χ )は互に素で,P2(″ )と 02(χ )も 互に素であり,且つ01(″ )と 02(χ )

の最高次の係数が1であるから,明 らかにR(″ )=&(″ ),ol(χ )=c(″ )である。従
つて■ (a)=A(E2)と なる。

2.2九 (烈レDム F(/)十
:岩号

ん=島・Aと定義する。ヵ が次の条件を満たす変換なら1標準型をなす。

_(l)F(χ )は多項式で,■ 3節で述べた多項式の標準型により表現されているものとし,

R(χ )の分子多項式を分母多項式で割った商を表わす。P(κ )lo(χ )・はR(κ )か ら

F(″ )を分離した残りである。作り方から,P(″ )の次数はC(″ )の次数より小さい。

(1)P(″ ),0(″ )は 2.1節の3条件を満たす。

〔/2が標準型となることの証明〕

前節と同じ理由でEl,島 を有理式とすれば,El=E2な らノ2(El)=ノ 2(32)を証明す

ればよい。ん (El)=九 (El)よ り,仮 りに

わ … )+器

/2(E2)=凡 (κ )+舎器―とかけば,

■(χ )+群寿=F2(χ )+話号
通分すれば

Fl(χ )01(χ ) +Pl(χ F2(χ )02(χ )+P2(χ )
01(χ )          02(″ )

明らかに両コの分子,分母は互に素である。しかもQ(χ )と Q(″ )の最高次の係数は共に

■である。よってQ(″ )=02(χ )こ れを0(χ )と おけば,
■ (κ )0(κ )+鳥 (″ ),〒 鳥 (″ )0(χ )+為 (″ )

0(χ )1几 (″ )一 F2(χ )}=乃 (χ )一為(χ )
左辺は0(χ )の約数であるが,右辺はC(χ )の約数ではない。従 .っ て■ (″ )=F2(κ ),

3(χ )=&(″ )。 多項式は定められた標準型で表現されているので,Fl(χ )=F2(χ ),
R(″ )=P2(″ ).

2.3ノ2(R(χ))一三二「(″)+=器 +告:争)
ノ3=F3・ ん とし,ヵ が次のような有理式の変換なら,標準型である。

(|)R(■ )を ノ2に より
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R(χ )―→F(χ )+・
:÷:;・
とする。

(1)0(χ )を実数の範囲で因数分解すると1次と2次の因子に分解される。01(″ )を 1次

の因子から作り,02(χ )を 2次の因子から作るとする。

0(χ )=01(■ )。 Q(χ )

Q(″ )=(χ+α l)●
1.(χ +α 2)●

2...。
(″+αⅣ )・

Ⅳ

02(″ )=(″
2+ク

1・
″+91/1・ (χ 2+p2・″+42/2...。 (χ

2+pM.″
+α″)籠″

P(χ )R(χ ).P2(″ )
。マ
=ヌ
Tttπ″)十万夏χ)

と部分分数分解する。

(■ が標準型となることの証明〕

El=E2な らノ3(El)=ヵ (Eb)と なることを示す。

綱 =…需 +需
ノ3(F2)=F2(χ )~+‐

:'(「1:キ
…+‐曇i‐
`=L≧とおいて,ノ2の場合と同様に行なう。

作り方から

■(″ )=F2(″ ),ぴ (″ )=ぽ (κ ),ご (χ )=ぴ (χ )
Pi( , ) - pl c *)~~~~~こ

た
1そχb

月(だ主―ず(_χ≧=0+~~¬
房(χ )

Ql(χ )と ol(χ )は互に,|ミ で,第 1項 ,第 2項の分数は共に分母は分子で割切れないから,

Pll(χ )=P′ (χ ),P」 (χ )=P′ (χ )

これらは多項式だから,定まった標準型で表現されているから,

ズ(χ )≡ Pf(χ ),月 (χ )≡ゴ(″
F`      N "ル

2.4 /3(R(χ ))…~~争 F(χ )+ル 11`三 1

■″  1閣ル
+Σ Σ
ル=1:=1

R(″ )二五ちレr(″ )‐「
‐
::‐|÷;+

).

_豊二_
(χ +αル)`

Иル,jκ →
‐Bル

,づ

(χ
2+九″+偽 )j

ここで,F(χ )は多項式,Cル ,`,」■,`'3■ ,■ αル'pル '9ル は実数で 九
2二
49ル <0。

ノ4=F4° Aと し,R(χ )を次のように部分分数分解するなら,ノ4は標準型をなす。

(1)沢 (″ )をん により

乃 (χ )

02(χ )
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p./″ 、  p_r″ 、
(2)―
ぢti`‐
,。
:ti‐∫

‐を 31で述べる手順で部分分数分解する。有理式の部分分数分解

定理から,次のように部分分数分解できる。

七十雰‐=ル』1まで発:ァ ,

P2(■ )【  争
02(χ ) ルニlJ■ 1

スル i. x* Ije
x2+ rth. x*Qa(

(3)部分分数の各項に順序をつける.

まず部分分数の分母に順序をつける。部分分数の分母は,も との分母の既約因子かまた

はその累乗になっている.ま ず既約因子に順序をつける。

(|)1次式が 2次式に先行する。

(‖)1次 式を ″+α とし,α の値が小さい程
林
先行する.

(||)2次式をχ2+夕 .″+9と ぉくと,夕 の値が小さい程先行する。夕の値が等しい時は,

cの値力珂 さヽい程先行する.

既約因子に順序がついたら,既約因子の順序の位置に,既約因子の累乗を累の小さい順に

並べる。か〈して部分分数の分母に順序がつけられた。部分分数の各項は,その分母の順

序により並べられるものとする。

注 ** 係数の大小を比較するにあたり次の点を考慮した .,こ こで扱うのは係数が実数の

有理式なので当然のことながら誤差が問題となる。そこで前もって係数に精度を与

え,すなわち絶対誤差を与え,2つの係数の差が誤差の範囲に入いるならそれらを

等しいとみなすことにした.我々の実験では,多項式をBairStoW法 により 2

次式に因数分解することを要するが,その誤差が 10-5程度なので一応 10-5すな

わち小数以下 5桁を有効桁として実験した。

以上のようにして得られた有理式の部分分数分解は,やはり有理式の標準型の1つのパタン

となっていることを次に示そう。

〔九 が標準型をなすことの証明〕

R(χ )を ノ3よ り                 |

R″ )―→●F(χ )+生望2-+・
::―:券)とする

■)r″ ヽ  lD r″ ヽ

Fl(χ ),竜識千ナ,舌嵩 ヵそれぞれ標準型′0'′ 1'′ 2を持つなら,/4を次の“
に定義すれば,

0ム′OIF(χ )}+′11器 }+′21器 )
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ノ4は標準型となる。なんとならば,

El=E2 とすれば ノ3(El)=A(E2)

より/4(El)=/4(E2)と なる。

そこでF(κ )の標準型として 1。 3節で示 した多項式の標準型を用い

に対 しては ,

h( x) Pz( x)
'er(r)'m

Pl(χ ) ′l I  Cル

百i「 (χ )~~ル 11(χ +・αル)鶴
P2(κ ) ′2
02(″ )

ルr

J
卜 =

c*x*b*
1(χ
2+タ
ルχ+9■ )7■

になるような′1,′ 2を用いることにしよう。

′1,′2が次に示す有理式のタラスε
l,ε 2に対する標準型となっていることを示そ う。

εl==I晏_∫÷キ_IQ(″ )=ル (χ +α .)“・,Pl(″ jは ol(″ )と互に素で,ol(χ )より
υlt r′      ル=1
次数が低い多項式とする.I

D′ ″ 、        ″

ε2={量嵩 102(χ )=ノ]1(χ
2+九″+9.芦 ,p′ _4毎<0,P2(χ )は Q(χ )

と互に素でQ(″ )よ り次数が低い多項式とする。}

〔′1がεlの標準型となっていることの証明〕

1.2節の定理を適用する。

タラスεlに対し,サブクラスεl,ε」を次のよりに定める。

ε ll;1実数}

ε′;fて石島ヲ討lα ;実数}
ε llは実数,ε :は 2.2節のん を標準型と。して持つから,定理の第 1条件を満たす。ε21が

ε llで ■次独立であることも明らかだから,第 2条件も満たす。従って

::_:書
_■
=.とてァf:ァ7は εの標準型である

〔′2がε2の標準型をなすことの証明〕

ε12; lα χ+ら lα ,ら 実数 }

ε′;|フT雨 |夕'卿 }

として同様に証明できる。
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3.部分分 数分解 に よ る有理式 の標準型
3。 1 部分分数分解定理

分子の次数が分母の次数より低い分数式P(χ )′ 0(″ )は部分分数の和に分解され,部分分

数の分母は,も との分数の分母 0(χ )の因数分解から得られる既約多項式の累乗に等しくなる

ようにできる〔3〕 .

分母 0(″ )が次のように因数分解されたとすると,

0(χ )=Pl(χ )′ 1・ P2(χ )′ 2....Pλ (χ )′カ

分数式J)(χ )ノ 0(χ )は次のように部分分数分解できる。

P(■ )
Σ Σ
==1`==1

Sル j

0(″ ) ル IPル (χ )}

この部分分数の分子 S肩 (χ )の次数は,分母 Pヵ (■ )の次数より小さい。

3.2 部分分数分解の方法

(⊃ 22節 にもとずき,有理式 R(κ )を

R(″ )=FOの +器 とする。
(2)実係数多項式の因数分解

実係数の代数方程式を解〈方法の 1つ にBairStoW■HitChCock法 〔4)があり,

これは多項式をまず 2次式に分解して,2次方程式から根を求める方法である。ここでは

BairstOW― HitChCoCk法 の計算過程のうち,多項式を 2次式に分解する部分を利

用する。2次方租式が実根を持てば,さ らに2つの 1次式に分解し,持たなければ 2次式

のまま置くことにより多項式を1次 と2次の既約因子に分解する。かくして有理式R(″ )

の分母0(χ )が次式のように分解できる。

C(″ )=(χ +α l)・ 1・ (χ +α 2)・ 2...。 (χ +α″)・
″

.(″
2+,1.″ +41/1.(χ 2+p2・χ+92/2・・・「 (χ2+♪M.″+9″ )π″

ここ了各因子の順序は,2.4節の(3)で述べたとおりに並べることにする。

処理手続(3),(5),(6)の 大筋は,(3〕 の有理 整 関数の部分分数分解のところで述べられてい

ることがらである。

(D l次式を分母とする項の算出

各々の 1次の既約因子に対して, 1次式の累乗を乗の高い順に分母から分離し,それに

よって次々と分母の次数を下げていく。まず

0(χ )=(″ +αl)'1′ (″ )

とすると

P(″ )    P(″ )     ら  _P(χ )一う。′(χ )
ο(葛ヌ
=「
(″軍αl,百 1′ (″ )=(万 +α l)万丁

十―
(″ Tα lメ

1,(χ
)‐

みを定めるには,右辺の第 2項の分数の分子が″+αlで割切れるようにする。
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P(―αl)一 b・′(―αl)=O b=t→
・tiナ

となり,P(χ )一 b・′(″ )=(″ +αl)0名 (χ )と なるから,第 2項の分数をχ+αlで簡

約し,以後

鳥 (χ )

(χ +α l)・
1~1′
(χ )

に対して同じことをくりかえす。"1==1に
なれば (″+α2)"2を分母とする項の分離に取

りかかる。このように, 1次因子を分母とする政はすべて固めることができる。

残りは,2次因子を分母とするものである。

2次因子を分母とする項を求めるために手続(4),(5),(6)がある.

(4)互に素な実数を係数とする多項式を′(χ ),λ (χ )と すると, 最大公約元に関する代数

学の定理から, ε(″ ),ご (χ )が存在して

C(χ )・ ′(χ)+ゼ (χ )。 み(χ )=1
となる.。

さで,こ のび(χ )と ご(χ )を計算するための実際の方法を以下に述べよう.

ユータリッ|ドの互除法により最大公約元を算出するアルゴリズムは次のとおりである.

2つの要素αO,α lが与えられ,α l≦ αOと する。割算を行なって,

αO=91° αl+α 2

αl==σ 2° α2‐+“ α3

αs-3==Cs-1° αs-1~十
‐αs

αs_1=9s・ as

となったとする。するとαsは αOと αlの最大公約元である .

αOと αlが互に素な場合は,最大公約元が 1だから次のように書換えられる.

αoど:α l

αO‐-91 αl+α 8

αl==92α 2+・ α9

α
"…
1==暉
"α
72+1

さて等式  α卜1-9"α
"=」

.

より出発 して Sα O+γ αl=1 となるγ,Sを求めよう.

いま  s"=1,γ
"=-9" 

とおけば,(3-1)式 は

s"の卜1+γ
"α
π=1 となる .

απ=απ…2~%-l γπ-1 を代入すれば

r"α卜2+(S"― γπ 9卜 1)α"_1=1
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よって  S"=1

γ
"==-9π
                      :.      | .        :

rS` ==γ
`+11

γ

`=S`+1-γ `ギ
19:                      

・・

により Si,γ jを , f="か ら1ま で計算すれば

S`α

`_1+γ `α`==1                       1
がすべての ごについて満足する。 ゴ=1の 時

・Sl αl+/1 αl==1

が成立する。

(5)互に素な実数を係数とする多項式を′(χ ),λ (■ )と し,′ (χ )の次数をα,乃 (χ )の次

数をうとする。ノ(χ )を次数α+み より低い多項式とすると,算式

ノ(χ )=γ (χ ).′ (χ )+s(κ )`乃 (χ )               (3-2)

が成立する。その上γ(χ )の次数は bよ り小で,S(■ )の次数はαより小である。

(3-2)式の両辺を′(χ )・ 乃(χ )で割ると,分数ノ(χ )メ |′ (・ )・ ル(χ )lを 2つの部分

分数の和に分解することができる。

/(χ )  ″(χ) S(χ )
′(χ )T乃 (″ )=乃 (χ )十 y・てχ)

さてγ(χ )と S(χ )を計算するには,次のよぅにすれば良い .

′(χ )と 乃(χ )が互に素だから(4)に より,

1=σ (χ )。 ′(″ )+ご (χ ).乃 (χ)              (3-8)

となるσ(χ ),ご (χ )が計算できる。/(χ )を両辺にかけて,      ・・

ノ(χ )=ノ (■ )・ σ(χ )・ ′(χ )十 ノ(″ )・ ご(χ )。 ル(χ ) ・  =(3-4)

ノ(χ )・ び(■ )を 力(χ )で割って

/(κ ).ε (χ )=″ (χ ).乃 (″ )+7(″ )            (3-5)

(3-5)式 を(3-4)式 に代入 し,  i

S(κ )=ノ (■ )0ご (χ )+9(χ )0′ (χ )と おけば

ノ(χ )=γ (χ )・ ′(χ )1‐ S(χ )・ 乃(χ )

(3-5)式 よりγ(χ )の次数はbよ り小だから,この式の第 1項の次数は α+bよ り小と

なる。ゆえに第 2瑣 の次数 もα+bよ り小となり,結局 S(χ )の次数は・αより小となる。

′(″ )と して 2次の既約因子の累乗 (χ
2+九 .χル十cルメ

ルをあてはめれば,(χ 2+タル・

χル+9■ )れ を分母とする項が分離される。そしてその分子を S(χ )と すれば,S(χ )の次

数は′(χ )の次数 2・ ,72ル より小さい ..ク (χ )=ク (χ )制 とおぐと,S(・ χ)|′ (χ )が さら

に部分分数分解され,部分分数の分母は ,(″ )か ,(χ )の累乗となり,分子の次数は

夕(χ )の次数より小さ〈できる。
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(7)器 →
`壁
1ザ,締

次のように一連の割算を行なり.

s(χ )=sl(″ )夕 (χ)"~1+71(χ )

71(χ)=S2(χ )p(χ )″
-2+γ
2(χ )

γ″-2(χ )=S″ -2(χ )。 p(″ )+γ ″_1(″ )

″
″ _1(″ )=S磁 (χ )

これらすべての等式をまとめると,

S(χ )  Sl(χ ).  S2(χ ) .    . S"-1(χ )・ . S"(χ )

天万万
=万
(χ )十万両丁】

十・・・十
T万7万戸可
十・
π両戸

我々の場合は,夕 (χ )は 2次式で Sル (″ )は 1次式となる。

3.3 四則演算処理

有理式の数式処理の核になる部分として

「
四則演算処理がある。有理式の部分分数分解形を

標準型として採用することにより,あたかも多項式が,変数の高畢の順に各項を並べることに

より表現されている時,その四則演算が,係数間の演算に帰されるのと同じアルゴリズムで,

有理式の加算と乗算が実行できることを次に示そう。

(1)加算,乗算

有理式島 (χ ),R2(χ )が次のように表現されたとする。

Rl=Fl+夕  努1_ギ年■薔,
■1=111-1 1″ ■11‐

R2=乃 +夕 努2ギ1摯_.
・ 2=1 12==1 1ク

■21 ~

R(″ )=■ (″ )+R2(χ )の計算は,部分分数の分母を同じようにする項σ間の計算でなさ

れる.ま ず多項式部分を算出する。

R← F二 十F2       …   …

第 2:質以下の手順は次のとおりである。

た1=1,ル2=1とおき
' :)'||)'|‖

)の 3つ の場合に分けて計算する|

|)タル1=夕■2の時 ,

沢 ←‐沢+
′ル1

Σ
‐Sル 1'+Sル 2j

′ルの

Σ
“

+
S々
1`

`==1

(′ル1<′ ル2と 仮定する )

fl← ゴ1+1''2← J2+1と おき|)'‖ )'m)のいずれかを〈りかえす。

|クル11` i:t lf +1 fタル11j
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ll)pル 1“《
p力 2の時

R← R+i,1.半IT
`=1 lρ

ル1ド

」1←
'1+1と
おき|),il),i‖ )の いずれかを〈りかえす。

ili)タル1〕≫ タル2の時

R← R+勢 2~尋望■丁
`=1 lp■ 2'°

J2← ′2+1と おき |),il),|‖ )の いずれかをくりかえす。先に求めた項ほど先行する。

同じ〈乗算

R(″)=鳥 (χ )・ &(″ )を 次式により求める。

R=Fl° F2

+ Σ Σ・
ル2=1`2=1

Fl° Sル 2.2 .~面
戸
T
ル1==1 ,1==1

ア

′ル

Σ
t F'z 'trrr,

|タル1}'1

み 1

↓ ll 絆 
°
針1ヤ2_主主二主虫L_:ル

■‖二1′ 1■ 1,μ llれ 1/1・ {pル 2}J2
'こ
の式の第 1行 日は多項式の積として計算する。第 2行 日を計算するには,各助

FOSル
`

Iタル}`

を部分分数分解をして,先に述べた加算を用いて足し込んでいく.第 3行日の各項

Sル
1`lSル 2`2

Iタル1}311タル2}32
に対しても同様の取扱いを必要とする。

このように,加算と乗算は,有理式沢(χ )を

F+ス10Xl+42°χ2+° °°・,+4"°X"

とかいて,あ たかも多項式P(″ )を

ス0+41κ +42χ 2+...。 ,+ス
".χ

2

と表現して演算を施すのと同様の手順で処理が実行出来ることがわかる.こ の場合の利点は,

分母を同じつする項の間でのみ演算を行なえば良いので,取扱 う分数式の次数が低 く,分数式

の通分,約分等の回数が少な〈て済む。多項式の演算のうち除算に関するものは,時間がかか

る上に,誤差が蓄積して,本来割切れるはずの計算も誤差に邪魔されて,剰余が出て期待どお

りに演算が進まないことが間々ある.従 ってなるべ〈除算を使わないような方向で処理を進め

る方が賢明であると考える。欠点は,分母が同一かどうかの検査が必要となることである。し

かしながら1変数多項式の場合は,こ の時間はわずかである.

(2)除 算

加算,乗算に較べて除算は,良い手法がないので,本来の方法に頼るしかない .
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R(χ)=R(″ )′鳥 (χ )を得るには,鳥 (■ )の逆数を求める。鳥 (″ )を P(″ )10(χ )に

もどし,逆数0(χ)IP(″ )を再び部分分数分解する。そして乗算によりR(″)を掛け合わせ

る。この点だけに注目すれば,有理式の標準型に部分分数分解形を採用することは,数式処理

上好ましい結果が得られないという印象を持つだろう。しかし有理式の数式処理が多項式の数

式処理に関連づけられるように標準型を採用することにより,広範囲な数式に対し,式の標準

型および四則演算等の統一的な処理方法を生み出す上で意味があると考えられる。

3.4 多変数有理式の標準型
γ一変数の多変数有理式 R(″1,χ 2,・・・,χ″)を部分分数分解して次のように書き表わ

す。
_′夕ヽ

R(■ 1,″ 2,・・・,χγ)―ニニユニ

'こ

〆χl,κ 2,…・°,‐ _1)・イ+勢 芳ぶT撃:準中二14
′=0                    ′=1′ ==1`=l iυ′′ πヽl,み 2,・・・,π ″ノJ‐

ここで,4,P∫:),0′′は次のよぅな条件のもとで作成された有理式である。

(1)● :)(χ l,χ2,|・・,4)=iS∫ 1′ )(″ 1,χ2,・・・,特 -1)°″タ
ル==0

r′_1ヽ

q′ (″ 1,χ 2,・・・,χγ)= Σ ′)/(夕 1,χ 2,・・・,々 -1)・ ″「 +″ダ
=々・ 0

κ′,Sfl′ ),′∫」
)は
(γ -1)一変数の有理式である。

(2)0′′の主変数χァに対する係数 ′∫ピ
)(々
=0,11・・・,ノー1)¢2分母を通分して得られ

る多項式を01ごすれば,01は既約多項式である。

(3)′
′くプ。すなわち主変数″″に対して,弓 :′ はQ「 より次数が低い。

(4)部分分数の分母には順序がついていて,項の順序が一意的に定する。

月
7)は
,″ _変数有理式の標準型をなすことを次に示そう。証明は、1変数有理式に対する

標準型九 に対するものと同様に行なり。

κ

(1)ε l=IP(χ l,亀 ,・・・,χ 7)IP(■ 1,亀 ,・・・,χ7)=Σ RI(χ l'χ 2,・・・,χ 7-1)・ χ
ル
,

■=0

Rル は(″ ~1)~変数の有撃式}

をγ一変数有理式のサブタラスとする.λ
(7)を
次の ような写像 と定義する。力

(7い
タラス εl

`γ

ヽ

P(χ l,χ2,...,χ′)_■_島 r χκ+Rκ _1.χκ-1+...+RI。 ″+鳥
の標準型をなすことは,("-1)一変数の有瑚式が標準型五

″~1)を
持つと仮容す

れば, 1.2

節の定理を適用すれば証明できる。

(2)γ 一変数有理式 R(χ l,χ 2,・・・,″ 7)を次のように変形 していく。
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“rγヽ

R(χ l,χ 2,・ ・ °,χ γ)~二二~・ト

′、 ノ1

がγり(Σ 場

“

,χ 2,・・・,‐ -1)・ イ )
ブ=1

十Σ Gノ (κ l,χ 2,・
ノ==1

0,Ⅲ…1)・ イ )

乃

“

,χ 2,°・・メγ-1)° イ)

,(7)′
′2   tχ

ノ2

ここで,∬ヵ Gノ は (γ -1)一 変数有理式である.

r夕 、         ,

′)(R)空→乃(γ)(ムκブ(χl,″2,… -1)・ノ)

乃
(γ ) ヵ
ァメ
戸
0

+

たくり(.,ノ
Z+2「

Gブ (″ 1,χ 2,°・°,χγ_1)° イ
°
)

」,==1

こ|で ,κヵ〃ヵ Gプ は(γ
上1)_変数の有理式,「1<ノ 2である.

メr)=房
γ).メ
「
)とぉ〈.

rγ 、         ァ

月r)(R)~生~~力 (γ ){'κノ(χ l,χ 2,・・・,χγ-1) χメ}

Ⅳ

+Σ
ノ==

i:o '

fti ( xt, l{'zr, . ., xr)

t Qi (ri, )i-zr"', xr)

Pi(xtrxzr..
.、   ■″」

,.)=乃↑
′ノ
{2r sJiル (χ l,χ 2,・・°,χγ_1)・ χ√〕

ei(xt,nz,.. ., xr):ho).( tr {*i*'i'rl'n) rxr,nz,-..,xro-r) }"J

ル==0

′=1 ル==0

ここで,κヵSル ′∫f)は (γ -1)一変数の有理式,4<
ノ7)=房γ)°メ2(γ )とおく・

Ⅳノ

Σ ノ・」′である。
′===1

部分分数の分母をメ既約因子の次数にまり分類する。そして (■+1)番目の項の分母は,次

数がプのすべての因子の積である。

t二′壁1義需吉器■緋丁
ここで,O′′はFlの属するγ一変数の有理式で,も との有理式R(″■,″ 2,・・',χ 7)の主

変数に対する次数がプの既約因子の 1つである。P%)も ,やはりεlに属するγ一変数の有理

式で,かつP5)の次数はプより小さい。
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ぃ(γ )

/3(γ
)‐三上_λ (γ )Iκ

(χ l,″ 2,° °°,χγ)}

・低 管 lλ (7)IttF)(χ l,χ 2,° …,々 )}†
ノ重進進17)両百1,χ2,~,χγ)句

ここで,κ (κ l,χ 2,・・°,χ 7)=Σ κノ(χ l,″ 2,° °°,χγ-1)・ χノ である.
ノ==0

/`γ
)=ノ

`γ

)Ffγ )とぉ〈.

λ(γ ),ノ lγ
),ノ
∫
γ),ノ
∫
γ),′
∫
γ)が
標準型をなすならば,バ

γ)は
, γ一変数有理式の標準型

をなす。しかるにλ
(γ )は
帰納法により標準型をなすことが容易に確かめられる。■,力,ノ 3,

ノ4,ノ 1,′ 2が標準型をなすことは既に1変数の有理式に対 して示されている.従 ってバP,

ノ

`γ

),ノ

「

),′
∫

γ)は これらの類推から標準型をなすことが確かめられるであろう。故に■F)

はγ一変数の有理式の標準型である.

4。 実験 結 果

FACOM 230-60に よる1変数の有理式に対する部分分数分解の実験

4.1 計算の経過

入力有理式

^  ヽ κ8_″7+7χ6_6χ
6+18″4_12″8+20″ 2__8χ+8            ́ ヽ

バいノ=~~II丁石 :i百i戸I:石扇 扇 戸 再百 ―
―      tiノ

PHASE(1): R(■ )=F(″ )+P(ス・)′ 0(■ )

F(″ )=― Q2.8_02.2_1。 48″ -1.92

P(χ )=-5.392χ
4+1。92″8_7584″2+1.952″ -3136

0(χ )=″
5_2κ 4+1。6χ 8_2.4χ 2+Q8″…8

PlWsE o): o(″ )の因数分解

o(χ )=(χ -1。 7928)・

(χ
2+Q2541κ +Q7539)(″ 2_Q4612χ +Q5919)

Ⅲ 」SE(3): 1次 式を分母とする項の算出

_^ ・-5.20947   -018253χ 3+o51356″2_Q26295″ 1‐ Q45259
バいノ=丁耳T巧丁面

十
万百扇扇T高耳百万冨

~面

匹覇両 73百 1年 Q44622

PHASE(4):

G(χ )=χ
2+Q2541χ +07539

″(″ )=χ
2_o4612κ +Q5919 に対 し

G(χ )・ c(″)+〃 (κ )・ D(χ )=1を 満たすC(χ ),D(χ )を計算すると,

C(χ )=-1.86994χ +Q59190

,(″)=1.86994χ +005164  となる.
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PHASE(5):

F(χ )=― Q18253χ3+Q51356χ2+Q26295χ+Q45259

-一
二 竺 と

一 =里
⊆ と +重 12の

計 鎗 結 奥 ル し て .

C(χ )。″(χ )C(χ )〃 (χ) ~・
.́…… …~ ′

S(χ )=(117030″ +(ヽ 37882

R(χ)=― Q35283″+Q30293

を得る。

PHASE(6): 2次 式を分母とする項の算出
―Q35283χ +Q30293      0,17030″ +Q87882
″2_Q4612F″+Q59190+==軍覆iFFFFァ万軍五万ξ巧竃尾「

結果のチェッタ

R(″ )={卜 +{慧 +{}とおいて
Pl° Q・ Q+&・ Q° Q+P3・ 01・ 02を計算したところ小数点以下4桁までPH」SE(1)
の P(″ )と一致した。

4.2 計算時間とリスト処理用作業領域
FACOM 230-60(Q92μ 8′ 語 )での上記例のCPU使用時間は375秒である。

リスト処理用作業領域は約 30K語である。

上記は処理言語FLIPS― Iを使用 した。FLIPS― 口を使用するとコァ内の作業領域は 5

K語に節約できる(作業領域のページング機能による )が処理時間は387秒に増える。

夕ij題

:NPt,T

PHASF l
F

P

I XrrS-Xrr7+7*X116-6*Xrr 1+ I n*X r*4-12rXrr J+ 2O*X t*2-8rX + E r
r -!rX** 5+ ! 0*xrr4-8Ixr*3+ I 2r x rr ?.- trt\+ tt

(-0. 200O0rX**3-0. 20O00* \t*2-1 . 4B00CrX-1 . qZ()O0)

(-5. 392O0rX**4+1 . 92O00+X**j-1, )8400r X**2+1. 95200*X-3. I lA00l

( X** )-2 ,00000rXrr4+ I . 60000rXrr 3-2 ,40000r \**2+0. nOO00*X-O. 8nO00)
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PHASF ?

REAL RooTS OF 0(X) AND tTS MUt TIPLtCITV

( 0.17928F 01 t)

DFGREF TWO FACTORS OF O(X) AS 1rr2+PrX+0 . prO AND ITS Mtrr T IPr lC tTY

( o.2541E 00 0.7139F 00 I )

( -O.4trl2E 00 0."919F 0O 1)

PHAsE 3

DEGREF01 PFRT:AL FRACTioN
Bl
(‐ う。20947)

PI

(X‐ 1。 79284)

Mt,LT  l

OTHERs

NUMERAToR
《‐0。 10253● X●。3+0。 51356■ X■■2‐ Oo2629う■X+0・ 45,59)

DENoMiNATOR
(X■■4‐ 0。 20716■ X姜■3● 1022859■ X■■2‐ 0。 19733■ X+0。 44622)

PHAsE 4
F

(‐ o。 18253■ X■■3● 0051■ 56姜 X姜■2‐ Oo2629う■X◆ 0。 452■ 9)

《X■■2● 0。 25407● X◆ 0075388)

(X● ■2‐ 0046123■ X◆ Oo59190ヽ

《01.86994● X◆ 1● 28う 9■ ヽ

D
(1● A6994■ X◆ 0005164ヽ
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PHASE う
S
(0017030■ X◆ 0。 37882)

(‐ 0.352R3● X◆ Oo3029■ )

PHAsE 6

DFGREF‐ 2 PFRT:AL FRACTIoN
Bl

(-0015283● X◆ 003029■ )

Pl
(X●●2‐ 0。 46123■ X● 0059190)

MuLT  l

Bl

(0。 17030■ X◆ Oo37802)

P:

(X● ●,◆ Oo25407● x◆ 0075■ 88ゝ

MuLT  l
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会電子図書館)で公開されているにも拘らず、古い報告集には公開されていないものが少からず
ありました。

プログラミング・シンポジウムは昭和 59年に情報処理学会の一部門になりましたが、それ以前
の報告集も含め、この度学会の他の出版物と同様の扱いにしたいと考えます。過去のすべての報
告集の論文について、著作権者（論文を執筆された故人の相続人）を探し出して利用許諾に関す
る同意を頂くことは困難ですので、一定期間の権利者捜索の努力をしたうえで、著作権者が見つ
からない場合も論文を情報学広場に掲載させていただきたいと思います。その後、著作権者が発
見され、情報学広場への掲載の継続に同意が得られなかった場合には、当該論文については、掲
載を停止致します。

この措置にご意見のある方は、プログラミング・シンポジウムの辻尚史運営委員長 (tsuji@

math.s.chiba-u.ac.jp)までお申し出ください。

加えて、著作権者について情報をお持ちの方は事務局まで情報をお寄せくださいますようお願い
申し上げます。

期間：2020 年 12月 18 日 ～ 2021 年 3 月 19 日
掲載日：2020 年 12 月 18 日

プログラミング・シンポジウム委員会

情報処理学会著作権規程
https://www.ipsj.or.jp/copyright/ronbun/copyright.html� �


