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C3。 数式処理による常微分方程式の解法のための

プログラミング技法 (1)

渡 辺 隼 郎 (京都大学数理解析研究所 )

§l.序
常微分方替式を数式処理によつて解く時に生ずる様な技法を紹介するのが本稿の日的で

あり,こ の続稿 もそれに準ずる予定である。本稿では整数係数の一変数多項式を有限回の

手続きて既約な多項式の積に因数分解する方法を二つ提案する。有限回で因数分解を行な

う方法は既にタロネッカーの方法 (文献 3参照 )と して知られているものがあるが,今提

案する方法は,特殊な場合にプログラムから見て有利な方法を与 える。・しか しその優劣は

実際の使用報告を待たねばならない。

因数分解は数式処理の様々の分野においてあらわれる.例 えば有理数を係数とする有理

関数の不定積分を求めるICは ,その有理関数を部分分数展開しなければならないが,それ

にはその分母の多項式を有理数の範囲で因数分解することが必要である.ま た有理数係数

の線形常微分方程式の解を演算子法によつて解 くときriは ,演算子のなす有理数係数の多

項式を因数分解することが必要である.              ・・・ ・

さらに常微分方程式を,その特異点に注目して取扱 う・こ。とを考えたとき,一番弱い特異

性をもつ確定特異点における解が,解の特異性である対数項を本当に含むかどうかを判定

するアルゴリズムがやはり有理数係数の多項式を因数分解することによつて得 られること:

が示される (文献 1,2参照 )。

この事実は ,考 えている確定特異点が見かけ上のものであるかどうかを判定することで

あり,常微分方程式を機械化する上で欠 〈事のできないものである。

今のことをより詳 し〈説明する.線形常微分方程式

(1)(″―α)"ノ件準 (″一F)"~1■ (″ )ノ("~1)+・・・+P"(″ )y=〔 )

において,■ (″ ),00・ ,P"(″ )が″=α で正則なるとき,″=Fは この微分方程式の確定

特異点であるといい,(1)は ″=α におヽいて(1)に対応する決定方程式

(2)元 (ス )≡ λ(スー1)・・:(スーη+1)+4(α )ス (スー1)。・・(スー"+2)十
。・・

+Pη (α )=0

のη個の根 ス=λl,0・
0,ス

"`′

C対応する ,η 個
`i9互
に独立 な 。

(3)ψ (″ )≡ (″一α)ス :亀 (″ )十 咤(″ )10g(″―α)+。・・・

十ψ
"(ギ
)(log(″―α))"}

の形の解 をもち,ψ」(″ )は ″=α で正則でψJ(α )の 中にl■ 0で ない輌
`り i:ち る。 以上、プ
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ことが常微分方程式論により分つている.さ て解 (3)の 中の対数項 10g(″―α)が出現す

るか どうかは ,決定方程式 元 (1)=0′ミ重根をもつか どうか,及 びその根の中に互に整数

差をもつているかどうかにより判定することができる
.。
これを/。 (λ )を因数分解すること

により判定することが出来ることを示したのが先にあ'げた文献である。島i(″)が有理数係

数の有理関数で αが有理数ならP」 (α )は有理数 となるから,結局 有理数係数の多項式を因

数分解すればよい。これは整数係数の多項式を整数の範囲で因数分解す ることに帰着 され

る.                             、11   ′

§2。 因数分解 一―未定係数法 ―一

/(ス )=α
"λ

π十・・・+α。を因数分解するには 1≦力≦〔争〕なる力を与えたとき,ル 次の

多項式で /(1)の 因数となりうるものを一つ見出すことができればよい.そ こで/(ス )が

(4)α
"ス

κ
+・・・+%=(bヵ スカ+・・・+bO)(σ′ノ +・ ¨十ら)

(力 +J到→ と因数分解できたとして,未定係数 bj,ε づを有限甲の手続きで求めようとい

うのである。 (4)の右辺を展開して両辺のスの指数の等 しい所を比較して次の関係を得る。

但した≦ Jと する。

α
"==b々
σι

α
"_1=わ
た_l εz+b々 σ′_1

al:bo c t*brc t-l+ ... * bp ct_n

(5)
α々 ==偽 σた十 bl θヵ_1+・・・十 b々 εo

α -々1=bo θ々-1+bl σルー2+°・・ +b々 -1ら

αl=b。 ら十bl c。

αO=b。 %
上のα。=bO ε。とαπ=bル ε′より可能な組合せ (b。

°
,εO:bル ,σ′)が有曝個定 まる.こ

の一つの組に対 して b。 ,σ。,bた ,σ ′ は定数 と考えてよい。いま αOキ 0、 ,9π キ0と 仮定
しているか ら,b。 キ0,b々 キ0,こ れ とαl=bo εl十 ら1ら よりε ll=γ l bl+γ2 γj:有理数
なる関係式 をうる。さらにα2=bO σ2+bl σ二十ら2θoよ りθ2=ら 1と ら2の有理数係数多項式な

る関係を うる。こうして (5)の 下か ら順 に ε」をみであらわ して いくと、

′ハ、 r εJ=乃づ(bl'b2'・ °・'bゴ )  ゴ≦力 づ=1'°・・'J~1ヽ`′ノ t 
θJ=乃 」(bl,わ 2'・・・'b々 )  ゴ>力  l                   i

(こ こにλづは中の変数に関する有即数係数多項式 )と あらわせる .全 く同 じ様に (5)の

上か らεJを順にみであらわ してい くと
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′_、 f σι一j=′ J一 :(bルー1勾卜2'・ °°'bカーゴ) づ≦ψ  2・ =1,0°
0,′ -1  1

｀
σJ一J=′′一」(みた-1みルー2'°

°・'bO)   グ>ル

(6)と (7)を 等置することにより,

(S)″ J(わ 1'° °°,bルー1)=〔)   J=1,・・°,I-1        :
なる有理数係数の連立代数方程式を得る .(8)は 必要ならば適当な数を両辺に掛ける
ことにより整数係数とみなすことができる。(8)の整数解を求めるにはタロネッカーの一

般消去法に従つて (文献 3,4参照 ), 変数を一つづつ逐次消去 していつて,最後に一変
数の代数方程式が得られる。そオ1を

(9)′″b′
η十・・・+′。=0

とする.こ の方程式の根の曝.界は(漣像れ′J)+1=ν だから bづ =―ν ,7ν+1,~,
-1:0,1,000,ν を順に (9)に代入してみることにより,(0)の整数解を全て求めるこ
とができる.

さて,(8)を 消去 していく途中に bご と
^bプ

(づ キブ)の二つの変数に関する代数方程式が

得られているのであるが ,こ のうJに今の整数解を代入 して有限個の bノ に関する代数方程

式を得る。今度これを解 〈ことにより可能な(b`,|√ )の機合せが全て求装る∵これを繰返

して可能な (b。 ,bl,0… ,ルヵ)を有限個得る.こ れて /(ス )を 実際に割ることにより/(λ )
の力次の因数を全て求めることが出来る。なお (4)で ス=1と ぉいて得られる式

(10)α
"+00・
+α。=(bル +・・

0+b。
)(ε′+0・・+ε。|            。・,

よりbた +・・・+%の とり得る値が有限個だから,これを利月」することも出来る。整数解が
なければ既約なことも明らか。               i
今まての事から,力 =1,2,3の ときは一つの未知数 ら1を 決定すればよい。力=1,2 の
ときは,次方程式をとけばよく,ルニ3の ときはら1の高次方程式をとけばよい。 力=4の
ときは■つの未知数 bl:J場 に関する連立方程式を解けばよい等々が分る。

§3.未定係数法による因数分解の例

(11)ス
7+3ス 4+ス 3+2ス

+2=(ス
3+2)(ス 4+ス

十 1)

関係 (5)を この場合に作つてみると

(12)

L:b, co

U:b, co * b, cs

0:D, co*brco*brc,
ll:Do co*' h, cs * h, cr* b, c,

l:Dn cg -l- b, cr* b, c, -l- lt, cn

0:Do c, 1- b, c, -f b, co

Z:bn c, -F'b, co

c): bo co
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(12)のはじめの式から b3=ε4=1が分る。 (10)は 9=(3+ら 1+b2)X(2+θ l+θ 2+θ 3)
これからbl+b2=~2:・ 0'6を 得る。 bl+b2=° '及 び (12)の最後の式から b。 =2,σ。=

1と おいて (8)を 作ると

σl=~千 bl+1=~b∫ +2b2b二十1

θ2=れ2_れ _れ =げ二bl

σ3~れ3++b2+:b b2~弓<ら2+b3~1)=二 b2
(欝)の一番ほ じめの式 に b2=~blを代入 して

2ぽ +4b∫ +ら1=()      °
を得る。根の限界は 5で ,整数解にi bl=0のみである。よつで 4戸 (),従 つて ら3λ

3+.。 。

+bO=λ
3+2カ
分ヽ る。

み1+b2=~2及 び 0の 場合 ,さ らに b。 =1,σ。=2の 場合 とも因数 とならないことが分

るか ら,こ れて因数分解がで きた こと1,Cな る .

§4。 因数分解 一―基数代入法一一

/(ス )=ス
2_ス _6を係数に正負の数を許したス進数と見なした時 ,λ =8と お| ごみる。

/(8)=50 これを係数に正負の数を許した 8進数と見なした数に因数分解してみる.

1050=(8-7)(608+2)=(8-7)(7・ 8-6)

2・ 25=(8-6)(308+1)=(8-6)(408-7)

5。 10=(8-3)(8 +2)=(8-3)(2・ 8-6)

ここでもし/(ス )の因数の係数の絶対値が 7を越えなければ ,/(λ )は 。(λ -7)(6ス +2),

(λ -7)(7スー6),(ス ー6)(3λ +1),(λ -6)(4λ -7),(λ -3)(ス +2),(ス ー3)(2ス ー6).

のどれかに因数分解されるはずだという推論が基数代入法の基本的な考え方である。

正確にアルゴリズムを記述する為にまず次の性質を証明しよう。

<正の整数 ス(≧2),Ⅳ ,η を任意に与えたとき

(14)ⅣI=″ ,"λ "+dπ _lλ"~1+・・・+dlス
1+ご
0(dづ :1整 数 |∂ 」|<λ  ごηキ (〕 )

とあらわすことはできないか ,で きるとしても有限個しかなく,それはス,Ⅳ ,η を与えた

とき有限回の手続 きで全て求ることができる.>

α
"ス
"+・・・+亀 ≦ノ

+1-1だ
からⅣ≧ノ

+1な
らばⅣを (14)の ようにあらわすことはで

きない。

1≦Ⅳ≦ λ"+1-1な るときを考 えよう。

(15)τ (1)=′″ス
″
十′閣_1ス

″~1+・・‐+″。   |′づ|<λ  ゴ=0,000,九
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は (1) |ノ J+11<ス , |′ づ_1-ス |<ス なら

τ(ス )=′″λ
″
+° 0・ +(′ 」+1)ス

ι
+(ノ f-1~λ )ス

ι~1+・・・+′。

(2) |′ づ-11<ス , |″ J_1+ス |<ス なら
τ(ス )=″″ス

寂
+0・ 0+(′ j-1)ス

づ+(′ J_1+λ )ス
J~1+・・・+″。

とやは り (15)の形に書きあらわす ことがで きる。 (1),(2)が 両立することはない。なぜ
なら (1)は 1≦ ′づ_1≦ スー1,(2)は 一λ+1≦ ′づ_1≦-1を あらわすか らである。 さらに
|′ ■ 1± 2ス |>ス だからτ(1)の あらわ し方は高々 2″個 しかない .

"を
固定すると 1を (11)の形にあらわす方法は 1通 りで ,

(16)1=λ"― (λ -1)ス "~1_(λ _1)ス"-2_..._(ス _1)ス _(λ_1)

Ⅳをλ進数表示 したものを

(17)Ⅳ =′″ス
″
十・・・+′。  ′籠>0,′ j≧ 0,づ =o,・・・,″-1

とすると,今″≦″を考えてぃるから(16),(17)に より

(18)Ⅳ =・ 1た二(λ二1)λ
π~1-・ ‐・_(ス _1)ス閣+1_{(ス _1)_′″}ス

η7_...

―{(λ -1)=′1111-(λ一′。)

を得る .こ こで λ-1:≧ ′づ≧ o,ゴ =o,・ …,″ だからλ>λ -1-′づ≧ O J=1,0・・,″

但 し″。=0の とき一番下の桁から桁上げが起 るが 0≦ (スー1)一′π≦λ-2だか ら ,桁上げ
は高々 λ'"で止る。従■)て

(19)Ⅳ =λ "― (スー」:′′
~1_。 。._(λ -1)ス″+1+∂爾λ

″
+・・・+亀

|ごづ|<λ  ゴ=0,0:° '":
と書ける。又前に述べたことから,こ のあらわ し方は高々 2″個である。 これて証明が終
つた。

.本に/(ス )=απ λ"+・「。す%を与えたときαゴ づ=0,000,π と,この多項式の任意の因
子の係瞥 bノ ,εルr対 して,                       ...
(20)ン≧max{lα jl,lbノ |,|%|}            ..
をみたす正の整数νを求めるアルゴリズムを示そう.

/(λ )の任意の因子を′(λ )と すると夕(J)は /(グ )を割 り切る (づ =0,1,・・。,η ).

従つて点 (づ ,/(づ )の任意の因数 )づ =0,1,・ 。・ ,"を
'lLる

多項式¢′(1)の 中のどれかに

夕(λ )は一致する.ゆ えに,/(λ )の任意の因子の係数の絶対値の最大なるものは ,

ψ′(′ )の係数の絶対値の最大なるものを越えない.た 次 (1≦ ル≦
")の
ψ′(1)は点 ス=0,

1,・ 。・,た における/(λ )の値からニュートンの補間公式によつて

(21)ψι(λ )=μルス(λ -1)。・0(λ―ヵ+1)十・。・十μl λ+為

とおヽいた係数 μ をひ
“
差分 Dtt Lり μ =11:≠

絆
とぉヽいて得られる。



C-48

(22)

(23)

/(0)

。F(1)

/(2)

/(た )

`/(0)
′/(1)

Z lF(0)

ここで 1/(ゴ )|≦η3とすると IZ/(0)|≦ :2″ ,一般に IZ '.f (o)lsgimfiz)'c:,

|″JI≦チi― ″を得る.ψ′(ス )の″
ιの係数をσづとすると

|%|≦ |イギ(.■ 1)μ・+1+(・ メ■′1=`      ′:キ ′2

jr) p;*.,*'"-F(
′溜

ル
Σ

キ
′ ′ ) rut

・申
Σ
一づ４

＋
Ｔ
２
Ｔ
十
一
ゴ

，
Σ

〓
。■
．

＋

Ｊ

一

！

ｏ
″
Ｔ
ι

″≦ +( ; -+- 1) ( i4-2)

十(ヵ為″′1・
・・プ層)百畜■号〕}

この右辺の{}の 中は力,`,κ のみに依存する。定数だから,π を固定したとき1≦ j≦力≦

″においてグ,々 を動かしたときの最大値が存在する。すなわち(23)の右辺の{}の中を

″(J,た ,2)と したとき
=

(24)ル f(η )== mdX  ■イ(J,た ,")         …
      .

1≦ づ≦ルζ ■

とお 〈。このとき (20)の′レrと して

(25)ルf=″・″ (")

とおけばよい。

最後に .F(1)=απ λ"+・・・+αOを基数代入法によつて因数分 解するアルゴリズムを与 え

る。まずノ(′ )に対して(25)のνを求めて/(ン)=α
"″

″
+・・・+%.の可能な因数を■ ,

鳥 ,・・・,Paと する。P五 >0と 考えてよい。いまノ(1)の ′次の因子を求めているとすると

Pづ =r)●
ノ
ルグ十・・・十ι:●

ノ
と書きあらわす。このあらわし方は (14)に より有限個 であつ

て,それを次々に求めるアルゴリズムは知られている。そこで ノ(ス )を σ)`′ ス
・
十・・・十

+総・′で割つてみて割れたらそれが因子であるし,そ うでなかったら別の形に直して割つ

てみるという繰り返し,さ らにこれを名 ,P2':・・'P,に
ついて繰り返す。以上のどれて

も割れなかつたらノ(ス )が既約であるということが分る。             ~ |

§5。 注 意

以上でのべた ,未定係数法と基数代入法はそのどちらも,原 理だけを述べたものであつ

て,反復回数をより少 くする為の工夫については述べなかつた。例えば囚子の次数の見当

をつけるのに110d.2,mOd。 3等で割 り算をしてみればよいことはよく知 られている (文献
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3参照 ).ま た未定係数法 において ,組 (b。 ,σ。,ら た,σ′)を 定める時に ,

(26)α l=bo rl・ +blε。

%_1=bヵ _lσ′+螺 ε′_1

が整数解 ら1,σ l lらヵ,ε′ を持つように定めるべきである。すなわちら。と
`。

の最大公約

数(bb,σ。)がαlを割り切る,また(bた ,ε′)かα
"_1を
割り望ゃキう。″響ヽ選ぶと̀(b。 ,ら ,

bル ,σ′)な る組の数は少なくなるはずである.こ のような性質をもつと利用することがで

きる。 しか し注意 しておかねばならない事は ,判断の数とプログラムの長さが比例 し,判
定の数 とイレープを廻る回数は反比例することである.これはその因数分解の目的に応 じて

様々に選ぶべきであつて ,一通 りの答を期待できることではないということである.

これを実現するプログラムは最小限有理数係数の多変数多項式の加減乗除が出来る数式

、処理用のプログラムでなければならないことを注意 しておく.
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この措置にご意見のある方は、プログラミング・シンポジウムの辻尚史運営委員長 (tsuji@

math.s.chiba-u.ac.jp)までお申し出ください。

加えて、著作権者について情報をお持ちの方は事務局まで情報をお寄せくださいますようお願い
申し上げます。

期間：2020 年 12月 18 日 ～ 2021 年 3 月 19 日
掲載日：2020 年 12 月 18 日

プログラミング・シンポジウム委員会

情報処理学会著作権規程
https://www.ipsj.or.jp/copyright/ronbun/copyright.html� �


