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Yama NimとWythoff バリエーションについて

木村 俊一1,2,a) 山下 貴央1,3,b)

概要：Yama Nim は、2 人目の筆者の修士論文で初めて紹介された 2 山 Nim の一種で、一方の山から
2 個以上の石を取り、もう一方の山に 1 個の石を戻すゲームである。 Triangular Nim はその一般化で
あり、一方の山から 2 個以上の石を取り、全体として石が減るようにもう一方の山に少なくとも 1 つ以
上戻してよいと拡張した石取りゲームである。 本論文では、これらのゲームの必勝戦略、グランディ
数、及びWythoff バリエーションについて報告する。 特に興味深いのは Triangular Nim のWythoff バ
リエーションであり、Triangular Nim の着手に加え、i と j の制限の下で、プレイヤーが両方の山から
石を取ることが許される、例えば i 個の石を一方の山から、j 個の石をもう一方の山から取ることがで
きる。 例えば、Triangular Nim で i = j > 0 としたとき、局面 (x, y) の必勝局面は、x ≥ y として、
(x, y) ∈ {(0, 0), (1, 1), (3, 6), (6, 10), (10, 15), . . .}すなわち、連続した三角数である。他のバリエーション
では、四角数、五角数、べき乗数、メルセンヌ数で記述できる例も見つかった。

Yama Nim and Wythoff variations

Shun-ichi Kimura1,2,a) Takahiro Yamashita1,3,b)

Abstract: Yama Nim is a two heaps Nim game introduced in the second author’s Master Thesis, where the
player takes more than 2 tokens from one heap, and return 1 token to the other heap. Triangular Nim is a
generalization, where the player takes several tokens from one heap, and return some tokens (at least one
token) to the other heap, so that the total number of the tokens in the heaps decrease strictly. In this paper,
we investigate their winning strategies, Grundy numbers, and Wythoff variations. Particularly interesting is
the Wythoff variations, where in addition to the Triangular Nim moves, the player is allowed to take tokens
from both heaps, say i tokens from the first heap and j tokens from the other, under some restrictions for
i and j. For example when we force i = j > 0 for the Triangular Nim, then (x, y) ∈ Z≥0 with x ≤ y is in
the P − position if and only if (x, y) ∈ {(0, 0), (0, 1), (1, 3), (3, 6), (6, 10), (10, 15), . . .}, namely the winning
strategy is described by triangular numbers. In other rulesets, we also found examples where the square
numbers, pentagonal numbers, geometric progressions, Mersenne numbers, and so on.

1. はじめに
Nim とは山がいくつかあり、それぞれの山に石がいく

つか配置され、2人のプレイヤーが交互に着手して石の個
数を減らしていく石取りゲームの総称であり、正規形では
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最後に石を取った方が勝ちとなる。このゲームのどの局面
も、先手に必勝戦略があるか後手に必勝戦略があるか、ど
ちらか一方であり、その判別ができれば、後手必勝の局面
にして相手に手番をまわすことが必勝戦略となる。特に 2

山の正規形の必勝法は「自分の手番で 2つの山の石の数を
同数個にすること」が必勝戦略であることが知られている。
Wythoff Nimは Nimの着手に「両方の山から石を同数個
取る」着手を加えた石取りゲームである。2つの山の石の
個数を同数にする通常の Nim の必勝法を使おうとすると、
残りの石を全て取られて負けてしまうように工夫した、と
考えることもできる。Wythoff Nim の必勝法は黄金比を
用いた美しい数学で記述できることが知られている。
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Yama Nim は２番目の筆者の修士論文で初めて提案され
たゲーム、Triangular Nimはその一般化である。いずれの
ゲームでも一度の着手で 1つの山から 2個以上石を取り、
取らなかった方の山に石を 1個（以上）戻す、という特徴が
ある。本研究では、まずどちらのゲームでも必勝法は「自
分の手番で 2つの山の石の数の差を 1個以下にすること」
であることを示し、さらにこれらのゲームのグランディ数
を記述する。
次に Triangular Nim に対して、Wythoff Nim タ

イプのバリエーションを考える。すなわち本来の
着手に加えて「両方の山からそれぞれ 1 個以上で
同じ個数の石を取る」着手も許すと、P-position が
{(0, 0), (0, 1), (1, 3), (3, 6), (6, 10), (10, 15), . . .}, すなわち連
続する三角数、（およびその成分を入れ替えたもの）となる
ことがわかった。さらに「両方の山からそれぞれ 1個以上
取る場合は、取る石の個数の差が 1個以下まで良い」とする
と、P-positionが {(0, 0), (0, 1), (1, 5), (5, 12), (12, 22), . . .}
（およびその成分を入れ替えたもの）があらわれる。その
他のルールでも冪乗数が出てきたりメルセンヌ数が出てき
たりするので、それらについて報告する。

2. 本論文で使用する用語の説明
本論文では特にことわらない限り 2 人のプレイヤーの

2 山の不偏石取りゲーム、局面集合を M = Z≥0 × Z≥0

であらわし、f : M → pow(M)は着手写像、つまり局面
m ∈ M に対し、m でとりうる着手結果全体がなす集合
f(m) ⊂ M を対応させる写像とする。勝敗は正規形で決め
るものとする、すなわち最後に着手ができなくなったプレ
イヤーが負けである。局面m ∈ M が終了局面であるとは、
f(m) = ∅となることである。先手が必勝戦略をもつ局面を
N -position、逆に後手が必勝戦略をもつ局面を P-position

と呼ぶ。P-positionは「良形」とも呼ばれる。m = (x, y)

に対し、石の個数を x + y を |m|あらわす。本論文では、
任意のm′ ∈ f(m)に対し、|m′| < |m|が成り立つことを仮
定する、すなわち着手のたびに山の石の個数が減り、必ず
有限回でゲームが終了する。各局面m ∈ M に対し、グラ
ンディ数が定義される。[Siegel13] [一] [佐]

3. Yama NimとTriangular Nim

Yama Nim は二人目の筆者の修士論文で初めて提案され
たゲームであり、Triangular Nim はその一般化である。い
ずれも石を取ったあと、その一部をもう一方の山に戻す、
という特徴がある。この章では Yama Nimと Triangular

Nimの必勝法とグランディ数について述べる。

定義 3.1. Yama Nimとは、

f(x, y) = {(x− i, y + 1) | 2 ≤ i ≤ x}

∪ {(x+ 1, y − i) | 2 ≤ i ≤ y}

となるゲームである、つまり一度の着手で 1つの山から 2

個以上石を取り、取らなかった方の山に石を 1個戻す石取
りゲームである。
定義 3.2. Triangular Nimとは、

f(x, y) = {(x− i, y + j) | 2 ≤ i ≤ x, 1 ≤ j < i}

∪ {(x+ 1, y − i) | 2 ≤ i ≤ y, 1 ≤ j < i}

となるゲームである、つまりYama Nimの着手の戻す石の
個数を 1個以上も許す、ただし全体として石が減るように
する、と拡張した石取りゲームである。

図 1: 局面 (4, 5)(黒丸部分) における Yama Nim と Tri-

angular Nim の着手可能な局面。白丸が Yama Nim と
Triangular Nim両方で着手可能、白四角がTriangular Nim

のみで着手可能な局面。

定理 3.3. Yama Nim及び Triangular Nimの P-position

の集合は S = {(x, y) ∈ M | |x− y| ≤ 1} である。また、
Yama Nimのグランディ数 g(x, y)は

g(x, y) =

{
0 ((x, y) ∈ S)

min(x, y) + 1 ((x, y) /∈ S)

である。

Proof. まず、S が Yama Nim及び Triangular Nimの P-

positionの集合であることを示す。任意の (x, y) ∈ M をと
る。次の (1),(2)を示せば良い。
(1) (x, y) ∈ Sから、どう着手しても Sの元にはできない。
(2) (x, y) /∈ S ならば、うまく着手して S の元にできる。
(1)であることを示す。任意の (x, y) ∈ Sを取ると、一般

性を失わず、xから a ≥ 2個石を取り、yに b ≥ 1個石を戻
す場合を考えれば、|(x−a)−(y+b)| = |(x−y)−(a+b)| ≥
|a+ b| − |x− y| ≥ 3− 1 = 2である。よって、(x− a, y+ b)

は S の元でない。
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(2)であることを示す。任意の (x, y) /∈ S を取る。一般
性を失わず、x ≥ y+2としてよい。xから (x−y)個石を取
り、yに石を 1個戻せば、一度の着手で (y, y+1) ∈ Sにで
きる。以上 (1),(2)より、S は Yama Nim 及び Triangular

Nimの P-positionの集合全体である。
次に、Yama Nimのグランディ数の式を示す。石の個数

における帰納法で示す。対称性より、x > y としてよい。
石の個数が 1個の局面は全て S の元なのでグランディ数
は 0である。石の個数が k個以下の時は成り立つと仮定し
て、石の個数が k+1個の局面 (x, y) ∈ M について考える。
(x, y) ∈ S ならば、グランディ数は 0である。(x, y) /∈ S

とすると、x ≥ y + 2 である。(x, y) の着手結果全体が
なす集合 f(x, y) は f(x, y) = {(x − i, y + 1) ∈ M | 2 ≤
i} ∪ {(x+ 1, y − i) ∈ M | 2 ≤ i}である。帰納法の仮定よ
り、集合 {(x− i, y+1) ∈ M | 2 ≤ i}のグランディ数の集合
は {0, 1, 2, ..., y−1, y}が必ずあらわれ、x ≥ y+5なら y+2

もあらわれる。また、集合 {(x+1, y− i) ∈ M | 2 ≤ i}のグ
ランディ数の集合は {1, 2, ..., y− 2, y− 1}である。よって、
局面 (x, y)のグランディ数はmex{0, 1, 2, ..., y − 1, y}また
はmex{0, 1, 2, ..., y− 1, y, y+2}であり、いずれも y+1と
なるので、帰納法が成立した。

定理 3.4. 局面m = (x, y)において、d = |x− y|を 2つの
山の石の個数の差を表す値とする。mにおける Triangular

Nimのグランディ数 g(m)は
(1) d ≤ 1なら g(m) = 0

(2) d ≥ 2かつ |m| ≤ d2 + 1なら g(m) = |m| − 1

(3) d ≥ 2かつ |m| ≥ d2 + 2なら整数 x+ y − (d2 + 2)

2
を

dで割った余りを ℓとするとき、g(m) =
d(d− 1)

2
+ ℓ

この定理は以下の別の定理に言い換えることができる。
別定理を述べるための準備として、次を定義する。
定義 3.5. 任意の g ∈ Z≥0に対し、d(d− 1)

2
≤ g <

d(d+ 1)

2
を満たす非負整数 dをとる。このとき、初項 1 + g、公差
dの等差数列 ag,k = 1+ g+ kd (ただし、k = 0, 1, 2, ...) を
とる。
定理 3.6. Triangular Nim において、x = y の時、局面
(x, y) のグランディ数は 0 である。そうでない場合は
g(x, y) = g(y, x) なので、一般性を失わず、x < y とし
て、次のように表される。

g(x, y) =


g

(
(x, y) = (ag,k, ag,k+1)

(g, k ≥ 0)

)
x+ y − 1 (otherwise)

.

表 1: Triangular Nimのグランディ数

Proof. (x, y) ∈ S のとき、定理 3.3よりグランディ数は 0

であり、かつ上記の式に当てはまることが簡単に確認で
きる。
(x, y) /∈ S のときについて考える。g ∈ Z>0 に対し、

Tg =

(x, y) ∈ M

∣∣∣∣∣∣∣∣
d ≥ 2

|m| = g + 1

|m| ≤ d2 + 1


Ug = {(ag,k, ag,k+1), (ag,k+1, ag,k) ∈ M |k ∈ Z≥0}

として、Sg = Tg ∪ Ug とする。ここで、定理 3.4と定理
3.6が同値であることは、次の補題から従う。

補題 3.7. 次の 2つが成り立つ。
(i) |m| ≤ d2 + 1なら、公差が dとなるどの数列 ag,∗ に対

しても x < ag,0となり、(x, y)は (ag,k, ag,k+1)に等し
くはなり得ない。

(ii) |m| ≥ d2+2であり、|m| ≥ d2+2なら、定理 3.4(3)で
求めた gに対し、ある kをとれば (x, y) = (ag,k, ag,k+1)

が成り立つ。

Proof of 補題 3.7. y = x+ dに注意すると x+ y ≤ d2 +1

ならば 2x ≤ d2 − d + 1 となり、d2 − d + 1 は奇数な
ので x ≤ d(d− 1)

2
が従う。 ag,∗ の公差が d となる g は

d(d− 1)

2
≤ gを満たすので、x ≤ d(d− 1)

2
< g+1 = ag,0で

ある。逆に |m| ≥ d2+2のとき、x+ y − (d2 + 2)

2
= dk+ℓ

とおくと x = ag,k, y = ag,k+1 となることが計算で確かめ
られる。

次に、以下の 2つが成り立つことを示す。
(1) 任意のm ∈ Sg に対し、どの着手m′ ∈ f(m)をとって

も、m′ /∈ Sg である。
(2) 任意のm ∈ Sg に対し、1 ≤ h < gを満たすどの非負整
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数 hをとっても、m′ ∈ Shとなる着手m′が存在する。
(1) であることを示す。任意の m ∈ Sg をとる。仮定よ
り、m ∈ Tg の場合は x, y ≤ g + 1 であり、m ∈ Ug の
場合は x, y ≥ g + 1 である。よって、どのように着手し
ても、一方の山の石の個数が減り、もう一方の山の石の
個数が増えるので、1 度の着手で Tg の元から Ug の元及
び、Ug の元から Tg の元に移ることはない。次に一度の
着手で Tg の元から Tg の元に移ることは、石の個数が減
ることに反するのでありえない。最後に (x, y) ∈ Ug から
どう着手しても Ug の元にならないことを示す。対称性よ
り x < y としてよい。(x, y) = (ag,k, ag,k+1) から一度の
着手で (ag,ℓ, ag,n) ∈ Ug) (ただし、|ℓ − n = 1) にできる
と仮定して、矛盾を導く。x′ < xかつ y < y′ の場合は、
l < k < k + 1 < nであるので、|l − n| > 1となり、矛盾。
x′ < xかつ y < y′の場合は、(x′, y′) = (ag,ℓ, ag,n) ∈ Ug と
なりうるのは、l = k+1かつ n = kの場合のみだが、石の
個数が減らないので、そのような着手は許されない。よっ
て、(x, y) ∈ Ug からどう着手しても Ug の元にならない。
(2)であることを示す。任意の (x, y) ∈ Sg をとる。対称
性より、x+1 < yとしてよい。1 ≤ h < gを満たす任意の非
負整数 hをとる。まず、x ≤ hの場合、一度の着手で (x, y)

から (h+1, 0) ∈ Thにすることができるので、h+1 ≤ xで
あると仮定する。1+ h = ah, 0なので、ある非負整数 kが
存在して、ah,k ≤ x < ah,k+1となる。x+y > ah,k+1+ah,k

の場合は、一度の着手で (x, y) から (ah,k+1, ah,k) にす
ることができる。一方、x + y ≤ ah,k+1 + ah,k の場合、
y ≤ ah,k+1 − (x − ah,k)より、ah,k ≤ x < y ≤ ah,k+1 で
ある。よって、d = y − x ≤ ah,k+1 − ah,k = e (ただし、
eは e(e− 1)

2
≤ h <

e(e+ 1)

2
を満たす)。一方、h < g よ

り、e ≤ dだが、これは x = ah,k、y = ah,k+1 を意味し、
(x, y) ∈ S となり、矛盾。

4. Triangular NimのWythoffバリエーショ
ン

2山Nimでは 2つの山の石の個数が同じ時に P-position

となる。Wythoff Nimはさらに両方の山から同じ個数の石
を取ることでその必勝法が使えなくしたわけだが、それに
より必勝法に非常に面白い記述があらわれる。Yama Nim

と Triangular Nim も似た P-position があらわれるので、
Wythoff-typeのバリエーションを考えてみたところ、特に
Triangular NimのWythoffバリエーションで面白い結果
が得られたので報告する。

定義 4.1. 非負整数 c ∈ Z≥0 を取る。Triangular Nim の
c-Wythoff twistとは、

f(x, y) = {(x− i, y + j) | 2 ≤ i ≤ x, 1 ≤ j < i}

∪ {(x+ j, y − i) | 2 ≤ i ≤ y, 1 ≤ j < i}

∪ {(x− i, y − j) | 1 ≤ i ≤ x, 1 ≤ j ≤ y, |i− j| ≤ c}

であること、つまり、Triangular Nimの着手に加え、両方
から取る石の個数の差が c個以下ならば両方の山から最低
1個以上何個とっても良いという着手を許す石取りゲーム
である。
局面 a ∈ M から b ∈ {(x − i, y − j) | 1 ≤ i ≤ x, 1 ≤ j ≤
y, |i − j| ≤ c}へ着手を行うことを aから bへ c-Wythoff

で着手を行うと呼ぶ。

図 2: 局面 (5, 4)(黒丸部分)における Triangular Nimの 1-

Wythoff twistの着手可能な局面。白丸が Triangular Nim

で着手可能な局面、白四角が 1-Wythoffで着手可能な局面。

Triangular Nimの c-Wythoff twistの必勝法を述べるが、
その前に次の数列を定義する。
定義 4.2. 非負整数 c ∈ Z≥0 において、
数列 a[c],0, a[c],1, a[c],2, . . .を以下のように定義する。

a[c],k =
1 + c

2
k2 +

1− c

2
k

すなわち、数列 a[c],0, a[c],1, a[c],2, . . . は辺の本数が c+3の
多角数である。
例 4.3. 0 ≤ c ≤ 3のとき、数列 a[c],0, a[c],1, a[c],2, . . .は

a[0],0, a[0],1, a[0],2, . . . = 0, 1, 3, 6, 10, 15, 21, . . .

a[1],0, a[1],1, a[1],2, . . . = 0, 1, 4, 9, 16, 25, 36, . . .

a[2],0, a[2],1, a[2],2, . . . = 0, 1, 5, 12, 22, 35, 51, . . .

a[3],0, a[3],1, a[3],2, . . . = 0, 1, 6, 15, 28, 45, 66, . . .

定理 4.4. Triangular Nimの c-Wythoff twistのP-position

の集合 S は、

S = {(0, 0)} ∪ {(a[c],k, a[c],k+1)) | k = 0, 1, 2, . . .}

∪ {(a[c],k+1, a[c],k)) | k = 0, 1, 2, . . .}

である。
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例 4.5. c = 0のときの P-position (x, y) (x ≤ y)は、

(0, 0), (0, 1), (1, 3), (3, 6), (6, 10), (10, 15), (15, 21), (21, 28), . . .

となり、連続した三角数があらわれる。また、c = 1のと
きの P-position (x, y) (x ≤ y)は、

(0, 0), (0, 1), (1, 4), (4, 9), (9, 16), (16, 25), (25, 36), (36, 49), . . .

となり、連続した平方数があらわれる。

Proof of 定理 4.4. c ∈ Z≥0 を固定し、a[c],k のことを単に
ak と書く。次を示せば良い。
(1) (x, y) ∈ Sから、どう着手しても Sの元にはできない。
(2) (x, y) /∈ S ならば、うまく着手して S の元にできる。
(1) であることを示す。任意の (x, y) ∈ S を取る。
対称性より、(x, y) = (ak, ak+1) の場合のみで良い。
ak+1 − ak = k(c + 1) + 1 は初項 1 公差 c + 1 の等差数
列 1, 1 + (c+ 1), 1 + 2(c+ 1), 1 + 3(c+ 1), . . .となる。
c-Wythoff twistの着手では差を高々 cまでしか変えられ
ないので、(ak, ak+1)の局面と別の局面 (aℓ, aℓ+1)の 2つ
の局面の石の個数の差の違いが c+1以上であることから、
(ak, ak+1)から (aℓ, aℓ+1)へは着手できない。一度の着手
で石の個数を減らさないといけないので、S の元になるよ
うに着手することはできない。
Triangular Nimの着手で一度の着手で (x, y) = (ak, ak+

1)から (x′, y′) = (aℓ, an) ∈ S(ただし、|ℓ− n| = 1)にでき
ると仮定して矛盾を示す。x′ < xかつ y < y′ の場合は、
ℓ < k < k + 1 < nとなり、|ℓ− n| = 1であることに矛盾。
x < x′ かつ y′ < y の場合は、n ≤ k < k + 1 ≤ ℓとなり、
|l − n| = 1を満たす可能性は n = kかつ ℓ = k + 1の場合
のみだが、石の個数が必ず減ることに矛盾。
よって、いずれの着手でも Sの元から着手しても Sの元
にはできないことが分かった。
(2)であることを示す。任意の (x, y) /∈ S を取る。x = y

の場合は c-Wythoff twistの着手で (x, y)から (0, 0) ∈ Sに
できる。よって、対称性より x < yとしてよい。
ak ≤ x < ak+1 を満たす任意の非負整数 k ∈ Z≥0 を取
る。x+ y > ak + ak+1 の場合は、Triangular Nimの着手
で一度の着手で (x, y)から (ak+1, ak)にできる。
x + y ≤ ak + ak+1 の場合について考える。k のとり
かたにより、y ≤ ak+1 − (x − ak)(x − ak ≥ 0) とな
り、ak ≤ x < y ≤ ak+1 が成り立つ。x = ak かつ
y = ak+1 なら、(x, y) ∈ S となり、仮定に矛盾するの
で、|y − x| < ak+1 − ak = k(c + 1) + 1 が成り立つ。
ℓ =

[
y − x− 1

c+ 1

]
とおけば、c-Wythoff twistの着手で (x, y)

から (al, al+1) ∈ S にできる。

このゲームの c = 0, 1, 2の場合のグランディ数を次の表
に載せる。

表 2: Triangular Nim の c-Wythoff twist の (a) c = 0、
(b) c = 1、(c) c = 2におけるグランディ数

(a)

(b)

(c)
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次に、Triangular Nim の着手に加え、次のような着手を
加えた石取りゲームについて考える。

定義 4.6. 2以上の整数 d ∈ Z≥2 を取る。Triangular Nim

の d-geometric twistとは、

f(x, y) = {(x− i, y + j) | 2 ≤ i ≤ x, 1 ≤ j < i}

∪ {(x+ j, y − i) | 2 ≤ i ≤ y, 1 ≤ j < i}

∪ {(x− i, y − j) | 1 ≤ i ≤ dj − 2, 1 ≤ j ≤ di− 2}

である石取りゲームである。
また、Triangular Nimの d-sub geometric twistとは、

f(x, y) = {(x− i, y + j) | 2 ≤ i ≤ x, 1 ≤ j < i}

∪ {(x+ j, y − i) | 2 ≤ i ≤ y, 1 ≤ j < i}

∪ {(x− i, y − j) | 1 ≤ i ≤ dj − 1, 1 ≤ j ≤ di− 1}

である石取りゲームである。
局面 a ∈ M から b ∈ {(x − i, y − j) | 1 ≤ i ≤ dj − 2, 1 ≤
j ≤ di− 2}へ着手を行うことを aから bへ d-geometricで
着手を行うと呼ぶ。
また、局面 aから b ∈ {(x− i, y − j) | 1 ≤ i ≤ dj − 1, 1 ≤
j ≤ di−1}へ着手を行うことを aから bへ d-sub geometric

で着手を行うと呼ぶ。

定理 4.7. 局面 (x, y)(ただし、x ≤ y)に対し、Triangular

Nimの d-geometric twistの P-positionの集合 S は、
(1) d = 2なら、S = {(0, 0), (0, 1), (1, 1)} ∪ {(2k, 2k+1) |

k ≥ 0}
(2) d > 2なら、S = {(0, 0), (0, 1)} ∪ {(dk, dk+1) | k ≥ 0}
である。
証明は [KY23]を見よ。

定理 4.8. Triangular Nimの d-sub geometric twistの P-

positionの集合 S は、

S = {(0, 0), (0, 1)} ∪ {(d
k − 1

d− 1
,
dk+1 − 1

d− 1
) | k ≥ 0}

である。
注 4.9. d = 2の場合の P-position(x ≤ y)は、

(0, 0), (0, 1), (1, 3), (3, 7), (7, 15), (15, 31), (31, 63), . . .

となり、連続したメルセンヌ数があらわれる。
証明は [KY23]を見よ。

(a)

(b)

図 3: 局面 (9, 12)(黒丸部分)における (a) Triangular Nim

の 3-geometric twist、(b) 2-sub geometric twistの着手可
能な局面 (白丸部分)。
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(a)

(b)

図 4: (a) Triangular Nimの 2-geometric twist、(b) 2-sub

geometric twistの P−position。

5. Future Work

5.1 Yama NimとTriangular Nimの一般化について
Yama Nimでは、プレイヤーは一度の着手で 1つの山か

らから 2個以上石を取りもう片方の山に 1個の石を戻す。
Triangular Nimでは、プレイヤーは一度の着手で 1つの山
からから 2個以上石を取りもう片方の山に 1個以上石を戻
し、全体として石の個数が減るようにする。ここで、2を a

に、1を bに変えることで、これらの石取りゲームを次の
ように一般化することができる (詳細は [KY23]を見よ)。
一方、これらのゲームについて一般的にグランディ数がど
のように記述できるのかは今現在分かっていないので、今
後これらのゲームのグランディ数について法則性を探索す
る予定でいる。

5.2 3山の Triangular Nimのバリエーションについて
Yama Nim 及び Triangular Nimを 3山に拡張する方法

はいくつかある。以下、Triangular Nim について 3山に拡
張したルールをいくつか紹介する。

定義 5.1. 局面全体の集合をM = Z≥0 × Z≥0 × Z≥0 と定
める、すなわち山が 3つあり、それぞれの山に石がいくつ
か存在する局面を局面全体の集合とする。以下のように
ルールをいくつか定める。
(1) プレイヤーは一度の着手で 1つの山から 1個以上石を

取り、取らなかった方の山のうち 1つを選び、その山
に石を 1個以上戻す。ただし、全体として石が減るよ
うにする。

(2) プレイヤーは一度の着手で 1つの山から 1個以上石を
取り、取らなかった 2つの山に石をそれぞれ 1個以上
戻す。ただし、全体として石が減るようにする。

(3) プレイヤーは一度の着手で 1つの山から 1個以上石を
取り、取らなかった 2つの山に石を合計 1個以上戻す。
ただし、全体として石が減るようにする。

(4) プレイヤーは一度の着手で 2つの山からそれぞれ 1個
以上石を取り、取らなかった 1つの山に石を 1個以上
戻す。ただし、全体として石が減るようにする。

(5) プレイヤーは一度の着手で 1つの山から 1個以上石を
取り、取らなかった方の山のうち 1つを選び、その山
に石を 1個以上戻す。ただし、全体として石が減るよ
うにする。また、石の個数が 0個になった山は取り除
かれる。

(6) プレイヤーは一度の着手で 1つの山から 1個以上石を
取り、2つの山に石をそれぞれ 1個以上戻す。ただし、
全体として石が減るようにする。また、石の個数が 0

個になった山は取り除かれる。
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以上のルールのもとでは比較的簡明に P-position が記
述される（言い換えれば、ゲームとしては面白くない）。詳
しくは別の機会に発表する。一方、Triangular Nim でな
くYama Nimの３山への一般化を考えると、極めて複雑な
P-position 集合となり、今の所数学的な記述が見つかって
いない。
上記で述べたルール以外にも様々な拡張が考えられるの

で、今後はそれらについて必勝法の探索を行う予定でいる。
また、4山以上に拡張した時に必勝法が一般化できるのか
についても調べる予定でいる。

5.3 Triangular NimのWythoffバリエーションのグ
ランディ数

4章の定理 4.4で、Triangular Nimの c-Wythoff Twistの
P-positionの集合、つまりグランディ数が 0である局面集合
について報告した。局面 (x, y)のグランディ数が g ∈ Z>0

ならば、x+y−1 = g、またはある数列 a1, a2, . . .}が存在し、
(x, y) = (ak, ak+1)または (x, y) = (ak+1, ak)の形で表され
るようであることが分かった。例えば、Triangular Nimの
0-Wythoff Twistのグランディ数が 1である集合のリスト
は、{(1, 1), (0, 2), (2, 3), (3, 7), (7, 10), (10, 16), (16, 21) . . .}
となり、この場合の数列は 2, 3, 7, 10, 16, 21, . . .、すなわ
ち ak =

k2 + k + 1− (−1)k

2
となるようである。さら

に、g が c ≥ 1 と比較して小さいときは、数列が ak =
(1 + c)k2 + (1 + 2g − c)k

2
で表されるようである。この数

列は、c = 1かつ g = 1, 2, 3の場合は成り立つが、g = 4の
場合は局面 (5, 8)が P-positionとなるが、予想したグラン
ディ数のリスト {(2, 3), (0, 5), (5, 12), (12, 21), (21, 32), . . .}
と合致しなかった。c = 2の場合、少なくとも g = 26の局
面 (27, 37)が予想と合致しなかった。一方、c = 3の場合
は今のところは反例が見つかっていない。
Triangular Nimのバリエーションについては 4章で報告し
た以外にも例えば次のようなものが考えられる。

定義 5.2. 非負整数 c ∈ Z≥0 を取る。Triangular Nim の
c-Wythoff twist(改)とは、

f((x, y)) = {(x− i, y + j) | 2 ≤ i ≤ x, 1 ≤ j < i}

∪ {(x+ j, y − i) | 2 ≤ i ≤ y, 1 ≤ j < i}

∪

(x− i, y − j)

∣∣∣∣∣∣0 ≤ i ≤ x, 0 ≤ j ≤ y

|i− j| ≤ c, i+ j ≥ 1


であること、つまり、Triangular Nimの着手に加え、両方
から取る石の個数の差が c個以下ならば取る石の個数が 1

個以上何個とっても良いという着手を許す石取りゲームで
ある。
このゲームの必勝法は次のように記述できるようである。

Triangular Nimの c-Wythoff twist(改)の P-positionの
集合 S は、

S = {(0, 0)}

∪ {((c+ 1)a[0],k, (c+ 1)a[0],k+1)) | k = 0, 1, 2, . . .}

∪ {((c+ 1)a[0],k+1, (c+ 1)a[0],k)) | k = 0, 1, 2, . . .}

である。

5.4 P-positionの記述にあらわれる数列
どのような数列 a0, a1, a2, a3, . . .に対し、P-positionが

{(0, 0), (ak, ak+1), (ak+1, ak) | k = 0, 1, 2, . . .}

となるようなWythoffバリエーションが作れるか？
例えば、フィボナッチ数列 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, . . . により、

x ≤ yとなる P-positionが

{(0, 0), (0, 1), (1, 1), (1, 2), (2, 3), (3, 5), (5, 8), . . .}

となるようなルールがうまく作れるか？
漸化式 an+2 = an+1 + an で a0 = 0, a1 = 1となる数列

0, 1, 3, 10, 33, 109, . . . に対しては候補があり、現在検証中
である。
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