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一 松   信 (京大数理解析研 )

Q 要    約

座標変換に基いて初等函数を計算する着想は,少なくとも1956年頃からある力ヽ 近年■So Waltbrは,統一的

手法にまとめ上げ,超 」ヽ型計算機や電卓に実用化した。

初等函数が,四則演算と同一水準で計算できるとなると,計算法にも大きな変革が生ずる。その一例として,複素

数計算 (乗除,平方根,初等函数)に有効に応用ができる。この報告は,その実用化にあたって筆者の直面した細か

い技術的注意が主であるが,今後の科学技術専用計算機の設計に多少のヒントも含まれるように思った。

:.原    理

Waltbrの もとの形は少しわかりにくいので,m=+1の 場合をまずのべる (ま た後の都合上多少変更してあ

る )。

平面上の点Pk=(″ k,yk)に つぎの変換をほどこす,こ こにδkはある定数である。

″k+1=″ k~∂k yk       I(1+δ
ヽ` )■ t■

・・
lt‐cL Rげ l

yk十二 =yk+δ k″k               ~(1)

極座標 (Rk,,Ak)を使うと,(1)は つぎの変換になる。

Rk十 二 =Rk X Kk, Kk=(1+δ k2)′
rり ｀

Ak+1==Ak+α k, αk=‐ arCtan δk

したがって, δ9,δ l,… …̈・ をとり,(″ 0,yO)か らはじめて毎回変換 (″k,yk)

(″ k,yk)~→ (″ k+1,yk+1)(δ kに よる )を行ない,(″ n,yn)に 到達 したとすると,つ ぎの結果をう

る。

Rn=Ro X K, K=″ (1+δ k2
k==o

n-1
An=A。 十 α, α =Σ  arctan δ k

k==o

″n=K(″ 。 cOs α ― yo sin α )

yn=K(yo cos α 十 ″。 sin α )

便宜上 (1)と平行して,つぎの変換を加える :

″k+1=zk― αk:(zn=z。 ― α )

適当なδkの列に対し,つぎのいずれかをあらかじめ選ぶ (後述参照 )。

I.。 Anあ るいはynを 0に近づける。

Ⅱゎ znを 0に近づける。

Ⅱが達せられ,Zn=0に なったとすると, α =Z。 であるから,最後にえられた値は (4)でα =Z。 と

)1/2

(3)

(4)

(5)
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したものである。したがってたとえば,あ らかじめ ″0=1/欠 ,yO=0と しておけば,″n=COS Z,

yn=sin ZOが 同時に求められる0

また Iが達せられ, yn=0 となったとすると,

″n=Kν ″。
2+y。 2, zn=z。 十 arcttn(yo/″ o)  (6)

である。これによって逆正接 (お よびある種の平方根 )が求められ, また極座標― 直交座標の変換が容易にできる0

具体的には, δk=± 2~k( k=0, 1, 2,0¨ …… )と し, αkの値はあらかじめ計算しておく(便宜

上末尾に付録としてつけておいた )oこ うすると(2進法の計算機では ),(1)は 加減算とンフトだけで (乗算な

して )可能であり,全体として,加減算, ンフト,判断,定数読出しの機能のみで計算が可能である。これが超」ヽ型

計算機などに特に適する所以である。

2 具体的算法

便宜上 εk=2~≒ βk=町 cLn 2~k(あ らかじめ計算しておく)と おく。また簡単のため ″0≧ 0

としておく。

(ε 。=1,″ 0,y。 ,z。 ; Iか Ⅱか )

yes

no

yes

図   1

その流れ図は図 1の ようになる。 IかⅡかを切換えずに,別々のサブルーチンにしてもよいが,算法に重複が多い

ので,一つにまとめたO

初 期 値

Iか , Iか

y:≧ 0 Z<0?

0+0 - eky

y * y + €yo

z+z - pu

″← ″+ε ky

y← y― εk″

Z← Z+β k

終 りεを半分にする になったか ?

必要な回数
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表 1。 初 期 値 の お き 方 :

目 標 ″ 0 y。 Z0 I,Ⅱ

cog a, sin a,

r cgs a, r Sin c,

arCtan(b/a)主値

α

α

．団
∞

¨
＋

α
　
α

ｏｓ
・ｍ

1/《

r/К

a/1( b/K

α

α

α

０

０

十π

ｂ

　

　

　

ｂ

Ⅱ

Ⅱ

Ⅱ

Ｉ

Ｉ

Ｉ

Ｉ

arCtan(bノ/a)
〕―π
°
,十π〕の値

a

a ≦≧ O     a

―  a

~3

１

，

Ｊ

＜

≧

ヽ

、
′

Ｊ

＜

＜
― b

n-1        0._

K= ″  ( 1+2~乙 K)
k==0

1/К  =0.6072529350

1/K2=0.3687561271

Waltbr の原論文では,初期値が小さいとき,その大きさに応じて εo=1か らでなく, ε9=2~j
から始める工夫がある。たしかにそのほうが精度が高い。しかし絶対誤差だけを問題にするのなら,一律に

εO=1か ら始めても,実用上さしつかえない。

a 吟    味 (収東性 )

この算法が収東するためには, δk=士 εk を全部同一符号にとって 0に もってこれる必要がある。

εk:= 2~k とすると

β =

1/2
実用上は無限乗積にした値でよい :

∞
ヽ
４
〓

(7)

であるから,右半平面が含まれる。

arCtan tは  t≧ 0 のとき上に凸であるから,不等式

βk-1~Σ  β」 <βn-1           (8)
j=:k

が成立する。このことから, I A9 1 <β ならば,.上記の算法で I Ak l <β k_1 であることが証明され

る。ゆえにIについては  ″。≧ 0  なら必ず収束し,Ⅱ については, IZO I <β (し たがって

l zO I≦ π/2 ならなおさら)収東する。

最後のyま たは Zが正確に 0にならず, εだけ残ったときの誤差も容易に解析でき,いずれもεのオーダーである

ことがたしかめられる (ただし計算中の丸め誤差は無視する)丸め誤差についても,それが成長して不安定性をひきお
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こすことがないことは容易にたしかめられる。

したがって直交座標 → 極座標については,右半平面に限定すればよく,逆は偏角を 〔 π̈/2, 十π/2〕
に限定すればよい。いずれも実用上ではほとんど問題にならない制限である。

4 複素数計算への応用

複素数の乗除算などへ:ヽ つぎのように適用する。

乗 法   (3+ib)(p+iq)

1.p十 二q をIで極座標に直す。このとき偏角はつねに 〕一π:/12,π/'2 〕にとり, pく 0 のとき
:ヽ 1絶対値を負とするほうが便利であるoすなわち初期値 :( p=0の ときは 8gn p=1 とする)

●。=lpl, yO=(8gn p)・ q ZO〓 0

からCORDIC― I で″ ,y(=0 ), を求め, pく 0 ならば,え られた″の ―″ を,とする。
2.因数Kを補正するため, ″ノK2=r とする。
3. ″。 =ra, y。 〓 rb, z。 =z から CORDIC―Ⅱ て″,y,z(=0)を 求める。″,y
が積の実颯)虚部を与える。

除 法    (a+ib)/(p+iq)
1.:ま乗法と同じ。

2. :まЙド]目。

3. ″0=3/`r, yO=b/`r, Z。  =-2 から CORDIC― I で口,y,Z(=0)を 求める。

″ ,yが商の実凱,虚部を与える。

平方根    、′下市
このとき:ち CORDIC― I で正規の偏角を 〕 ―π ,+π 〕の間に求め,え られた″の平方根にK-3′″

を乗じ,それを ″0, y。 =0, Z。 =Z/′ 2 としてCORDIC―Ⅱ を適用する。″,yが,実部が

正の平方根を与える。他は ―″ ,― yである。

指数函数      exP( p+ iq )

1.r=op/Kを 求める。

2.qを 〔 ―′フイ2,+ろ/12 〕 に還元する,具体的に:ヽ つぎのようにする :

q× ( 2/π )=n+ξ , 0≦ ξ く 1, n整数

n+ 1 の(2進で)最下位 2ビ ットを ni nOと したとき,

もし  nl=1な らば, ―rを ,と する。

もし  ■0=0な らば, 1-ξ を ξ・とする。

qO=ξ X(″ /2) とする。

3. ″。 =r, y。 =0, 20=qo に, CORDIC‐ I を適用する。えられた″,y,Z(=0)

が指数面数の実部,虚部を与える。

対数函数    10g(p+ iq)
1.(P, q)を 正規の極座標 (偏角 〕 ―π ,+π 〕 )に直す。そのZが logの虚部 (主値 )である0

2.その″の対数を求め, log Kを 減するoそれが logの実部である。 (桁落ちを避けるには″/′Kの log を求

めてもよい )。
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なお平方根,指数函執,対数函数は,下記のように,双曲型のCORDICで計算することもでさる。

乗法は普通の算法 (乗法 4回 )よ り少し手間がかかるが,同 じ乗数の反復乗算 (たとえば多項式の計算 )や,乗数

が始めから極座標形で与えられているとき (たとえばFFT)に は, 1(極座標への変換 )の算法は 1回のみ, また

は不要であるから,不利とはいえない。除法では分母分子のKが約されて,Kの補正が不要であるため,普通の算法

より有利であるo平方根,指数函数,対数函数も普通の算法より有利である。

5 双 曲型 の CORDIC

Waltbr の論文で,m=0 に相当するの|ヽ (1)の 下の式のみを反復するもので, δk=±2~k とした

ときは, 2進法の non― restorti昭 法による除法またはその逆の乗法となる。乗除算回路のない超」ヽ型計算機で

は, これによって乗除算が実行される。

しかしそれよりも興味があるのは,m=-1に 相当する双曲型の場合である。変換は 1の ものを修正してつぎの

ようになる。ただし以下・″ ≧ | ノ | とする。 (5)は 1と 同じ。

y

m=1 m: - I

P(″ ,y)

″‐尻ヒやつ
なめに機′

m

0 ″

図  2

atk+t = ak + dp t U

!u+r - lu + ds 8y
双曲線座標 : ″ =R cOsh A,y=R sinh A,

R=(″ 2_y2)′ , A=arct血 (y/″ )

I

f

ヽ

′
l

l

`

l

(r)

(2′ )

(3′ )

Rk十二 =Rk X Kし ,Kk= ( 1 -δ k2 )1//2

Ak+1==Ak+α k,α k=l arctmh δk
n-1

Rn=Ro X k,χ =k式 (1-δ k2)1/2

n-1

Σ
k==0

aretanh 0 pAn:=A。 ‐+α ,
α ==
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″n=χ (″。 oosh τ +yo sinh τ )
yn=董 (y。 。osh τ +yo sinh 3)

Aは点P(″ ,y )を通るR=一 定の線, OP,″軸で囲まれる部分の面積をSと すると,

表 2 初期値のおき方 (双曲型のとき )

目  標  値 答 ″。    yo    z。 I,Ⅱ

(4′ )

2S/R2に 等 し 、ヽ

cOsh α , sinh α

exp α

arCta血 ( b/a )

log( b/a)

マ (a2_b2)1/2

2kν b ya

″ ,y  1/夜 0

a―■b    a― b

a b

a―卜b    a― b

″=y  1/賀   1/な

α Ⅱ

　

　

Ⅱ

　

　

ＩZ

2z

″

″ I

K=0.8281593608    ( k=4, 13,・ ………を反復した無限乗積 )

このときには, l δk l <1 である必要があるから

εk=2~k(k=1,a… …… ), δk=士 εk

ととる。しかし βk=arctmh εkと すると,不等式 (8)は成立しない (逆向きの>になる )。 そのため収東

しない隙間が生ずる。幸いこれを修正して

n-1

βk_1 -
]

は成立する。 (こ れは arcta山 のテイラー級数からす ぐに証明できる )。 したがって

kj=3 kj_二 十 1,kO=1            (9)

で与えられる列  kl,k2,° …¨̈・ すなわち

k==4, 13, 40, 121,0… ………

において,同 じεk,β kを使ってもう一度反復すれば,

lz。 !<β =Σ βk÷ 1■ 2

において収東することがたしかめられる。 10進 10桁程度なら4と 13(偶然だが縁起の悪い数 ?)で, 10進

36桁までなら, 4, 13, 40で一度足踏みをすればよい0こ の種の収束のための修正技巧|、 他にもいろいろ考

えられるが, これがもっとも簡単なようである。

流れ図は図 1の Xの式のεkの符号をかえ, εl= 1/2 から始め, βk=arCtanh εk とし,さ らに

k=4, 13,(40)で 足踏みするように修正すればよいo

6 双曲型 CORDICの 応用

以上がWalthr の方法であるが,指数函数,対数函数,平方根の個々のサブルーチンには,少 し修正したほうが

里k j―
βι<β n_1,ι ≦3k-2 (8′ )

-150-

b



よヽヽ。

指数函数 CO Sh, Sinh が不要で eX Pだ けがほしいときには,″o=yo=1/猛  ではじめればよい

が, こうするとつねに ″ =y で同一の計算を 2度やっている。このむだを省くには,″ とZのみとし,つぎの

計算を (k =4, 13, 40で 足踏みして )反復するとよい。

if Zく O tbn begin Z:=Z+β  : ″:=″ ― ε″ ol壼

el"begin Z:=Z ― β : ″:=″ 十 ε″ e=d:

収東域は, : ZO : く β (÷ 1.12 )で ある。したがって,あ らかじめつぎのようなスターリングがい

る。

etに対し, t//1og0 2=n+q, n整 数,-1く q≦ 0, nが 2進の指数凱

″0=1/住 , ZO=q log0 2

複数変数の指数函数用にI、  ″0=1/Kχ =0.7332561385 から始めるとよい。
対数函数 log は ・eゃ  の_上記の逆をやるとよい。ただし除法を避けるため,判断用の変数″をおき,つぎの

計算を反復する :

if″ ≧ ″ tLn begin z:=z+β :″ :=″ +εω end

ehe begin z:=z― β : ″:=υ ― ε″ ed:

初期値は ″。= 引数
`  z。
=0,  ″。= 1/'χ であるが,収東域が o~β く″<oβ なので,

次のスクーリングを行なう:引数の仮数部を3,( 1/12≦ aく 1 ), 指数部をnとするとき

n≦ 0な らば  ″0=3, ZO=n× 10g o 2

n≧ 1な らば  ″。 =23, ZO=( n~1 )X 10go 2

(こ うしたのiヽ 引数÷ 1のとき桁落ちを防ぐためである )

これは log v″τ三, log、/5/3, 10g″ ,・…・・でちじめた一種の変形三分法とも解釈できる

複素変数の対数面数用にR z。 からさらに log Kを 引いて補正をしておくとよい。

平方根 もし副産物として3“tanh が出るのが「 産業廃棄物」(公害の元兇 ?)だと思うのならば,Zと 定数βk
を廃止し″とyと だけにつぎの反復を行なえばよい。

if y≧ o tLn begin ″:=″ ― εy  : y:=y ― ε″ ed

el" begin ″:=″ + `y  :  y:〓 y + ε″ eコd :

初期値としては,

″ =a+b,y=3~b,b=1/4K2=0.3645122922

をとる。 WaltLn の原論文は b=1/4と しているが,上のようにとると, 2k y b =1と なり,因
数の補正なしに直接v″r がでる。このときの収東域は o~β く ンら く eβ (ほぼ〔0.04, 3〕 )で,
1/4≦ 3≦ 1 または 1//16≦ 3≦ 1 を十分に含む。これ以外の値に対してR もちろんスケーリン

グをし,√ 5~=0と おく。

複素数の平方根用には2χK3//2√
「

 = 1 であるようにすると,補正が不要になるが, このbはほぼ
0.0816……。で,収東域が〔0.009, 0,75〕 と小さすぎる(じ っさいこれに気づかずに大失敗をやらかした )。 し

たがってこれを4倍し,

b=1/賀 2K3=0.32649838486……

とし(収東域はほぼ〔0.04, 1.85〕 ), 1//4≦ a≦ 1を含ませてあとで 1//2にする(1桁右にンフト)と
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いうスクーリングをしたほうがよい。

なお実際にlヽ これらの定数は理論値よりも, じつさいにいろいろな引数に対して求めた真値との差をなるべく小

さくするように,実験的な現場合せの手法で末尾の桁を若干修正した値としたほうがよいである。そのような意味(

これまで筆者がやってきたFORTR」いJに よるシミュレーションも,十分に実用化試験の意味があることと信ずる。

Zむ す び

COH)IC の欠点は下記のこととされる。

1° 定数記憶を数多く必要とする。

2° 同時並行処理ができないと(少なくとも2つのレジスタの同時運転がきかないと)利点が十分に発揮でない。

しかし ar醜鈍 も arc憶山 も5乗以上が無視できれば ε tt ε8ノ/3  でょぃし, 3乗以上が無視できればε

でよい。したがってNビ ットの計算には合計 2N/3(ま たは 2N/5+若 千 )個でよく, これは各種の初等函数の

近似式の係数全体とくらべて,それほど多くはない。 2° は今後の科学技術計算用の計算機の金物設計者の責任とし

よう。

他方長所として下記の点が考えられる。

1° 加減算とンフトと判断のみで実行できる。   したがって金物で組んでしまうことが可能である。

2° 定数さえ十分の桁数があれば, ビット数 (精度 )に関係なく同一算法でよい。したがってとくに超倍長精度計算

用に有利である。

3° o葛)と l昭 :sin, cOs と arcLn などが,同一プログラムの逆算として実行できる。また a cos t

― b sin tな どが一度に計算できる。  Walther の作つた回路でl、 乗除算より arctanの ほうが早い

という。初等函数は,乗除算と同一水準で計算できるわけである。

20年前,函数近似公式が面数表にかわったが,いまや少なくとも初等函数に関する限り,函数近似公式は不要に

なった感がある。計算法の進展とともに 「 ヤランタ」というのが筆者の正直な感想である。

工 。ヽW測l川にヘ
で0

5丁 CC
■ EEl三 D

:111、  113,9～ 38∫

116'

COぃJ臨止 R計上二 Dlチ鳳 ら■嵐

DryfJ P"Jr* t lof zt'ltf ( ^' l"lrli )負
´
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表 3  tafノ xi xi=2~ι の 10進 表示
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表 4 tafプ xi xi=グιの 8進 表示
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表 5  tan「 こxi, xi=2~こ の 10進 表示
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表 6 ~tan~/xi, xi=2■ の 8進 表示
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本 PDF ファイルは 1965 年発行の「第 6 回プログラミング―シンポジウム報告集」をス
キャンし、項目ごとに整理して、情報処理学会電子図書館「情報学広場」に掲載するものです。
この出版物は情報処理学会への著作権譲渡がなされていませんが、情報処理学会公式 Web

サイトの https://www.ipsj.or.jp/topics/Past_reports.html に下記「過去のプログ
ラミング・シンポジウム報告集の利用許諾について」を掲載して、権利者の捜索をおこないま
した。そのうえで同意をいただいたもの、お申し出のなかったものを掲載しています。

過去のプログラミング・シンポジウム報告集の利用許諾について� �
情報処理学会発行の出版物著作権は平成 12年から情報処理学会著作権規程に従い、学会
に帰属することになっています。
プログラミング・シンポジウムの報告集は、情報処理学会と設立の事情が異なるため、こ
の改訂がシンポジウム内部で徹底しておらず、情報処理学会の他の出版物が情報学広場
(=情報処理学会電子図書館)で公開されているにも拘らず、古い報告集には公開されてい
ないものが少からずありました。
プログラミング・シンポジウムは昭和 59年に情報処理学会の一部門になりましたが、そ
れ以前の報告集も含め、この度学会の他の出版物と同様の扱いにしたいと考えます。過去
のすべての報告集の論文について、著作権者（論文を執筆された故人の相続人）を探し出
して利用許諾に関する同意を頂くことは困難ですので、一定期間の権利者捜索の努力をし
たうえで、著作権者が見つからない場合も論文を情報学広場に掲載させていただきたい
と思います。その後、著作権者が発見され、情報学広場への掲載の継続に同意が得られな
かった場合には、当該論文については、掲載を停止致します。
この措置にご意見のある方は、プログラミング・シンポジウムの辻尚史運営委員長
(tsuji@math.s.chiba-u.ac.jp)までお申し出ください。
加えて、著作権者について情報をお持ちの方は事務局まで情報をお寄せくださいますよう
お願い申し上げます。
期間：2020 年 12月 18 日 ～ 2021 年 3 月 19 日
掲載日：2020 年 12 月 18 日
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