
B3 立体ペン トミノの解法について

磯 部 俊 夫  (航空宇宙技術研究所 )

1. は し″川こ

正方形を 5つ平面上に並べると ,図 1の ような形の異なった 12のパターンが得られる。これらをベントミノという。

N P

V W

図1 ベ ン トミノ 12の 素子

X Y

これ らのパター ンには ,そ の形か らF,I,L,N,P,T,U,V,W,X,Y,Zと 名付け られてい る。正方形を

立方体に置きかえると ,こ れ ら 12個 の素子を使用 して ,直方体を組立てることができる。 この 12個の体積の合計は

60であり ,これらを使って次のような直方体を組立てられることが知 られている。

20x3x1        2種 類

15× 4x1      368種 類

12X5Xl     1010種 類

10× 6x1     2339種 類

8× 8x1       65種 類

(ただし中心の 2X2は 使わない )

10x3× 2       12種 類

6× 5× 2      264種 類

5X4X3     3940種類1)   …
11いふ」Lメ ム4

ベントミノを計算機で解く試みは ,日 本では1960年代の中頃から富士通
2)等

で行なわれている.

ベントミノ問題の基本的な解き方は次の通りである。素子をまず 1つ取り,定められた箱の中の適当な位置に適当な

向きで入れる。次に別の素子を同様にして箱の中に入れる.こ のとき箱の中には ,既 に他の素子が入っているので ,あ
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る程度の制約を受ける。このような操作を続けてゆく。後になるに従って ,素子を箱の中に入れる自由度がだんだん少

なくなってくる。素子全部がこのようにして箱の中に納まれば ,解の 1つが見つかつたことになるが ,大抵の場合 ,途

中でどのよう
°にしても入らないという状態に陥る。このようになったら ,い ま入れようとしている素子の前に箱に入れ

た素子を入れ直す。 この素子をどのように入れ直しても駄目なときは ,さ らに前に入れた素子を入れ直す。このように

して解を見つける。この方法は ,可能な組合せを全部調べるということになり ,調べるべき数がすぐ膨大な数になって

しまう。処理時間を早めるためには ,能率よく処理するプログラムを作ることは勿論 ,処理の過程での論理的処理を必

要とする。

本報告では

(1)基本的な解き方に従ったベントミノ型の組合せ問題を一般的に解くためのプログラム

② ベントミノにおける論理的処理

(0 4次元ベントミノ

について述べる。

使用した計算機はHITAC5020,5020Fで ある。この計算機は 1語が 32ビ ットであり ,演算速度は表 1

に示す通りのものである。

種 類 精度その他 5020 5020F

加減算固定小数点
1倍長

2倍長

8

21

1.0

1.5

～ 3.0

～ 3.0

ン   フ   ト
1倍長

2倍長

6～ 10

6～ 10

1.0

1.5

ジ  ャ  ン :プ
ジャンプする時

ジャンプしない時

4

8

0。 56～ 1.75

1.0 ～ 2.0

ス ト   ア

1倍長

2倍長

10

16

1.25～ 3.25

1.25～ 3.25

表 l HITAC5020,5020Fの 演算速度 (単位μ秒)

2。 基 本 プ ログ ラム

箱が直方体であり ,かつ素子が立方体 より構成されているベントミノ型の一般問題を取り扱えるようなプログラムに

ついて述べる。

このプログラムでは ,ま ず各素子についてその素子が箱の中で取りうる全状態について調べた表を作る。ベントミノ

の場合では 12の素子に対応して 12の 表ができる。しかる後 ,各表から各々1つの状態を取り出し ,箱の中に入れる。

全部が箱の中に入れば ,そのときの組合せが解になる。この操作を全組合せについて調べる。と ,い ぅ方法で処理され

る。

プログラムは ,箱 の定義 ,素子の定義されたデータを読み込む入カルーチン ,定義された箱を計算機処理用のデー

タ構造に変換するルーチン (FRSTMS),各 素子の箱の中で取りうる全状態を調べ ,表を作るルーチン eSIFT〉

各表から可能な組合せを作 り箱に入るかどうかを調べるルーチン (PENTON),出 力印字ルーチンおよび全体を制
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御するルーチンから構成される。

入カデータ形式

ここでは ,ベ ントミノ型に関する問題一般を扱かえるような入カデータ形式について述べる。

(1)箱の定義

箱は n次元直方体であり

BOX//Xl*X2*° ……*Xn

ただしXk:k軸 方向の辺の長さ

n:==1,2,・ ……4

で表わす。

(a 予約席の定義

箱の中で素子が入ることのできない領域を予約席と名ずけm体積の予約席は

RESERVE//(記 号)(Xll'X21'… … 'X nl)'(X12'X22'……
'X n2)・

…… '(Xl m'X2m'
… …。,xnm)

で表わす。

BOXの 体積か ら予約席の体積を引いた ものが有効体積になり ,こ の中に素子が入 る。 この有効体積は 64以下でな

ければならない。

(3)素子の定義

i体積 ,j次元で定義 される素子は

ELEMENT/(記 号)(Xll'X21'・・…°X jl)(X12'X22'… … X j2)・ …・°(Xl i'X21'… … Xjl)

で表わす。なお記号は ,1文字で表わす各素子固有の名前である。

このような形式で書 くことに より ,扱かえる素子はベン トミノな らず直角座標系で表現できるものであれば良い。

この入カデータ形式を使 うと ,5× 4× 3の ベン トミノでは ,次のようにデータを書ける。

BOX/5*4*3

ELEMENT/(I)(1,1),(2,1),(3,1),(4,1),(5,1)

ELEMENT/(X)(2,1),(2,2),(2,3),(1,2),(3,2)

ELEMENT/(T)(2,1),(2,2),(2,3),(1,3),(3,3)

ELEMENT/(U)(1,2),(1,1),(2,1),(3,1),(3,2)

ELEMENT//(v)(1,3),(1,2),(1,1),(2,1),(3,1)

ELEMENT/(W)(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,3)

ELEMENT//(Z)(1,1),(2,1),(2,2),(2,3),(3,3)

ELEMENT//(L)(1,4),(1,3),(1,2),(1,1),(2,1)

ELEMENT/(N)(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(2,4)

ELEMENT//(Y)(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(1,3)

ELEMENTノ /(F)(1,2),(2,1),(2,2),(2,3),(3,3)

ELEMENT//(P)(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3)

また真中に 4体積の穴のある 8× 8の ベン トミノでは

BOX′/8*8
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RESERVE′ /(*)(4,4),(4,5),(5,4),(5,5)

ELEMENT/(1)

とかける。

データ構造

入力されたデータは内部処理に適するデータ構造に変換する。有効体積は ,2語 (64ビ ット)で表わす。 1ビ ツト

が体積 1と 対応し ,先頭のビットから1,2,… … 64と ア ドレスを付ける。この処理上の箱をMBOXと 呼ぶ。BOX

とMBOXの対応表はルーチンFRSTMSで 作られる。対応表は図 2の ような構造になっている。

空間番号 X座 標 Y座 標 Z座 標

yl

y2

Xk yk Zk

yn

(a)実際の箱 (BOX) (b)BOXと MBOXと の変換テーブル

1  2  3

χ 氏

k

(c)処理用の箱 (MBOX)

図 2

PSIFTル ーチンでは ,定義された素子が箱の中でとりうる状態すべてを求める。ここでは ,各座標軸について回

転操作を施し,しかる後 ,各軸に沿って平行移動を行なう。このようにして得られた素子の状態が ,予約席を占めなけ

ればテープルに登録する。テープルのデータ構造はMBOXと 同じである。 5X4× 3の箱において ,例 えばZ素子は ,

図 3に示す 12の異った向きをもつ。また ,図 3の 1の向きに対して ,図 4の ような 18通 りの平行移動が行なわれる。

表 2は各大きさの箱に対するベントミノのとりうる状態の数と向きの数を示したものである。

PENTOMル ・―チン

各素子に対する状態表から ,全部の素子が箱に入る組合せを見つけるルーチンである。各素子には通し番号をつけ ,

次のようなテープルを用意する。

JOT(n,k):番 号 nの素子のkの状態がかかれている。

JMT(n):番 号 nの素子の状態の数。

JNT(n);MBOXに 入っている番号 nの素子の状態。まだ箱の中に入っていないとき0と する。

いま iの素子を箱の中に入れようとする。 k=1と しJOT(1,k)と MBOXの 論理積をとる。 0な ら素子 iは

kの状態で箱の中:こ 入る。そこでJMT(i)=kと し ,次の素子へ移る。論理積が 1な ら箱に入らない。 kを増加させ箱

に入るものがあるかどうか探す。 k=JMT(i)に なっても入るものがなければ ,i=i-1と し箱:こ 入っている iの素

-88-
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図3 素子 Zの 5× 4× 3の 箱での向き
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り除き,k=JN T(1)+1と し同じ操作を行なう。図5に PENTOMの フロー・チャー トを示す。

es

図 5 PENTOMの フ ロー・ チ ャー ト

START

0-→ I,JNT

I≦素子の数

K=JNT(I)+1

解が求まった

K≦JMT(D

0→ JNT① JOT(I,K)
がMBOxに 入

るか

I=.I-1

K―→JNT(I)I=0

MBOxか ら素子 Iを除く

STOP
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3。 ベ ン トミノにおけ る論理 的処理

2.で 述べた方法でベントミノの問題は解けるはずである。これに従ってプログラムを作り5× 4X3の立体ベントミ

ノを実行させた結果 ,HITAC5o20Fで 30分以上計算しても一つの解も得られない。このプログラムでは ,素

子は状態の数の少ない順に番号を付けた。すなわちIXTuvwzLNYFPの 順である。組立て途中の様子を見ると ,

IXTの素子の関係が図6の ようになっている。このパターンでは ,連続した空間21,41,46が 3つであるから

X

X X X

X

00

T T T

T

T

図 6 この組 合 せ では解 はな い

解は得られない。T素子が次の状態に移るには,約 1時間ぐらい必要としそうである。そこで素子が箱の中に置いたと

き,連続した空き空間が 4以下のものを生じたときは ,ただちに次の状態に移すという機能をもたせることにする。ペ

ントミノでは素子が 2次元平面で定義されているので ,あ る平面上で連続した空き空間が5以上であることが必要である。

この操作をさせるため次のようなテープル ,ナ ブルーチンを用意する。

テープルRPT:素子がはいっていない箱の各要素と他の要素の結合関係を示した表。箱が3次元のときは ,X,Y,

Z軸に関するRPTX,RPTY,RPTZの 3つのテープルから成っている。 2次元のときはRPTX,RPTYで

構成される。 4× 3の平面では図7の ようになる。

(a)4× 3の面

空 間 番 号 左側の空間 右側の空間 下 の 空 間 上 の 空 間

10

11

12

10

10 11

11 11 12

12 12

RPTX        RPTY

O RPTテ ー プ ル の デ ー タ 構 造
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テープルMBOXA:こ の処理を行なうための箱.箱の中に素子が入っていないときはテープルRPTと 同じデータ

が入っている。

ナブルーチンELASM:素 子を箱MBOXAに 入れる。例えば図7の ようなMBOXAに 2,5,6,7,10の状態

にあるX素子を入れるとMBOXAは 図8の ようになる。

X 11 12

X X X

X

空 間 番 号 左側の空間 右側の空間 下 の 空 間 上 の 空 間

12

10

11 12

12 11

図 8  4× 3のMBOXAに X素子を入れたときのMBOXAの データ構造

ナブルーチンELERS:MBOXAに 入っている素子をMBOXAか ら取り除く。

ナブルーチンPLASC;点 Pに関して ,あ る面での連続した空き空間の数と ,それらの点を求める。図8で点3に

関してこの操作を行なうと4お よび点列3,4,8,12,11が 求められる。

基本プログラムで ,素子をMBOXに入れるとき ,同時に素子をMBOXAに 入れる。そしてMBOXで 0が入って

いるアドレスについて ,PLASCに より連続した空き空間の数を数える。この操作は ,2次元の場合は ,XY平面だ

けでよいが ,3次元のときは ,XY,XZ,YZの 3平面について調べる。もしこの中に連続した空き空間の数が 4以

下のものがあるなら,解は得られない。したがって ,MBOX,MBOXAか ら今箱に入れた素子を取り除く。

以上のアルゴリズムにより作られたプログラムでは ,約 15分に1つ の割で解が得られるようになった。 I,X素子

が図 6の状態にあるときの解を図9に示す。これらの解を求めるに要した計算時間はH-5020Fで 約10時間であ

った。 Iと Xの可能な組合せは ,鏡像関係を除いて66通 りあるから ,も し一組 I,Xの組合せにおいて ,解を求める

のに10時間必要とするなら ,全部の解を求めるのに660時間必要ということになる。
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V U U U

V U U

V V V

基本プログラム (プ ログラムA)と このアルゴリズムによるプログラム (プ ログラムB)と の処理速度を比較するた

め ,図 10-(a)の 初期値でそれぞれのプログラムを走らせた。プログラムAでは(b)に 4270秒 ,(c)に 4693秒 で ,

W

W W

W W

(a初 期 値

(D

(a

プ ログ ラム A

″    B

プ ロ グ ラム A

″    B

4270秒

223秒

4693秒

264秒

図  10

プログラムBでは0に 223秒 ,(c)に 264秒で達した。プログラムBは ,その処理速度が ,Aに比べ(a)― (0で 19倍 ,

0-(c)で 10倍 となっている。

プログラムBで ,連続した空間の数を数えるという処理には相当のステップ数が必要であり ,素子番号の小さなとき

は ,素子が次の状態に移るまでの時間が非常に長く,こ の処理に要する時間は問題に成らないが ,大きな素子番号では ,

よけいな処理を加えない方が早くなるであろうと考えられる。そこで ,A,B両 プログラムの処理過程と処理時間を調

べて見た。図 11-(a)の 状態から始める。次に処理されるのは ,第 9番 目のN素 子である。この状態から始めて最初に

得られた解は図 11-(b)で あり ,こ の解を得るためには ,第 6番目のW素子から上の素子の入れ換えが行なわれる。図

11くりの解を得るまでの時間は ,プ ログラムAで は279秒 ,Bでは 44秒であった。これらで処理と処理時間がど

X T T T

X X X T

X T

L L L L W

Y Y Y Y V

W Z V V V

L Z P P N

W Z Y F N

W Z F F N

U U U F F

W Z P P P

W X T T T

X X X T N

U X U T N

N N Z Z V

F N N N V

Y Y Y Y V

W W Z L V

F W W L P

F Y W L P

U U U L P

F Z Z L V

F X T T T

X X X T
「

U X U T F
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U Z V V V

U T T T V

X V

U Z Z Z

X T W

X W W

X W W

U Z L

U T L

L

L L

U F V V V

U T T T V

X W Z Z V

(」

(b)

図 11

のように成っているかを示したのが図 12で ある。プログラムBでは ,太線に沿って 9-9-9-8-8-8-8と 処

理される。上の括弧中の数値は ,連続した空間の数を調べるための時間である。大線の上の数値は ,A,Bど ちらのプ

ログラムでも必要な処理時間である。プログラムAは ,太線から下にかかれているような道筋で処理される。下の括弧

中の数値は ,大線から外れた処理に必要な時間である。図 12か ら判断すると第 9番 目以上の素子の処理では ,直接処

理した方が早いようであるが ,第 8番 目の素子の処理では ,プ ログラムBの方が 2倍以上早くなっている。 Bの アルゴ

リズムのための処理時間の平均値を測定してみると約 21π秒 ,処理を行なっている平均の素子番号は 8.5,空き空間が

5以上になるものを見つける確率が 0。 14であつた。プログラムBで は ,処理している平均の素子番号は 9.5で あった。

これらは図 11-仏)か ら始まる2000デ ータについての平均値であり ,非常に解に近い所でプログラムBに とっては

不利な条件での測定である。このような事を考えるとプログラムBは ,非常に有効であることが分かる。なおこの測定

は ,HITAC5020で 行なった。

U F F F Y

X W T Y Y

X W Z N Y

X P P N Y

U W F N L

U W T N L

X Z Z N L

P P P L L
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4.4次 元 ベ ン トミノ

60は ,5× 3× 2X2

とかくことができる。いま4次元空間で各座標軸をそれぞれX,Y,Z,A軸 とすると ,

01≦二x≦二5

0≦二y≦〔3

0≦二z≦重2

0≦〔a≦二2

で囲まれる4次元直方体を 12個 のベントミノ素子で組立てられるかという問題が考えつ く。 4次元直方体を感覚的に

理解することは困難であるが ,計算機の中での処理は ,2次元 ,3次元の問題を扱かうのも4次元を扱かうのも全く同

じでよい。

12の素子の内X,T,V,W,Z,Fの 6つの素子は ,3× 3以上の面を必要とする。 したがって ,こ れらの素子

はXY面上にしか置くことができない。また素子 Iも XY面上に置く必要がある。 12の素子のうち 7つ までがXY面

上に置かねばならず ,ZA面上には置ける素子が一つもないといぅ厳しい条件が付けられているので ,解がないであろ

うと予想される。

まず各素子が 5× 3× 2× 2の直方体内でいくつの状態を取りうるかを調べると ,表 3の ようになる。 I素子は 12

F L N P T U V W X Y Z

5× 3× 2× 2 96/8 12/1 1601/12 160/12
"ク

24 48ノ/4 192/12 48ン雀 48レ4 12イ1 160レ■2 48,た

72/8 136/■ 2 136/12 302/24 36/4 146/12 36/4 304 9/1 1361/12 36′4

72/B 128142 128ノ12 2801/24 36/4 1501/12 36,/4 36′ 9/1 128/12 36レZ4

表 3 5× 3× 2× 2の箱におけるベン トミノの状態の数と向きの数

の状態をもつが ,鏡像関係を考慮すると図 13の 2つの状態について調べれば良い。

a==1,Z==:l       a==1,z==2       a==2,z==1 a==2,z==2

伍)状 態 1

(b)状 態 2

図 13 5× 3× 2× 2で は Iの状態が仏),(Dの場合だけ調べれば良い。
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I素子を固定素子として問題を解くことにすると,入カデータは次のようになる。

状 態 1

BOX/5*3*2*2

RESERVEノ ′(I)(1,1,1,1),(2,1,1,1),(3,1,1,1),(4,1,1,1),

(5,1,1,1)

ELEMENT/(X)(2,1),(2,2),(2,3),(1,2),(3,2)

状 態 2

BOX/5*3*2*2

RESERVEノ /(I)(1,2,1,1),(2,2,1,1),(3,2,1,1),(4,2,1,1),

(5,2,1,1)

ELEMENT/(X)(2,1),(2,2),(2,3),(1,2),(3,2)

これらの各状態における 11個の素子の状態数は ,表 3の ようになる。

これらの計算には ,HITAC5020Fで 約 1時間を要したが ,予想通り5× 3× 2× 2の直方体を作る組合せは

得られなかった。

5. おわ りに

ベントミノの一般化した解法と ,そ の論理的処理の一つについて考察した。本報告で述べた手法のポイントは ,箱の

中で取り得る素子の状態を調べることである。この種の組合せパズルには ,ベ ン トミノの他に正三角形等を要素として

作られたものなどがあるが ,。 これらのものも同じ手法で解が求められるであろう。これらをも含んだこの種の問題の一

般化を行なうことが今後の課題である。また ,こ れはどのようにして ,各 々のパズルの性質を記述するかという問題で

もある。

連続した空き空間が 4以下であるかどうかという処理により ,立体ベントミノの処理速度を大幅に早めた。このアル

ゴリズムをそのまま使って ,残 りの空間がちようど5に成るとか ,特定の形に成るとかした場合 ,その空間を埋める素

子があるかどうかを調べ ,も しあれば先にその空間を埋めるという処理が行なえる。しかし ,こ のような論理的な処理

は ,多 くの時間を要するであろうから ,情況に応じて使い分けなければかえって処理時間を長くするという結果にも成

りかねない。
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