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1. はじめに 
 深層学習において，ニューラルネットワーク

の loss landscape の曲率情報など幾何学的情報

を調べるにあたって，フィッシャー情報行列や

ヘッセ行列などの 2次勾配情報行列が重要な役割

を果たす．これらの情報行列の固有値計算は，

パラメータ数が多くなるほど実用的ではなくな

る．本研究では，高速近似計算で求めたフィッ

シャー情報行列の固有値密度を Stochastic 

Lanczos Quadrature [1]と呼ばれるアルゴリズム

で近似計算し，正確なフィッシャー行列，固有

値密度と比較する． 

2. フィッシャー情報行列の近似計算 
2.1フィッシャー情報行列 
 パラメータベクトル! ∈ ℝ!に対するフィッシ

ャー情報行列$" ∈ ℝ!×!は以下の式で定義される． 

 $" = &[(" log , (.; !)(" log , (.; !)$] (1) 

ここで，,(2; 3)は!によって定まる.の確率密度

関数であり，期待値は.に対して取られる．ニュ

ーラルネットワークにおいて，,(2; 3)はソフト

マックス関数の出力，すなわちネットワークの

出力4(5|7; !)に相当する．フィッシャー情報行列

には多くの近似手法がある[2]．その中で，本研

究で用いたものを説明する． 

2.2 モンテカルロ近似 
 式(1)の期待値を計算するためには，クラスの

数だけ繰り返し計算が必要になる．ただ，

CIFAR-100 や ImageNet ではクラス数が 100，1000

となり，計算コストが高くなってしまう．モン

テカルロ近似を用いたフィッシャー情報行列の

計算では，モンテカルロ法により抽出された8ク

ラスのみで計算を行う．この8をクラス数よりも

小さくすることで計算コストを抑えることがで

きる． 

2.3 エンピリカルフィッシャー 
 エンピリカルフィッシャーは，式(1)において 

 

 

 

 

,(2; 3)に，ネットワークの出力ではなく学習用

のデータ(7, :)の分布4(;|7; !)を用いて計算され

る行列のことを指す[3]．エンピリカルフィッシ

ャーの計算ではクラスごとのループ計算が必要

ないので，正確なフィッシャー情報行列を計算

するよりも計算コストは抑えられる． 

2.4 ブロック対角近似 
 モンテカルロ近似やエンピリカルフィッシャ

ーは行列を定義する段階での近似であるが，ブ

ロック対角近似は行列の計算をする際の近似で

ある．ブロック対角近似では，ニューラルネッ

トワークの異なる層のパラメータ間に相関がな

いという近似をして計算を行う． 

3. 実験 
3.1 固有値密度の計算 
 ある行列の固有値のスペクトル密度は以下の

式のように表せる． 

 
<(=) = 	 18@A(= − C%)

&

%'(
 (2) 

ここで，Aはディラックのデルタ関数でC%は行列

の固有値である．固有値を全て求めれば計算は

簡単だが，情報行列などのように行列が大きく

なると実用的ではない．行列のスペクトルを含

む区間をより小さな区間に分け，それぞれの区

間の固有値の数を求めて<(=) を近似する方法も

考えられる．それぞれの区間の幅を小さくして

いけば，この近似は行列のスペクトル密度に近

づくが，これも計算コストが高い．ここでは，

行列積を用いて計算する Stochastic Lanczos 

Quadrature [1]（SLQ）と呼ばれるアルゴリズム

を使用する．原理を簡単に説明すると，まずデ

ィラックのデルタ関数をガウス関数で近似す

る．このガウス関数で置き換えられた式は，ガ

ウス求積法などを用いると，固有値と固有ベク

トルの第一要素で表される近似式にできる．SLQ

は，この固有値と固有ベクトルをランチョス法

[4]により求めて固有値密度の近似式を計算する

アルゴリズムである． 
3.2 データセットとモデル 
 データセットは MNIST と CIFAR-10 の学習用の

データを使用した．モデルは図 1 の CNN を用いた． 
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図 2：MNISTによる実験結果 

 

MatMul 層と Gemm 層は全結合層を示す．最初の

Conv 層と MatMul 層の重みの形はデータセットご

とに変更した（図は CIFAR-10 用のアーキテクチ

ャ）． 

3.3 行列近似 
 MNISTとCIFAR-10による実験結果をそれぞれ図

2 と図 3 に示す．近似手法の組み合わせによりそ

れぞれ 6つのプロットがある．fisher_exactが実

際のフィッシャー情報行列，fisher_mc が8 = 1
でモンテカルロ近似したフィッシャー情報行列，

fisher_emp がエンピリカルフィッシャーとなっ

ている．また，full は行列の全ての要素を求め

たことを表し，layer_wise がブロック対角近似

を行なったことを表す．それぞれのプロットに

おいて，横軸は固有値，縦軸はログスケールの

固有値密度となっている．橙色のプロットは実

際の固有値から求めた固有値密度で，青色のプ

ロットは SLQから求めた固有値密度となっている．

実際の固有値を求めてガウス関数への入力とし，

出力されたものが橙色のプロットである．実装

には ASDL*1を用いた． 

4. 結論 
 図 2，図 3 を見ると，SLQ により，実際の固有

値から求められた固有値密度と同じような固有

値密度を求められることがわかる．また，

fisher_exactと fisher_mc，fisher_empを比べる

と ， fisher_emp ， fisher_mc ど ち ら で も

fisher_exact の固有値密度の形と重なる部分が

あることがわかる．full と layer_wise を比べる

と，layer_wise において固有値の範囲が小さく 

 
 

 
図 3：CIFAR-10 による実験結果 

 

なっているが，その範囲では full の固有値密度

のおおよその形を示している．よって，これら

の近似をしても，ある程度は実際の固有値密度

の形が反映されているため有意な結果が得られ

ることが確認できた．今後の課題として，実用

場面で使われるようなより大きなモデルでの検

証が必要である． 
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図 1：使用したCNNのアーキテクチャ 

*1 https://github.com/kazukiosawa/asdfghjkl 
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