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1. はじめに 

 d  次元ユークリッド空間𝑅𝑑内の点集合  S = A ∪

B(A:正例の集合, B:負例の集合;A ∩ B = ∅) において，

正例の集合の幾何学的分布と負例の集合の分離を行

うことは，機械 学習やデータ解析の基盤技術であ

る．具体的には 𝑅𝑑  を幾何学的な領域 𝑋 とその補集

合 𝑅𝑑  \ 𝑋 に分割し，𝑋 を正例の集合の 近似として

示すものであり，𝑋 ∩ A は大きく，X ∩ B は小さい

集合になることが望ましい.    

 さまざまな幾何学的集合 X ⊂ R𝑑  について研究が

なされている．例えば，サポートベ クトルマシン

では X が半空間であり，𝑅𝑑  を Xと 𝑅𝑑  \ 𝑋 に分離す

る超平面を求める問 題として定式化される．その

他の幾何学的集合についても多く研究がなされてお

り，デー タマイニングなどでの重要な要素技術と

なっている． [1] 
 

 本論文では正例と負例が混在するデータのセット

カバー問題を取り上げ，自然な最適化問題に対して

焦点を当てる． 

具体的には正例と負例の差を最大化することを考

え，多項式時間アルゴリズムが設計できる条件と定

式化を考察する． 

 

2. 関連研究 

① GEOMETRIC SET COVER 

SET COVER 問題とは，全体集合 𝑈 とその部分

集合族 𝑈1, … , 𝑈𝑚 が与えられた時，𝑈 の要素

をすべて被覆するように部分集合族から最小

個数の部分集合を選ぶ問題である． この幾何

バージョンもまた古典的な組み合わせ最適化

問題であり，データベースや VLSI 回路など，

多くの応用がある．この問題は実に多くの設

定で研究がなされている．          

 一般の設定の集合被覆問題は NP 完全である

ことが知られている[2]．たいていの幾何的バ

ージョンでの設定でも，NP 困難であるか，近

似解を求めるのでさえ困難であることが知ら

れている[3, 4, 5]．しかし，幾何的な性質を

利用し，近似率を保証した効率的な解法も得

られる．たとえば，Mustafa ら[6]は３次元空

間において，円板領域集合被覆問題に対する 

PTAS の存在を示している． 

 

② RED-BLUE SET COVER (RBSC) 

要素数の和が𝑁となる赤色の集合𝑅と青色の

集合𝐵，および要素数が𝑛となる𝑅 ∪ 𝐵の部分集

合族𝑆が与えられた時，RED-BLUE SET COVER 問

題は，𝐵の要素をすべてカバーし𝑅の要素のカ

バー数を最小にするような𝑆の部分集合を求め

る問題である．SET COVER 問題の自然な一般化
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であり，𝐴が空集合のとき，SET COVER問題と一

致する．Carr ら[7]によって提唱され，また，

P=NP でない限りは任意の定数𝑐 <
1

2
に対して，

2log1−𝛿 𝑛倍に近似できないことが証明されてい

る(𝛿 = 1/ log𝑐 log 𝑛). 

幾何バージョンでは，Chan ら[8]が二次元平

面において𝑆を単一正方形集合に限定した場合

でも NP 困難であること，また，PTAS が存在す

ることを示した． 
 

3. 定義 

 本論文ではセットカバー問題の自然な拡張として

新たな定式化を導入し，一次元の場合にはあらゆる

インスタンスに対して効率的なアルゴリズムが存在

することを示す．また，問題が二次元の場合は NP

困難であることを示し，インスタンスを特別な場合

に限定すれば多項式時間アルゴリズムが存在するこ

と，およびその条件について詳説する． 

 

問題１ 最大差セットカバー問題 

インスタンス：𝑅𝑑上の正例点集合𝐴，負例点集合𝐵

および領域集合𝑋 

 

タスク：部分集合𝑋′ ⊆ 𝑋で，|𝑋′ ∩ A| − |𝑋′ ∩ B|を最

大にするものを見つける 

 

4. 提案手法 

 d=1 のとき，任意のインスタンスが DAG 上の最長

経路問題に変換できることを示す． 

アルゴリズム１ 

入力：一次元(d=1)の最大差セットカバー問題のイ

ンスタンス 

出力：インスタンスの最適解の要素のインデック

ス，および最適値 

方法： 𝑥𝑖を右端座標の昇順に並び替える．インス

タンスから重み付き有向グラフ G(V,E)を構成す

る．ダミー頂点𝑣0と，𝑥𝑖 ∈ 𝑋に対応する頂点𝑣𝑖を V

に追加する．i<j に対して𝑥𝑖 ⊈ 𝑥𝑗なら，辺(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)を

E に追加する．辺の重み𝑤 ((𝑣𝑖 , 𝑣𝑗)) ≔ |(𝑥𝑖 ∪ 𝑥𝑗)/𝑥𝑖|

とする．生成されたグラフ G 上で𝑣0からの最長経路

P を求める．P 上の各頂点のインデックスと経路長

をそれぞれもとの問題の最適解と最適値として出力

する． 

 

生成されたグラフ G は DAG になっており，DAG 上

の最長経路問題は最短経路問題に帰着することで解

くことができる．このアルゴリズムは，辺の重み

𝑤 ((𝑣𝑖 , 𝑣𝑗))が領域𝑥1, … , 𝑥𝑖−1に依存せず𝑥𝑖  と𝑥𝑗のみ
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より一意に決定されることと，辺の重みの定義から

任意の経路長が元の問題の対応するカバーリングと

一致することから，正当性が保証される．またこの

アルゴリズムの計算時間は𝑂(𝑁|𝑋| + |𝑋|2)である． 

 

d=2 のとき，インスタンスで与えられる領域集合

を単一正方形に限った場合でも NP 完全であること

が，Planar 3-SATからの帰着によって証明できるが，

ここでは詳細は省略する．P=NP でない限りは多項

式時間アルゴリズムが存在しないが，インスタンス

を特別な場合に限定すれば問題を効率的に解くこと

ができる． 

 

5. 限定されたインスタンス 

ただし，領域集合が特別な場合であれば一次元と

同様に重み付き有向グラフ上の最長経路問題に帰着

することで問題を解くことができる．以下に，その

一例となるインスタンスと，インスタンスが満たす

べき条件を詳説する． 

 

問題２ 最大差セットカバー問題（限定版 d=2） 

インスタンス：𝑅2上の正例点集合𝐴 = {𝑎𝑖 ∈ 𝑅2}，負

例点集合𝐵 = {𝑏𝑖 ∈ 𝑅2},水平直線Ｌおよび中心が L

上に乗る（L1 ノルムでの）円集合𝐷 = {𝑑𝑖 ⊆ 𝑅2} 

 

タスク：部分集合𝐷′ ⊆ 𝐷で，|𝐷′ ∩ A| − |𝐷′ ∩ B|を最

大にするものを見つける 

 

 
問題２の問題例．任意の問題例を DAG 上の最長経

路問題に変換できる． 

 

一般に，インスタンスからグラフを構成できる条

件として，辺の重みが一意に決定されることがあげ

られる．これを達成するにはインスタンスの入力で

与えられる領域集合をある順に並べたときに，次を

満たす必要がある． 

∀𝑖<𝑗<𝑘 (𝑥𝑖 ∩ 𝑥𝑘 ⊆ 𝑥𝑗) ∨ (𝑥𝑗 ⊆ 𝑥𝑘) 

また，これが満たされているとき，任意のインス

タンスがグラフに変換可能である．以下に参考の図

を示す． 

 
 

 
青色に示される領域𝑆𝑥 ∩ 𝑆𝑧で，𝑆𝑦に含まれない部

分に正例点または負例点が存在するとき，グラフの

辺𝑤 ((𝑣𝑦 , 𝑣𝑧))の重みが一意に決定されない．すな

わち， 𝑆𝑥がカバーに使用されるかどうか，グラフ

上で言えば，経路に 𝑣𝑥 を訪れたかどうかで

𝑤 ((𝑣𝑦 , 𝑣𝑧))が変化してしまう．以上から，次の定

理が言える． 

 

定理１ 

最大差セットカバー問題のインスタンスで与えられ

る領域集合𝑋が∀𝑖<𝑗<𝑘 (𝑥𝑖 ∩ 𝑥𝑘 ⊆ 𝑥𝑗) ∨ (𝑥𝑗 ⊆ 𝑥𝑘)を満

たすとき，𝑂(𝑁|𝑋| + |𝑋|2)時間で最大経路問題に帰

着可能． 

 

6. おわりに 

 正例と負例を持つセットカバー問題を考察し，そ

の問題が NP 完全に属すること，一次元の場合には

効率的なアルゴリズムが存在することを示し，二次

元以上の場合についてはインスタンスを限定すれば

効率的なアルゴリズムが存在することを示した．ま

た，問題が多項式時間アルゴリズムを持つようなイ

ンスタンスの条件を示した． 
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