
DAGに対する幅とアルゴリズムに関する一考察
森順平 †

京都大学 †

川原純 ‡

京都大学 ‡

湊真一 §

京都大学 §

笠原正治 ¶

奈良先端科学技術大学院大学 ¶

1 序論

幅の小さいグラフはよく見られ，その上で

何らかの計算をすることはよくある．無向グ

ラフにおいてはパス幅 [4]や木幅 [5, 2]といっ

た幅の指標が知られており，それぞれパスへ

の類似度，木への類似度を表す値である．この

幅が小さいときにある種の問題を効率的に解

く手法はいくつか知られている [1]．有向グラ

フにおいてもこのような手法は知られており，

Directed-path-width [3] がその一つである．こ

れらは非有向巡回グラフ（DAG）への類似度を

表すものに近く，DAGに対する幅の指標はこ

れまで研究されていない．本研究の目標は幅が

小さい DAG上のある種の問題を効率的に解く

ことである．

本研究の貢献は二つに分けられる．一つ目と

して，DAGに対する幅の指標として有向パス

幅を提案する．無向グラフにおけるパス幅の拡

張として定義する．二つ目として，有向パス幅

の小さい DAG上の問題を効率的に解くアルゴ

リズムを設計する．それぞれ 3章，4章で説明

する．

2 準備

有向グラフDを (V,E)の組で表す．ただし，

V は有限集合で E ⊂ V 2 である．(u, v) ∈ E は
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頂点 u から頂点 v への辺であり，図では u か

ら vへの矢印で表す．有向グラフにおいて頂点

の列 v1, v2, . . . , vk で，i = 1, 2, . . . , k − 1につい

て (vi, vi+1) ∈ E が成立するものを，歩道と呼

び，kを長さと呼ぶ．長さ 2以上の歩道におい

て v1 = vk が成立するものを回路と呼ぶ．回路

が存在しない有向グラフを DAGと呼ぶ．DAG

において，歩道 v1, v2, . . . , vk は有向パスと呼ば

れる．

3 有向パス幅の定義

パス幅と同様に，有向パス幅は DAGパス分

解から定義される．

Definition 1. D = (V,E)を DAGとする．D

の DAGパス分解は頂点の部分集合の列，X =

(X1, X2, . . . , Xs)で，次の (i)，(ii)，(iii)の条件を

満たすものである．(i) X1 ∪X2 ∪ . . .∪Xs = V．

(ii)任意の辺 (u, v) ∈ Eについて続く (a)，(b)の

どちらかが成立する．(a) u, v ∈ X1．(b)ある添

え字 i ≥ 2が存在して，u ∈ Xiかつ u ̸∈ Xi−1か

つ v ∈ Xi．(iii)添え字 i, j, k（1 ≤ i ≤ j ≤ k ≤ s）

について Xi ∩Xk ⊂ Xj．

分解X = (X1, X2, . . . , Xs)に対して，X の幅

WX をWX = maxi=1,2,...,s |Xi| − 1で定義する．

DAG D の有向パス幅 W を D の DAGパス分

解の幅の最小値と定義する．上記の (i)と (iii)

の条件は無向グラフのパス幅の条件と同じもの

であり，(ii)の条件は有向を表す条件でパス幅

の条件の拡張である．図 1は DAGパス分解の

一例である．分解 (X1, X2, X3, X4)の幅は 3で

ある．X3 は {v3, v4} と {v4, v5, v6} に分けるこ
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とでより小さい分解が得られ，この DAGの有

向パス幅は 2である．
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図 1 DAGパス分解の例

長さ 2以上の有向パスのみからなる DAGの

有向パス幅は 1である．有向パス幅は直感的に

は 1に近いほど有向パスに近い DAGであるこ

とを表す．

4 アルゴリズムの設計

アルゴリズムの一例について触れる．DAG

D = (V,E) を入力として，各頂点について到

達可能な頂点数を出力する問題を考える．愚

直な全探索で O(|V ||E|)時間で計算することが
できる．これより高速な解法も知られている

が，いずれも Ω(|V |2)時間必要である．ここで
入力に DAG Dに加え，幅W の DAGパス分解

X = (X1, X2, . . . , Xs)が与えられるとする．こ

のとき O(2WW 2|V |) 時間で計算することがで
きる．すなわち，幅 W が定数のとき頂点数に

対して線形時間で計算することができる．

図 1 を用いて計算方法を説明する．例とし

て，X4に含まれる v7について注目する．v7か

ら到達できる X1, X2, X3 の頂点数は X3 と X4

の共通部分である v5 または v6 を通る．これは

(v5 から到達でき，v6 からは到達できない頂点

数) + (v5 から到達できず，v6 からは到達でき

る頂点数) + (v5 と v6 から到達できる頂点数)

によって計算できる．このアイデアを一般化す

ると，i = 1, 2, . . . , sと順に各 Xi とその部分集

合 A について A の全ての頂点から到達でき，

Xi \Aのどの頂点からも到達できない頂点数を
計算していくことで各頂点から到達可能な頂点

数を計算することができる．

5 まとめ

DAGに対しての幅の提案と，その幅が小さ

い DAGに対して効率的に動作するアルゴリズ

ムを提案した．今後の課題としては有向パス幅

に対する性質の発見，他の問題に対するアルゴ

リズムの設計，無向グラフにおける木幅の拡張

として有向木幅の提案などが挙げられる．
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