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1 はじめに

実験計画法は様々な要因が目標となる特性値にどの

ような影響を与えているかなどを明らかにする統計的

実験手法である．実験計画法のモデルは，全てのパラ

メータが独立となる複素空間上の直交基底関数モデル

で表現することにより，プログラミングを容易化する

ことができる．しかし，因子数が多く，主効果や交互

作用効果を多く含む場合には，パラメータ推定に時間

がかかることが問題点としてあげられる．そこで本稿

では，直交計画を利用した大規模な実験において，パ

ラメータ推定に高速フーリエ変換を利用することで計

算の高速化が可能となることを示す．

2 準備

2.1 ガロア体

q 個の元からなる体をガロア体 [1]といい，GF (q)

で表す．なお，ガロア体の位数 q は，q = pm でなけ

ればならない．ただし，pは素数である．

例 1. GF (22) = GF (4)は体を成す．その演算表を表

1に示す．
表 1: GF (4)上の加法と乗法表 [1]
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2.2 ガロア体上の直交基底関数

はじめに，長さ n のベクトルを考え，x =

(x1, x2, · · · , xn), a = (a1, a2, · · · , an), b =

(b1, b2, · · · , bn) とする．ここで，x,a, b ∈ GF (q)nと

しておく．

例 2. q = 4, n = 2 の場合，GF (4)2 =

{00, 01, 02, · · · , 33}であり，|GF (4)2| = 16となる．
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このとき，GF (q)n の指標群 [2] は {Xa|a ∈
GF (q)n}で表すことができ，次式が成立する．

1

qn

∑
x∈GF (q)n

Xa(x)X ∗
b(x) =

{
1, a = b

0, a ̸= b
(1)

ここで X ∗
b(x)は Xb(x)の複素共役である．

例 3. q = 4のとき，Xa(x) = eiπa·x/2と書くことが

できる．ここで，内積a ·x = a1x1+a2x2+ · · ·+anxn

は GF (q)上で計算される．

このとき，任意の関数 f : GF (q)n → C (C は複素

数体)は，指標の線形結合により，

f(x) =
∑

a∈GF (q)n

faXa(x) (2)

で一意に表現可能で，係数 fa は次式で与えられる．

fa =
1

qn

∑
x∈GF (q)n

f(x)X ∗
a(x) (3)

3 実験計画法

本稿では，実験計画法のモデルを，全てのパラメー

タが独立となる直交基底関数モデル [3]で表現する．

3.1 必要な用語の説明 [3]

はじめに，説明に必要となる記号を定義しておく．

長さ nのベクトル aの 0でない成分の数を aのハミ

ング重みといい，Hw(a)で表すものとする．

F1, F2, . . . , Fn をモデルに含まれる n個の因子とす

る．本稿では，n個の因子は全て同じ水準数を持つも

のとし，その水準数を qとしておく．

ここで，集合 A ⊆ {0, 1}nはモデルに含まれる一般
平均，因子，因子間の交互作用を表す集合とする．因子

FiはHw(a) = 1, ai = 1となる aにより表され，因子

Fi と因子 Fj の交互作用はHw(a) = 2, ai = 1, aj = 1

となる aにより表されるものとする．また，一般平均

はHw(a) = 0となる aにより表されるものとする．

例えば，A = {0000, 1000, 0100, 0010, 0001, 1100}
の要素は順番に，一般平均，因子 F1，因子 F2，因子

F3，因子 F4，因子 F1と因子 F2の交互作用を示して

いる．
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3.2 直交基底関数モデル [3]

集合 A に対し，IA = {(b1a1, b2a2, . . . , bnan)|a ∈
A, bi ∈ {0, 1, · · · , q−1}}と定義すると，集合Aに含ま

れる一般平均は f0，因子Fiの主効果は {fa|Hw(a) =

1, ai ̸= 0,a ∈ IA}，因子 Fiと因子 Fj の交互作用効果

は {fa|Hw(a) = 2, ai ̸= 0, aj ̸= 0,a ∈ IA} により表
現される．

水準組合せ xで実験を行うときの特性値を t(x)と

する．このとき，以下のモデルを仮定する．

t(x) =
∑
a∈IA

faXa(x) + ϵ (4)

ここで ϵは平均 0，分散 σ2 のガウス確率変数である．

3.3 実験の形式

本稿においては，集合Aは事前に与えられるものと

する．このもとで，まず実験する水準組合せの集合で

ある実験計画X = {x1,x2, . . . ,xN}を決定する．そ
の後，実験を行い，対応する特性値 t(x1), . . . , t(xN )

を得る．実験後には，得られた N 個の入出力の対で

あるデータ集合 {(x, t(x))|x ∈ X}から，各効果の推
定を行う．本稿では，同じ大きさの実験計画の中で各

効果の不偏推定量の分散を最小にすることが知られて

いる直交計画を用いる．

3.4 直交計画 [3]

v(a) = {i|ai ̸= 0, 1 ≤ i ≤ n}とする．集合 Aに対

し，kA × n行列 GA を

GA =


g1,1 g1,2 · · · g1,n

g2,1 g1,2 · · · g1,n
...

...
. . .

...

gkA,1 gkA,2 · · · gkA,n

 (5)

gi,j ∈ GF (q)(1 ≤ i ≤ kA, 1 ≤ j ≤ n)とし，以下の

二つの条件を満たす行列とする．
1. g·jをGAの j番目の列とすると，任意のa′,a′′ ∈

Aに対し，集合 {g·j |j ∈ v(a′ + a′′)}∗が GF (q)

上で線形独立

2. gi· を GA の i番目の行とすると，集合 {gi·|i ≤
i ≤ kA}が GF (q)上で線形独立

このとき，集合 Aに対する直交計画XA はXA =

{x|g = rGA, r ∈ GF (q)kA} で与えられ，実験回数N

はN = |XA| = qkA である．

3.5 各効果の推定

実験回数 qkA の直交計画XA を用いるとき，fa の

不偏推定量 f̂a は次式で与えられる．

f̂a =
1

qkA

∑
x∈XA

X ∗
a(x)t(x) (6)

∗ a′ = (a′1, a
′
2, · · · , a′n),a′′ = (a′′1 , a

′′
2 , · · · , a′′n) とすると，ベ

クトル間の加法は，排他的論理和 ⊕を用い，a′+a′′ = (a′1⊕
a′′1 , a

′
2 ⊕ a′′2 , · · · , a′n ⊕ a′′n) で定義される．

4 複素空間での各効果の推定の高速化

本稿では，式 (6)で与えられる各効果の推定を，高

速フーリエ変換 (Fast Fourier Transform: FFT)によ

り行うことで計算の高速化を行う．なお，以下では，

水準数 qは q = 2r (r: 正整数)とする．

実験回数N = qkA の直交計画について実験を行い，

得られた {t(x)|x ∈ X} から，各効果の推定を行う
場合を考える．このとき，kA 次元離散フーリエ変換

(Discrete Fourier Transform: DFT)であれば，複素

乗算回数は q2kA となる．一方，kA次元ベクトル・ラ

ディックス FFTであれば，複素乗算回数 VM は，

VM =
qkA − 1

2kA
qkA log2 q (7)

で与えられ [4]，複素乗算回数の低減により，各効果を

推定する計算の高速化が可能となることがわかる．

また，実際のプログラミングを行う場合についても

考える．n次元 FFTの計算には，効率的な数値計算

のライブラリである NumPy [5]の numpy.fft.fftn関

数を使用することができる．このため，直交基底関数

モデルは，ライブラリを利用したプログラミングに適

したモデルであることがわかる．

5 おわりに

本稿では，実験計画法において，高速フーリエ変換

を利用することで各効果の推定の計算の高速化が可能

となることを示した．さらに，多次元 FFTの計算に

ライブラリを利用することにより，プログラミングが

容易化できることを示した．
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