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1. まえがき 実数成分の n×n 行列の集合をMn =

Mn(R) とする. 連続する整数を成分としその逆行列

の成分が整数である行列 A ∈ Mn を Magic Matrix

(MM)，さらに逆行列 A−1 の成分も連続する整数であ

る時，完全 Magic Matrix (PMM) と定義した [1]．行

列の行の交換・列の交換を行っても MM, PMM の性質

は保存される．本報告では行列の左・右回転，転置，反

転置などの成分の規則的な変形 (作用素)も MM, PMM

の性質を保存することを示す.

2. 行列の作用素と代数系 A = (aij) ∈ Mn に
対して左回転 (ℓ: left rotation), ２回転1 (w: double
rotation), 右回転 (r: right rotation), 転置 (t: trans-
pose),列の反転 (v: vertical inversion),反転置 (a: anti-
transpose)、行の反転 (h: horizontal inversion) を以下
のように定義する．左回転は例えば 1行目を回転させて
1列目に、右回転は 1行目を n列目に移動させる変形で
ある．列の反転は列の左右の入れ替え，行の反転は行の
上下の入れ替えである．反転置は反対角軸 a1n, · · · , an1
に対する転置である. 変形を行う行列 A の右肩に変形
の種類を記号 1, ℓ, w, r, t, v, a, hで書き表す.

A1 =

 a11 · · · a1n

...
. . .

...
an1 · · · ann

 , Aℓ =

 a1n · · · ann

... . .
. ...

a11 · · · an1

 ,

Aw =

 ann · · · an1

...
. . .

...
a1n · · · a11

 , Ar =

 an1 · · · a11

... . .
. ...

ann · · · a1n

 ,

At =

 a11 · · · an1

...
. . .

...
a1n · · · ann

 , Av =

 a1n · · · a11

... . .
. ...

ann · · · an1

 ,

Aa =

 ann · · · a1n

... . .
. ...

an1 · · · a11

 , Ah =

 an1 · · · ann

... . .
. ...

a11 · · · a1n

 .

それぞれの変形は行列 A の ij 成分 aij を用いて

Aℓ = (aj,n+1−i), Aw = (an+1−i,n+1−j), Ar =

(an+1−j,i), At = (aji), Av = (ai,n+1−j), Aa =

(an+1−j,n+1−i), Ah = (an+1−i,j)と表示できる. 以下

では 1, ℓ, w, r, t, v, a, h を Mn の作用素と呼ぶ． 行列

A の作用素 λ1, λ2 の積 · をAλ1·λ2 = (Aλ1)λ2 で定義す

ると λ1, λ2, λ3 に関して結合律A(λ1·λ2)·λ3 = Aλ1·(λ2·λ3)

が成り立つ.
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1命題 1 から w は行と列の反転 (double inversion) でもある．

正 m 角形 (m ≥ 3) の回転 R と鏡映 S

を生成元とし Rk = Rk, Sk = RkS (k =

0, 1, · · · ,m − 1) (Rm = 1, S2 = 1, SRS = R−1)

で得られる合同変換全体の二面体群 [2] を Dm =

{R0, R1, · · · , Rm−1, S0, S1, · · · , Sm−1}とすると作用素
1, ℓ, w, r, t, v, a, h と演算 · の代数系は行列を正方形 (正

4角形) と見たm = 4 の二面体群 Dm に一致する．こ

こで R0 = 1, R1 = ℓ, R2 = w,R3 = r, S0 = t, S1 =

v, S2 = a, S3 = h である．D4 の演算表を命題 1に示

す．作用素の個数が 8 で R1 · S0 = S1 ̸= S3 = S0 · R1

であるので D4 は位数 8 の非可換群である．

命題 1 (作用素の集合 D4 の演算表)

R0 R1 R2 R3 S0 S1 S2 S3

1 ℓ w r t v a h

R0 1 R0 R1 R2 R3 S0 S1 S2 S3

R1 ℓ R1 R2 R3 R0 S1 S2 S3 S0

R2 w R2 R3 R0 R1 S2 S3 S0 S1

R3 r R3 R0 R1 R2 S3 S0 S1 S2

S0 t S0 S3 S2 S1 R0 R3 R2 R1

S1 v S1 S0 S3 S2 R1 R0 R3 R2

S2 a S2 S1 S0 S3 R2 R1 R0 R3

S3 h S3 S2 S1 S0 R3 R2 R1 R0

ここで Ri ·Rj = Ri+j = Ri+j , Ri ·Sj = Ri ·RjS = Si+j , Si ·
Rj = RiSRj = RiR−jS = Si−j , SiSj = RiSRjS =

RiR−j = Ri−j が成り立つ．ただし添字はmod.mで 0, 1, 2, 3

とする．ここで SRiS = R−i(i ≥ 1) を用いた．

3. 行列の作用素と行列演算 A,Aλ(λ ∈ D4) の

行列式の値の関係を命題 2で，行列の積の作用素につ

いて命題 3で述べる. ℓ(= R), t(= S) が D4 の生成元

であるので命題 2は det(Aℓ),det(At) の値，命題 3は

(AB)ℓ, (AB)t に帰着できる．

命題 2 (行列式の値)

det(Aλ) = sgn(λ) det(A). (1)

ただし{
sgn(1) = sgn(w) = sgn(t) = sgn(a) = 1,

sgn(ℓ) = sgn(r) = sgn(v) = sgn(h) = (−1)
n(n−1)

2 .

例えば det(Aℓ) = sgn(ℓ) det(A) から w = ℓ · ℓ で
あるので det(Aw) = det((Aℓ)ℓ) = sgn(ℓ) det(Aℓ) =
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sgn(ℓ)2 det(A) = det(A) である．反対角行列 Jn = 0 · · · 1
... . .

. ...
1 · · · 0

 に対して式 (2)が成り立つ2.

Aw = JnAJn, A
h = JnA,A

v = AJn. (2)

従って det(Av) = det(A) det(Jn) = sgn(v) det(A)

である．v = ℓ · t,det(At) = det(A) を用いて

det(Av) = det((Aℓ)t) = det(Aℓ)であるので det(Aℓ) =

sgn(ℓ) det(A) である．

命題 3 (行列の積の作用素)

(AB)1 = A1B1 = AvBh,

(AB)ℓ = BℓAt = BaAℓ,

(AB)w = AhBv = AwBw,
(AB)r = BtAr = BrAa,

(AB)t = BtAt = BrAℓ,
(AB)v = ABv = AvBw,

(AB)a = BℓAr = BaAa,

(AB)h = AhB = AwBh.

(3)

例えば w = ℓ · ℓ であるので (AB)w = ((AB)ℓ)ℓ =

(BℓAt)ℓ = (At)ℓ(Bℓ)t = AhBv である．式 (2) を用いて

(AB)w = Jn(AB)Jn = (JnAJn)(JnBJn) = AwBw が導か

れる．命題 3は行列A1, · · · , Ak の積 (A1A2 · · ·Ak−1Ak)
ℓ =

Aℓ
k(A

t
k−1 · · ·At

1) = (Aa
k · · ·Aa

2)A
ℓ
1 等に一般化できる． 命題

3から作用素と逆行列との関係が得られる．

命題 4 (作用素と逆行列の関係)
(Aℓ)−1 = (A−1)r, (Ar)−1 = (A−1)ℓ,
(Aw)−1 = (A−1)w,
(At)−1 = (A−1)t, (Aa)−1 = (A−1)a,

(Ah)−1 = (A−1)v, (Av)−1 = (A−1)h.

(4)

Ew = Et = Ea = E であるので命題 3 から (Aw)−1 =

(A−1)w, (At)−1 = (A−1)t, (Aa)−1 = (A−1)a．E = Ea =

(A−1A)a = Aℓ(A−1)r から (Aℓ)−1 = (A−1)r が得られる．

式 (2)から (Ah)−1 = (JnA)−1 = A−1Jn = (A−1)v が導け

る．ℓ, t が生成元であることを用いて導くこともできる．

4. 作用素と Magic Matrix の構成 以下では行

列の成分は全て整数とする．GLn を n次のユニモジュラ行列

の集合，MMn を n 次の Magic Matrix の集合，PMMn を

n次完全Magic Matrixの集合とする．ここでユニモジュラ行

列とは A,A−1 が整数を成分とすることであり det(A) = ±1

と同値 [3]である．命題 2から det(Aλ) = ±1と det(A) = ±1

は同値であるのでλ ∈ D4 はGLn を保存する．A ∈ MMn は

2E を単位行列する．Jℓ
n = Jr

n = E, J2
n = E,Eℓ = Er =

Jn, det(Jn) = (−1)
n(n−1)

2 が成り立つ．

A ∈ GLn かつ Aの成分は連続した整数である．この時 Aλ ∈
GLn であり A の成分が連続した整数であれば Aλ の成分も

連続した整数であるのでMMn も保存する．A ∈ PMMn と

A,A−1 ∈ MMn は同値であり，命題 4から A,A−1 ∈ MMn

と Aλ, (Aλ)−1 ∈ MMn が同値であることが導かれる．

命題 5 (性質の保存)

λ ∈ D4 に対して
A ∈ GLn ⇔ Aλ ∈ GLn

A ∈ MMn ⇔ Aλ ∈ MMn

A ∈ PMMn ⇔ Aλ ∈ PMMn

(5)

A ∈ MMn を初項 a の MM とすると Aλ(λ ∈ D4) も初

項 a の MM である． 一方 −A は初項 −a− (n2 − 1) の　

A とは異なる初項を持つ MM であり，A ∈ MMn に対し

て −A ∈ MMn を双対の MM と呼ぶ．(−A)λ = −Aλ も

初項 −a − (n2 − 1)a の MM である． MM 行列 A の標準

形3Ā の行列式は初項 a の一次式 det(Ā) = c1a+ c2 で表さ

れる [1]．λ による 11 成分の位置に応じた符号 (−1)k (λ =

ℓ, r, v, hの時 k = n+1,それ以外 k = 0)を用いて det(Āλ) =

(−1)ksgn(λ)(c1a+ c2) と表されるので命題 6を得る．

命題 6 (MMn の型保存)
λ ∈ D4 は Magic Matrix の３つの型 (無限型，双子
型，単独型) を保存する．

命題 7 (PMM2 の特徴付け)

A1 =

(
−1 0
2 1

)
, A2 =

(
−2 −1
1 0

)
∈ PMM2

は A1 = −Ah
2 で双対で A−1

1 = A1, A
−1
2 = Aw

2．

行列 A1 は冪単行列で固有値は ±1 であり，A2 は反直交行
列である4 ．

5. むすび 本報告では行列の作用素を定義し，Magic Ma-

trix 構成への応用について述べた. 今後の検討課題は以下の
通りである．

1. Magic Matrix MMn(n ≥ 4) の構成

2. 完全 Magic Matrix PMMn(n ≥ 3) の構成

3. 複素整数への拡張
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31, 1 成分が数列の初項 a に一致しさらに 1行 1列を除いて knn

が最大要素かつ k1n < kn1 となる MM 行列の変形を標準形と呼ぶ．
4AA = A2 = E を満たす行列を冪単行列，AAw = AwA = E

を満たす行列を反直交行列と呼ぶ．
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