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1. はじめに 
物理的・⼯学的現象を数値的に再現する際，現

象を定式化し偏微分⽅程式の初期値境界値問題
に帰着させ，有限要素法や有限差分法で離散化
することで，⼤規模疎⾏列を係数⾏列にもつ連
⽴ 1 次⽅程式を得る．同⽅程式を数値的に解くこ
とにより現象を数値的に解析することとなる．
⼀般に，⼤規模疎⾏列を係数⾏列にもつ連⽴ 1 次
⽅程式の解法には共役勾配法（CG 法）などの
Krylov 部分空間解法が適⽤される．CG 法は⾏列
ベクトル積，ベクトルの内積，ベクトルの加減
算で構成されておりアルゴリズムがシンプルで
あることから並列化が容易であるという利点が
ある⼀⽅で，並列化された内積演算では計算ノ
ード間の物理的な通信上の制約から並列化効率
の劣化が起こることが知られている．これらの
難点を改善するために，Krylov 部分空間解法に
対する様々な通信回避技術が提案されている． 
Mister R 法（MrR 法）は共役残差法（CR 法）

と数学的に等価な解法であるが，アルゴリズム
および実装⽅法が異なる⼿法であり，CR 法と⽐
較して収束特性が良いことが⽰されている[1]． 
本研究の⽬的は，単調減少性の収束特性をもつ

MrR 法に対して通信回避技術の⼀つである k段⾶
ばし CG 法の実装⽅法を適⽤し，その収束特性を
数値的に検証することである[2]．また，k段⾶ば
し MrR 法 をメモリ分散型並列計算機に実装し，
並列化効率の評価を⾏う． 
 

2. k段飛ばし MrR法 
k 段⾶ばしアルゴリズムの基本概念は，各反復

内で計算する Krylov 基底を事前に計算すること
で，反復をスキップすることができることであ
る．即ち，各反復内で計算される内積演算を事
前に求めた基底を⽤いてスカラー値として扱う
ことで，並列化による集団通信を回避するので
ある． 
図 1 に k段⾶ばし MrR 法のアルゴリズムを⽰す．
k段⾶ばし MrR 法は通常の MrR 法に現れる 3つ
の 内 積 演 算 (𝒓!"#, 𝐴𝒓!"#) ， (𝒚!"#, 𝐴𝒓!"#) ，
(𝒚!"#, 𝐴𝒚!"#)を更新式： 

𝒚!"# = 𝜂!𝒚! + 𝜁!𝐴𝒓! 
𝒓!"# = 𝒓! + 𝒚!"# 

を⽤いて展開し，事前に求めた Krylov 基底に置
き換えることで導出することができる． 

 
3. 評価と考察 
本研究では，九州⼤学情報基盤研究開発センタ

ースーパーコンピュータシステム ITOサブシス
テム Bを 4ノード⽤いて⾏う[3]．各アルゴリズ
ムの実装は Python 3.6.2を⽤いている．また，
スレッド並列の実装は CuPy9.6.0を⽤い，CuPy
より CUDA 10.1 を呼び出し実⾏する．またノー
ド間のプロセス並列の実装はmpi4py3.1.3を⽤い
ており，同実装からOpenMPI3.1.3と Intel C++ 
Compier 18.3，または MVAPICH2 gdr2.3と
GCC4.8.5を呼び出し実⾏する．マルチプロセス
実⾏時の総プロセス数は 16 または 8とし，それ
ぞれスレッドごとに 1または２台の GPUを割り
当てており，また，GPU内のデータは CUDA-
aware で転送される． 

対象問題には，MatrixMarket から取得した有限
要素法で円筒胴を離散化した次元数 N = 5489 を
係数⾏列とする連⽴ 1 次⽅程式を⽤いる[4]. 初期
解は零ベクトルとし，収束判定⼦を10$%，最⼤
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反復回数は次元数の N回とする．また，評価に
⽤いたスキップ数は𝑘 = 0, 2, 4, 6, 8とする. ここ
で，𝑘 = 0は通常の MrR 法であることに注意され
たい． 

図 3，４に k段⾶ばし MrR 法をOpenMPIと
MVAPICHを⽤いて kごとの収束までの実⾏時
間を⽰す．同図よりわかるように，OpenMPIで
の実装と⽐較して MVAPICH の実装の⽅が実⾏
時間がかかっていることがわかる．また，何の
実装でも MPIプロセス数による実⾏時間に違い
があることがわかる．これらの結果より，アー
キテクチャに則したプロセス数の選択が必須で
あることがわかる．加えて，kの増加とともに実
⾏時間が増加しているが，その増加率は⼀定に
漸近していることから，問題の⼤規模化及び並
列分散数の増加によって，通信回避の効果は向
上すると考えられる． 
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図 1:k 段⾶ばし MrR 法のアルゴリズム 
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Let x0 be an initial guess.

Set r0 = b�Ax0, ⇣0 =
(r0, Ar0)

(Ar0, Ar0)
,

y1 = ⇣0Ar0, z1 = �⇣0r0, r1 = r0 � y1,x1 = x0 � z1
for n = 1, 2, · · · , until krnk2/kbk2  " do
calculate Arn, A2rn, · · · , Ak+1rn
calculate Ayn, A2yn, · · · , Akyn

↵n,0 = (rn, rn), · · · ,↵n,2k+2 = (rn, A2k+2rn)
�n,0 = 0, · · · ,�n,2k+1 = (yn, A2k+1rn)
�n,0 = (yn,yn), · · · , �n,2k = (yn, A2kyn)
for i = n, n+ 1, · · · , n+ k do
�i = ↵i,2 �i,0 � �2

i,1,
⇣i = ↵i,1 �i,0/�, ⌘i = �↵i,1 �i,1/�i

yi+1 = ⌘iyi + ⇣iAri, zi+1 = ⌘izi � ⇣iri
ri+1 = ri � yi+1, xi+1 = xi � zi+1

for j = 0, 1, · · · , 2(k � i) do
�i+1,j = ⌘2i �i,j + 2⌘i⇣i�i,j+1 + ⇣2i ↵i,j+2

⌧j = ⌘i�i,j + ⇣i↵i,j+1

�i+1,j = ⌧j � �i+1,j

↵i+1,j = ↵i,j � ⌧j � ⇣i↵i,j+1

end for
end for

end for

 
図 2：ITOハードウェア構成の概念図 

 
図 3： OpenMPIを⽤いた場合の kに対する
実⾏時間ただし，⾚：8MPIプロセス，緑：

16MPIプロセス． 
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図 4：MVAPICH を⽤いた場合の k に対する
実⾏時間．ただし，⾚：8MPI プロセス，
緑：16MPIプロセス． 
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