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不良条件問題を解くためのLSMR法におけるDQDS法を用
いたcondition L-curveの高速計算について

久保井 五貴1 田中 利佳1 小澤 伸也1,a) 細田 陽介1 髙田 雅美2,b) 木村 欣司1,c)

中村 佳正3,d)

概要：大次元疎行列を係数に持つ不良条件の線形方程式に対して，反復解法の 1 つである LSMR法を適用
する．左辺の行列と右辺のベクトルに含まれるノイズが小さくとも，不良条件の線形方程式の近似解は大
きく変化する可能性がある． 反復解法を用いる場合，ノイズの影響を少なくするために，適切な回数で反
復計算を停止する必要がある．本論文では，反復停止則として機能する，相対残差ノルムと 2重対角行列
の条件数を組み合わせる condition L-curveの高速計算法を提案する．条件数の計算には，特異値計算のた
めの DQDS法を採用し，DQDS法が，2分法よりも高速であることを検証する．

On a fast computation of the condition L-curve in the LSMR method
for solving ill-conditioned problems using the DQDS method

1. はじめに
大次元疎行列を係数に持つ不良条件の線形方程式Ax = b

に対し，反復解法の 1 つである LSMR法 [4]の適用を考察
する．Aと bに含まれるノイズが小さい場合でも，不良条
件の方程式の近似解は大きく変化することがある．反復解
法を用いる場合，ノイズの影響を軽減するために，反復計
算を途中で終了させる．したがって，このような問題に対
して LSMR法を考える場合，適切な回数で反復計算を停
止する必要がある．
本論文では，ぼやけ画像鮮明化問題における相対残差ノ

ルムと 2重対角行列の条件数を組み合わせた反復停止則を
与える condition L-curveの高速計算法を提案する．2重対
角行列の条件数の計算は並列化できないため，LSMR法を
高速化するためには，条件数計算のための演算数を減らす
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ことが重要である．2重対角行列の条件数の計算には，標
準的には 2分法が用いる．本論文では，2重対角行列の条
件数の計算にDQDS法 [3]を採用し，DQDS法が 2分法よ
り高速であることを示す．収束次数解析において，2分法
は線形収束の性質を持つ一方で，DQDS法は 3次収束の性
質を持つ [1]ことを注意する．

2. 問題設定
線形方程式の解法によるぼやけ画像鮮明化の方法を述

べる．元画像と PSF行列 (the matrix of the point spread

function)のコンボリューション ⊗ からなる次の式

original image⊗ PSF matrix = blurred image (1)

を線形方程式

Ax = b (2)

で定式化することにより，コンボリューション行列 Aとぼ
やけ画像 bから鮮明化された画像 xを得る．実アプリケー
ションでは，PSFは，元画像の位置に依存して変化する．
結果として，ぼやけ画像鮮明化を，高速フーリエ変換を用
いて行うことはできない．ゆえに，式 (1)を不良条件の連
立方程式 (2)として解く必要がある．ここで，bの観測精
度はデジタルカメラの解像度程度であることが多い．本論
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文では，実アプリケーションで現れる行列を良く模倣する
行列を式 (2)の Aとして採用する．

3. LSMR法
3.1 LSMR法の概要
LSMR法は，the least square minimum-residual method

の略語であり，近年，注目を集めている反復解法である．
線形方程式 Ax = bの左辺の行列 Aと右辺のベクトル bに
小さなノイズが含まれている場合には，正規方程式

A⊤Ax = A⊤b (3)

を考えることで，データとノイズを分離する．LSMR 法
は，正規方程式 (3)をMINRES法によって解くことを背
景に持つ解法である．両者の違いは，MINRES法は 3重
対角行列を経由し解に至るのに対して，LSMRは 2重対角
行列を経由する．

3.2 LSMR法の詳細
LSMR 法では，線形方程式 Ax = b のクリロフ部分
空間 Sk = span{v1,v2, . . . ,vk} に対して，最小 2 乗問
題 min

x∈Sk

||AT (Ax − b)||22 = min
x∈Sk

||A⊤Ax − A⊤b||22 を解く．
LSMR法は，次の 3つの部分で構成されている．
( 1 ) Golub–Kahan–Lanczos 過程による行列二重対角化
( 2 ) 2回の QR分解
上の演算は，停止条件が満たされるまで繰り返される．
LSMR法では，それぞれの kにおいて，以下の下 2重対角
行列 Bk が生成される．AVk = UkBk

A⊤Uk = VkB
⊤
k + βvk+1e

⊤
k

, (4)

Bk =



α1 0 · · · 0

β2 α2

. . .
...

0
. . .

. . . 0
...

. . . βk αk

0 · · · 0 βk+1


∈ R(k+1)×k, (5)

βj ̸= 0 (j = 1, . . . , k + 1). (6)

この方法は，係数行列として 2重対角行列の小さいサイズ
の最小 2乗問題

min
yk∈Rk

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(

B⊤
k Bk

αk+1βk+1e
⊤
k

)
yk − α1β1e1

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

(7)

を連続的に解くことによって，近似解の列を生成する．
式 (7)の解 yk を利用することで，元の問題の最小 2乗解
xk = x0 + Vkyk を計算できる．行列 A ∈ Rm×n に対する
LSMR法のアルゴリズムを Algorithm 1に記載する．

Algorithm 1 LSMR method
Initial Setup

β1u1 := b, α1v1 := A⊤u1, α1 := α1, ζ1 := α1β1, ρ0 := 1,

ρ0 := 1, c0 := 1, s0 := 0,h1 := v1,h0 := 0,

x0 := 0 ∈ Rn, k := 0

Compute procedure

while k < kmax do

k := k + 1

Golub-Kahan-Lanczos procedure

βk+1uk+1 := Avk − αkuk

αk+1vk+1 := A⊤uk+1 − βk+1vk

QR–decomposition(1)

ρk :=
√

ρ2k + β2
k+1

ck := αk

ρk

sk :=
βk+1

ρk

θk+1 := skαk+1

αk+1 := ckαk+1

QR–decomposition(2)

θk := sk−1ρk

ρk :=
√

(ck−1ρk)
2 + θ2k+1

ck :=
ck−1ρk

ρk

sk :=
θk+1

ρk

ζk := ckζk
ζk+1 := −skζk
Update for hk,xk,hk+1

hk := hk − θkρk

ρk−1ρk−1
hk−1

xk := xk−1 + ζk

ρkρk
hk

hk+1 := vk+1 − θk+1

ρk
hk

end while

4. 特異値を計算するための 2分法
行列乗算は条件数を増加させるため，B⊤

k Bk に 2分法を
適用することは推奨されていない．そこで，行列 Bk の特
異値を計算するために次の行列 Pk に 2分法を適用する．

Pk =



0 ρ1 0 · · · · · · · · · · · · 0

ρ1
. . . θ2

. . .
. . .

. . .
. . .

...

0 θ2
. . . ρ2

. . .
. . .

. . .
...

...
. . . ρ2

. . . θ3
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . θ3
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
. . .

. . . θk 0
...

. . .
. . .

. . .
. . . θk

. . . ρk

0 · · · · · · · · · · · · 0 ρk 0



,

ここで，ρj(j = 1, . . . , k) と θj(j = 2, . . . , k) は，6.1 節
の B̂

(0)
k より与えられる．行列 Pk の固有値 λj (Pk) は，

行列 Bk の特異値 σj (Bk) に等しいため，式 λj (Pk) =

±σj (Bk) for j = 1, . . . , kが成立する．
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Algorithm 2 DQDS method
1: Set d1 := q1 − s;

2: for j := 1, 2, . . . , k − 1 do

3: Set q̂j := dj + ej ;

4: if SAFMIN × q̂j < qj+1 and SAFMIN × qj+1 < q̂j

then

5: Set êj := (qj+1/q̂j) ej ;

6: Set dj+1 := (qj+1/q̂j) dj − s;

7: else

8: Set êj := (ej/q̂j) qj+1;

9: Set dj+1 := (dj/q̂j) qj+1 − s;

10: end if

11: end for

12: Set q̂k := dk;

5. 特異値を計算するためのDQDS法
5.1 DQDS法の概要
k × kの上 2重対角行列 B を考える:

B =



√
q1

√
e1 0 · · · 0

0
√
q2

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
...

. . .
. . .

. . . √
ek−1

0 · · · · · · 0
√
qk


, (8)

ここで，√
qj = ρj(j = 1, . . . , k) と √

ej = θj+1(j =

1, . . . , k − 1) は，Sec.6.1 において与えられる．ρj(j =

1, . . . , k) と θj+1(j = 1, . . . , k − 1) は，非負の値である．
DQDS法を用いることで，上 2重対角行列 Bは次の k× k

の上 2重対角 B̂ に変換される．

B̂ =



√
q̂1

√
ê1 0 · · · 0

0
√
q̂2

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
...

. . .
. . .

. . .
√
êk−1

0 · · · · · · 0
√
q̂k


, (9)

ここで，√q̂j と
√

êj は，DQDS法によって得られる値であ
る．Algorithm 2により，DQDS法を提示する．ここで，値
sはシフト量を表し，SAFMINは 1/SAFMINがオーバー
フローしない安全な最小の値を表す．Σ = (Σij)を特異値
が降順に並ぶ対角行列とする．DQDS法において上の操作
を繰り返すと，B̂は対角行列D = (Dij)に収束する．その
とき，Σjj =

√
D2

jj + S (j = 1, . . . , k)の関係が成立する．
ここで，S はシフト量 sの値の総和を表す．
DQDS法において，すべての値は非負の値であり，dj は

dj > 0 (j = 1, . . . , k − 1)を満たす．いま，dj = 0であれ
ば，s > 0であるため dj+1 < 0となり DQDS法の反復は
失敗する．しかし，q̂k = dk = 0の場合には，DQDS法の
１反復は問題なく終了できたことになる．ゆえに，シフト

量 sは，行列 B⊤B の最小固有値 λmin

(
B⊤B

) より小さい
か等しい値に設定しなければならない．

6. Condition L-curve

これ以降，行列X の最大特異値を σmax (X)で表し，最
小特異値を σmin (X) で表す．行列 Bk の条件数 κ (Bk)

を次に定義する．κ (Bk) = σmax (Bk) /σmin (Bk)．con-

dition L-curve [2][8] は，xy 平面上に x = κ(Bk)
α と y =

||A⊤(Axk−b)||
||A⊤b|| =

|ζk+1|
||A⊤b|| の点を連結してできる曲線として

得られる．yは，相対残差ノルムを表す．condition L-curve

はコーナーを持ち，不良条件問題においては L型となる．
LSMR法によって生成されるクリロフ部分空間は，相対残
差ノルムの値を小さくすることに貢献する．κ (Bk)は，単
調に増加する．ゆえに，コーナーに到達するまでは，Aと
bの情報を利用して，相対残差ノルムの値を小さくする過
程にあるが，コーナー到達後は，Aと bのノイズを拾い出
す状態へと移行する．そのため，コーナーとなっている点
がノイズの効果を低減する意味で最良の停止位置となる．
condition L-curveの最良の停止位置 k0は次の式 (10)によ
り計算される．

k0 ≡ argmin
k

√
F 2
k +G2

k, (10)

Fk =

∣∣∣∣A⊤ (Axk − b)
∣∣∣∣

||A⊤b||
=

∣∣ζk+1

∣∣
||A⊤b||

, Gk =
κ (Bk)

α
. (11)

ここで，αは過学習の許容度を制御し本論文では固定する．
本論文では，DQDSを用いた条件数 κ (Bk)の高速な計算
法を提案する．

6.1 条件数の高速計算
DQDS法は，原点シフトによって収束を加速し，高速な
特異値計算を達成できる方法である．計算途中で行列 Bk

の分割が起きなければ，DQDS法は行列 Bk の特異値を降
順で計算できる．ゆえに，途中で計算を打ち切れば行列Bk

の最小特異値のみを計算可能である．最小特異値を得る過
程を式 (12)(13)により示す．

Bk
QR 分解

= QB̂
(0)
k , B̂

(0)
k

DQDS 法
=⇒ B̂

(M)
k , (12)

B̂
(0)
k =



ρ1 θ2 0 · · · 0

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . . θk−1 0

...
. . .

. . . ρk−1 θk

0 · · · · · · 0 ρk


. (13)

ここで，B̂(0)
k はDQDS法の入力行列である．εを計算機イ

プシロンとすると，最小特異値はつぎの 2つの条件のどち
からが満たされた場合に

√∑M−1
i=0

(
s(i)
)
+ q

(M)
k は最小特

異値を与える．
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6.2 収束判定条件 (I)

( 1 ) e
(M)
j ̸= 0 for j = 1, . . . , k − 1

( 2 ) e
(M)
k−1 ≤ (100ε)

2
(∑M−1

i=0 s(i)
)

( 3 )
√∑M−1

i=0 s(i) =

√∑M−1
i=0

(
s(i)
)
+ q

(M)
k

6.3 収束判定条件 (II)

( 1 ) e
(M)
j ̸= 0 for j = 1, . . . , k − 1

( 2 ) e
(M)
k−1 ≤ (100ε)

2
(∑M−1

i=0 s(i)
)

( 3 ) q
(M)
k ≤

(
σmin

(
B̂

(M)
k (1 : k − 1, 1 : k − 1)

)
の下界

)2
ここで，B̂(M)

k (1 : k− 1, 1 : k− 1)は B̂
(M)
k より第 k行と第

k列を除いた行列である．

6.4 最大特異値の計算を最小特異値の計算に帰着させる
方法

行列 B̂
(0)
k の最大特異値 uk の上界 τk を準備する．本論

文では，B̂(0)
k

(
B̂

(0)
k

)⊤
に対して，τ2k の計算をするためにグ

ルシュゴリンの定理 [5]を利用する．τ2k から平方根を用い
て τk を容易に計算できる．行列 B̂

(0)
k の特異値計算は，す

べての固有値が非正の −B̂
(0)
k

(
B̂

(0)
k

)⊤
の固有値計算とも

解釈できる．τk は既に得ているため，すべての固有値が非
負であるWk = −B̂

(0)
k

(
B̂

(0)
k

)⊤
+ τ2k I を考えることができ

る．通常のコレスキー分解は，すべての対角成分が正にな
ることを要求するが，Algorithm 3の ζ1は 0以上を許容す
るように修正する．それは，t1 に対する条件でもある．こ
こでは，非負の固有値を持つ 3重対角行列Wk に対する分
解 C

(0)
k

(
C

(0)
k

)⊤
= Wk を修正されたコレスキー分解と呼

ぶことにする．ただし，C
(0)
k の定義は，次のようになる．

C
(0)
k =



ζ1 η2 0 · · · 0

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
...

. . .
. . .

. . . ηk

0 · · · · · · 0 ζk


. (14)

以上の議論より，行列 B̂
(0)
k の最大特異値 uk の計算を C

(0)
k

の最小特異値 ℓkの計算に帰着できる．DQDS法により，行
列C

(0)
k の ℓkを得る．ukは，次の式uk =

√
τk + ℓk

√
τk − ℓk

により得られる．Algorithm 3は，修正されたコレスキー
分解を示す．

7. 分離定理によるDQDS法と2分法の高速化
行列 B̂

(0)
k に対して分離定理 [6]を導入する．

0 < σmin(B̂
(0)
k ) < σmin(B̂

(0)
k−1), (15)

σmax(B̂
(0)
k−1) < σmax(B̂

(0)
k ) ≤ τk. (16)

Algorithm 3 The modified Cholesky decomposition
1: Set ω := 1;

2: for j := k, k − 1, . . . , 2 do

3: Set tj := τk × ω − ρj ;

4: Set ζj :=
√
tj ×

√
τk × ω + ρj ;

5: Set ξ := θj/ζj ;

6: Set ηj := ρj × ξ;

7: Set sj := 1− ω × ξ;

8: Set ω :=
√
sj ×

√
1 + ω × ξ;

9: end for

10: Set t1 := τk × ω − ρ1;

11: Set ζ1 :=
√
t1 ×

√
τk × ω + ρ1;

上の定理を利用して最大特異値と最小特異値の探索範
囲を制限し，行列 Pk に対する 2 分法を高速化する．
τk = σmax(B̂

(0)
k−1) を採用する修正されたコレスキー分

解において，tj (j = 1, . . . , k)と sj (j = 2, . . . , k)が非負の
値であれば，τk = σmax(B̂

(0)
k−1)を σmax(B̂

(0)
k )と見做すこ

とができる．以上のことは，数学的には成立しないが数値
計算の終盤では成立する．その場合には，DQDS法と 2分
法の両方を高速化できる．

7.1 最大特異値の他の上界
τk = σmax(B̂

(0)
k−1) において Algorithm 3 を実行したと

き，修正されたコレスキー分解の中の変数 tj (j = 2, . . . , k)

と sj (j = 2, . . . , k)が非負の値で，t1 が負の値であるなら
ば，行列 B̂

(0)
k の最大特異値 uk の他の上界を次のように計

算できる．

τ̂k =

√
(τk)

2
+
(√

−t1 ×
√
τk × ω + ρ1

)2
. (17)

式 (17)は，LAPACK [7]の関数 DLARTGにより実装される．
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