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Weisfeiler-Lehmanアルゴリズムに基づく
新しいグラフ構造間距離の提案

方　鐘熙1,a) 黄　健明1,b) 笠井　裕之1,2,c)

概要：有効なグラフ距離の定義は，距離の理論的妥当性，時間複雑性，及びグラフ間の距離としての有効性
を考慮する必要があるため，グラフ機械学習における困難な課題である．本稿では，グラフカーネルでよ
く用いられるWeisfeiler-Lehman（WL）アルゴリズムの欠点に対処し，新しいグラフ構造間の距離を提案
する．具体的には，まずWLアルゴリズムを構造解析の観点から分析し，カテゴリラベルの整合性のみに
基づいてノードを識別することは，重要な構造情報を十分に捉えないことを論じる．そこで，カテゴリラ
ベルを用いる代わりに，WL部分木間のノード距離を木構造編集距離で定義し，複雑なグラフ構造を測定す
ることを試みる．さらに，その計算のための効率的なアルゴリズムを提案する．最後に，提案したノード
距離を応用し，最適輸送の枠組みを利用した埋め込み空間上のグラフ距離を定義する．要約すると，我々
は 2つのノード間の木構造編集距離を定義し，それをグラフレベルに反映させる．グラフ分類課題に対す
る数値実験の結果，提案するグラフWasserstein距離は従来手法と同等以上の性能を持つことが示された．

A novel graph distance based on Weisfeiler-Lehman algorithm

1. はじめに
実世界の多くのデータセットは，グラフ構造として表

現することができる．したがって，一般化可能なグラフ
機械学習モデルは幅広い応用が期待される．このような
グラフ機械学習モデルを構築するには，グラフの属性情
報とグラフに内在する構造情報を正確に捉える必要があ
る．グラフニューラルネットワーク (GNN)は近年，その
優れた性能をもって，知識グラフや推薦システムにおい
て目覚ましい成果を上げている．しかし，属性情報量に
特化しているため，構造情報を記述することができない．
DeepWalk [14]や Node2vec [8]などの確率的探索アルゴリ
ズムを用いた他のグラフ埋め込み手法についても同様で
ある．これらは友人・知人関係などのネットワーク情報の
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抽出に成功しているが，確率的に訪問したノードの順次
接続にしか対応しておらず，構造情報の把握には不充分
である．さらに，これらの多くはノードの属性を利用す
ることができず，埋め込み能力に難がある [5]．一方，グ
ラフ編集距離 [7]，Gromov-Wasserstein距離 [12]や Fused

Gromov-Wasserstein距離 [17]など，構造情報の違いを測
定するために設計された手法もある．しかし、これらの手
法は問題が NP困難であるため，近似解法をもっても入力
ノードに対してO(n3)必要とし，実用的な応用は限定的で
ある．また，現在の一般的なニューラルネットワークモデ
ルでも，構造情報を正確に捉えることはできない．
そのため，本稿ではグラフ構造の比較に着目する．本研

究では，Weisfeiler-Lehman (WL)カーネル [15]とWasser-

stein WL (WWL) カーネル [16] を掘り下げる．そして，
より効果的に構造情報を得る方法を提案し，グラフ構造間
の新しい距離を定義する．グラフカーネルは，グラフ上の
内積を計算するカーネル関数で，その多くは，部分グラフ
を比較してグラフの類似度を測るR-convolutional理論 [9]

に基づいて構築されている．グラフカーネルの文献では，
鍵となる部分グラフを捉えるために，様々な種類のグラフ
分解法が提案されている．その中でも，WLカーネルは，
グラフ分類タスクにおいて高い精度を提供する最も信頼性
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が高く一貫性のある手法の一つとして知られている．
WLアルゴリズムは，ノードの近傍構造情報をハッシュ

値で圧縮することで，構造の類似性を表現している．しか
し，構造情報をハッシュ化すると，異なる構造情報は異な
る値に射影されるため，構造情報間の距離は 1か 0の値で
しか評価できない．そこで，WLアルゴリズムの仕組みに
従い，ノードの部分グラフ（WL部分木）を構築し，ノー
ドの周辺構造情報に対して適用する．WL部分木間の距離
を定義することで，WLアルゴリズムがノードラベルが同
じかどうかだけを区別し，ノード間の有効な距離を定義で
きない問題を克服する．
ノード間の有効な距離を定義するために，我々のフレー

ムワークはまず，各ノードに対して根付きの無秩序な木で
あるWL部分木を構築する．次に，ノード間距離を定義
するために，木構造編集距離を使用する．無秩序木間の編
集距離は MAX SNP困難問題（P = NPでない限りどち
らの問題も多項式時間近似方式を持たない）であることを
考慮し，これを解くために近似解法を採用する．近似解法
を使用する条件として，WL部分木の全種類の完全部分木
を列挙する必要がある．このために，Schwartz-Zippelの
補題に基づき，WL部分木の構築とともに全ての完全部分
木の型を列挙する効率的なアルゴリズムを提案する．さら
に，埋め込み空間上のノード間距離，すなわちWL部分木
間の木編集距離を最適輸送の基底距離とみなして，グラフ
Wasserstein距離を定義する．

2. 準備
本節では，本稿で扱うグラフと木に当たって必要な数学

的定義について述べる．さらに，Weisfeiler-Lehman（WL）
アルゴリズム，WLカーネル，及びWasserstein距離につ
いて必要な知識も紹介する．
太字の小文字 x と大文字 X は，それぞれベクトルと

行列を表す．Xi,j は X の (i, j) の要素を表す．Rn
+ は非

負の n 次元ベクトル空間，Rm×n
+ は非負の m × n サイ

ズの行列空間を表す．∆n は n 個のビンを持つ確率シン
プレックスを表す．δx は x でのディラック関数である．
1n =

(
1, . . . , 1

)T

∈ Rnである．{} は要素の重複を許さな
い集合を表す．一方，{{}}は要素の繰り返しを許容する多
重集合を表す．aiからなる集合Aを，A = {a1, a2, . . . }と
表記する．G は，ノードの集合 V とエッジの集合 E ⊆ V 2

を持つグラフ構造のデータで，G(V,E)と表記する．Gは
無向グラフであり，G のノード数は |V | である．さらに，
Gのノード vの近傍はNG(v) = {u ∈ V | (v, u) ∈ E}と表
記する．deg(v)は vの次数を表す．vには，カテゴリラベ
ルと連続属性ベクトルがあり，それぞれ ℓ(v) ∈ N，xv ∈ Rd

と表記する（dはノード特徴の次元である）．T は木であり，
ここでは特に根付きで順序のないWL部分木を指す．根が
v である木 T については，T (v)とも表記する．根ではな

いノード vの親ノードは parent(v)であり，vは parent(v)

の子である．T のノード，エッジと葉の集合をそれぞれ
V(T ), E(T )と L(T )と表記する．T の部分木 T ′ は，ノー
ド v ∈ V(T )に対して，parent(v)が v ∈ V(T ′)を意味する
とき完全であり，完全部分木 tと表記する．また，根が v

である完全部分木を t(v)とも表記する．T のノード vの深
さを depT (v)と表記する．T1 から T2 への同型を T1 ≈ T2

と表記する．これらの木 T に関する表記は完全部分木 tに
対しても同様に使用する．
Weisfeiler-Lehmanアルゴリズム.

グラフ同型性判定問題とは，2つの有限グラフが同型か
否かを判定する計算問題で，NP-intermediate問題 [1]と
して知られている．Weisfeiler-Lehman (WL) テストはこ
の問題の線形時間近似解であり，その有効性はほとんどの
グラフで確認されている [2]．ノードとその近傍のラベル
を集約して順序付き文字列を作成し，これらの文字列を
ハッシュ化して新しいノードラベルを作成することで実現
される．反復回数が増加するにつれて，これらのラベルは
各ノードのより大きな近傍を網羅するようになり，より拡
張された部分構造を比較できるようになる．WLアルゴリ
ズムは，各ノードラベルを複数回更新する再帰的方式に従
う．グラフ G(V,E)に対して，WLアルゴリズムの k番目
の反復における各ノード v ∈ V のノードラベルを ℓ(k)(v)

とする．特に，ℓ(0)(v)を本来グラフが持つカテゴリラベル
とする．各ノードの更新式は，次式で与えられる．

ℓ(k+1)(v) = HASH
(
ℓ(k)(v), {{ℓ(k)(u) | u ∈ NG(v)}}

)
.

(1)

ノード vに対してWLアルゴリズムを h回実行すると，元
のノードラベルを含む h+ 1個の異なるノードラベルの列
が得られる．これをノード vのWL特徴量と呼ぶ．
Weisfeiler-Lehmanカーネル.

Weisfeiler-Lehman カーネルは，2 つのグラフの類似度
を，グラフの特徴ベクトルの内積を用いて定義する．

kWL(G,G′) = φ(G,Σh)
Tφ(G′,Σh), (2)

ここで，φ(·, ·) は対応するグラフのグラフ特徴ベクトル，
Σh = {ℓ0, ℓ1, . . . }はWLアルゴリズムの h回の繰り返しで
GとG′に現れる全種類のノードラベルの集合である．さら
に，φ(G,Σh) は，(cnt (G, ℓ0) , cnt (G, ℓ1) , . . . , cnt (G, ℓi))

と定義される．ここで，cnt(·, ·)はG内の ℓi の出現回数を
返す関数である．
Wasserstein距離．
Wasserstein距離は，2つの確率分布間で最適な輸送計画
を見つけることで輸送コストの最小値を計算する最適輸送
問題（Optimal Transport（OT））に由来する．元のMonge

の問題は条件が厳しく解くのが難しいため，既存の OTは
通常 Monge-Kantorovich問題を指す．離散の OTは以下
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図 1 WL 部分木の構築図．

のように定義される．∆m = {a ∈ Rm
+ |

∑m
i=1 ai = 1}と

∆n = {b ∈ Rn
+ |

∑n
j=1 bj = 1}は同じ行列空間上のmと

nのヒストグラムのシンプレックスである．その確率測度
はそれぞれ α =

∑m
i=1 aiδxiと β =

∑n
i=1 bjδyj で表記され

る．C ∈ Rm×n
+ は距離行列であり，特に，Ci,j は行列空間

の iと j 地点の間の輸送コストを示す．Ci,j が厳密な距離
であるとき，αと β間の全体の輸送コストは p-Wasserstein

距離として定義される．

Wp(α, β;C) =


 min

P∈U(a,b)

m∑
i=1

n∑
j=1

(Ci,j)
pPi,j




1
p

, (3)

ここで，p ∈ [1,∞), U(a,b) = {P ∈ Rm×n | P n =

a,PT
m = b}，Pは輸送計画である輸送行列を表す．一般

に，Wasserstein距離の計算量はn = mのとき，O(n3 log(n))

である．また，[4]が近似解法である Sinkhorn’s algorithm

を提案した．これにより，計算量が O(n2/ε2)に削減され
た．また，εが 0に近いとき，Sinkhorn距離は元の解に近
くなり，εが 0のとき，両者は一致する．さらに，Sinkhorn
アルゴリズムは GPUで計算できるため，さらに計算速度
を高速化を可能とする．

3. グラフ間の Wasserstein Weisfeiler-

Lehman距離
Weisfeiler-Lehman（WL）アルゴリズムは，式 (1)の再

帰的なラベル更新を行う．構造解析では，WLアルゴリズ
ムで得られた新しいラベルは，WL部分木と呼ばれる新し
く構築された木に対応する整数のハッシュ値と見なすこと
ができる．WL部分木は根付きの無秩序木であり，以下の
特徴を持つ：木の根はWLアルゴリズムのターゲットノー
ドである；均衡の取れた木構造である；木の高さは常に反
復回数に等しい；高さ k に現れるノードは常に高さ k + 2

に現れる．図 1は各反復における構築過程の説明図であ
る．重要な点は，WL部分木には，対象ノードとその近傍
ノードとの構造情報であるノード間接続情報が含まれてい
ることである．あるノードに対してWLアルゴリズムを h

回繰り返すことで，WL部分木はそのノードから hホップ

以内の部分グラフの接続情報を得ることができる． hが十
分に大きければ，WL部分木はグラフ全体の構造情報を含
む．WLアルゴリズムは，この重要な構造情報を整数値で
表現されるため失われる．

3.1 WLカーネルとWWLカーネルの測定力の限界
WL カーネルはグラフの分類タスクで成功を収めてい
るが，式 (2)の測定手法が単純なため，複雑なグラフ構造
間の比較には限界がある．また，式 (2)は kWL(G,G′) =∑h

i=0

∑
v∈V

∑
v′∈V′ δ(�(i)(v), �(i)(v′))に書き換えることが

できる．ここで，δ(·, ·)は引数が異なるとき 0，等しいとき
1を返す関数である．この式は，WLカーネルが 2つのノー
ド間の類似度を 1か 0の値で評価すること示している．前
節で説明したように，各ノードラベルはWL部分木に対応
しており，ディラク関数では貴重な構造情報を失うことに
なる．そのため，WLカーネルのグラフレベル，ノードレ
ベルでの類似度測定は，複雑なグラフ構造を測定するのに
不十分である．WWLでは，グラフレベルでの計測能力を
向上させるために，より高度な計量としてWasserstein距
離を採用している．しかし，WWLのカテゴリ埋め込みの
場合，ノードレベルでの測定に問題が残る．WWLでは，
WL特徴をノード特徴として扱い，正規化ハミング距離を
用いて基底距離を定義している．WLアルゴリズムの特性
として，反復回数 k0（k0 ≥ 0）回目で二つのラベルが異な
る場合，その後の反復回数 k′ > k0 での更新によって得ら
れるそれらのラベルもまた異なる．これは，2つのWL特
徴間のハミング距離は，h回の繰り返しで最大 h+ 1個の
異なる値しかとれないことを意味する．この状況は，開始
ラベルが異なるが近傍が類似しているノード間の類似性を
捉えるには粗すぎるという問題を引き起こしてしまう．こ
れらの問題とは別に，最適輸送の実用的な効果は基底距離
に依存し，2つのグラフのペアワイズマッチングが悪くな
る可能性がある．

3.2 WL部分木間の木構造編集距離
ノード間の距離を計算するためにWL特徴を用いるので

はなく，WL部分木に着目して木構造間の距離を計算する．
具体的には，ノード v と v′ のWL部分木間の距離を，木
構造編集距離を用いて定義する．無秩序木間の木構造編集
距離はMAX SNP困難な問題であり，木構造編集距離を用
いてグラフ間のペアワイズ距離を計算することは困難であ
る．そこで，順序付き編集距離を L1 ノルム空間に埋め込
む近似解法を使用する [6]．
提案するアルゴリズムを正式に紹介する前に，図 2 を用
いて必要ないくつかの表記を説明する．図 1の青ノードが
v1 であると仮定する．WLアルゴリズムを 2回繰り返す
ことで，v1 をルートとするWL部分木が得られ，これを
T (v1)とする．T (v1)のノードは v1, . . . , v7 の 7つである．
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図 2 木 T (v1) の完全部分木．

v1, v5と v7は本来同じだが，T (v1)では全てのノードを異な
るものとして扱い，T (v1)のノード集合を V(T (v1))と表記
する．T (v1)の完全部分木は t(v1), t(v2), t(v3), t(v4), t(v5),

t(v6), t(v7) の 7つである．t(v5)は t(v7)に近いので，同一
と見なします．したがって，完全部分木は 6種類となる．
WL部分木間の木構造編集距離．
まず，vと v′のWL部分木を構成し，T (v)と T (v′)の特
徴ベクトルの間の L1 ノルムを距離関数 dφ： T × T → N
を用いて計算する．ここで，T はWL部分木の集合であ
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φ(T (v)) = (3, 0, 2, 3, 1, 2, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 0)

φ(T (v′)) = (1, 2, 2, 3, 2, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 1)

complete subtrees of T (v1)

iteration 2

dHam(v, v
′) =

1

H + 1

H+1∑

i=1

ρ(vi, v
′
i), ρ =





1, x != y

0, x != y
(5)

1

図 4 式 (5) の説明図（2）．

ci を vの i番目の子とする．多項式を動的に計算するため
に，我々は T を post-order DFSで探索し，v を訪問する
際に，vの子を既に訪問していることを保証する．図 3に
示すように，{{p(ci)}} ∈ Σ0を計算後，v を訪れたとき関数
HASHsz を使って p(v) を計算する．HASHsz は次式で定
義される．

p(v) =HASHsz

(
�(0)(v), rdept(v)

, {{p(ci)}}
)

= �(0)(v)×
(
rdept(v)

+ p(c1)
)
×

· · · ×
(
rdept(v)

+ p(cq)
)
, (5)

ここで， qは vの子の数である．図 4は，アルゴリズムを
直感的に説明する図である．v /∈ leaf(T )の t(v)に対応す
る多項式は {rdept(v

′)}v′∈V(t(v))\L(t(v)) 個の変数を持ち，次
数は |L(t(v))|となる．次の定理は，Schwartz-Zippelの補
題が HASHsz(·, ·, ·) の衝突確率の上界を与えることができ
ることを示している．
定理 1. p(v1) と p(v2) をはそれぞれ完全部分木 t(v1) と
t(v2)に対応する多項式であると仮定する．このとき，p(v1)
と p(v2) の衝突確率は |L(t(v1))|+|L(t(v2))|

M で上から抑えら
れる．

Proof. p(v1)と p(v2)はそれぞれ 2つの完全部分木 t(v1)

と t(v2)に対応する多項式とする．p(v1) − p(v2) = P (R)

は，F 上の次数 dの多項式で，R ⊆ {ri | i ∈ {1, . . . , h−1}}
であると仮定する．また，d ≤ |L(t(v1))|+ |L(t(v2))|であ
る．S を F の有限部分集合とする．ri ∈ N, ri ∈ (0,M ]

と制約するので，|S| = M となる．また，R は S から
ランダムに選択される．Schwartz-Zippel の補題により，
Pr[P (R) = 0] ≤ d

M ≤ |L(t(v1))|+|L(t(v2))|
M となる．

定理 1により，十分に大きなM を選択することで，衝
突確率を十分に低い数値に抑えることができる．したがっ
て，各多項式 p(v)は通常，完全なサブツリー t(v)のハッ
シュ値であることがわかる．式 (5)はハッシュ関数である
ことが言える．
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計算量解析.

提案するアルゴリズムの計算量解析を行う．これまでの
説明ではWL部分木が構築されていることを前提として
いたため，ここでは，まずWL部分木の構築方法を説明す
る．式 (5)は DFS内に実装されているので，WL部分木
の構築も DFSを使用する．この方法の利点は，WL部分
木を構築しながらハッシュ値を計算できることである．つ
まり，1つの DFSの枠組みの中で，アルゴリズムを完結さ
せることができる．この手法では各ノードの近傍ノードを
記録しておくだけでよい．ノード vを基点とした DFSは，
まず vを訪問し，次に vのまだ訪問していない全ての隣接
ノード（この場合、グラフ上の vの隣接ノード）の中から
一つを取り，その隣接ノードを基点に再帰的に DFSを行
う．木構造の計算量は，DFSの時間計算量と同じであり，
O(|V(T )|+ |E(T )|)となる．式 (5)の計算量がO(1)である
とすると，全部で |V(T )/L(T )|回実行するため，総計算量
はO(|V(T )|+ E(T )|+V(T )/L(T )|) < 2O(|V(T )|+ E(T )|)
となる．これは，構築するWL部分木に対して線形複雑度
である．

グラフWasserstein距離．
この小節では，新しいグラフ距離について述べる．我々
の提案するグラフ距離は木構造編集距離をWasserstein距
離と組み合わせている．木構造編集距離をグラフレベルで
反映させることにより，より複雑なグラフ構造を測定する
ことを目指す．
提案するグラフWasserstein距離は，あるグラフのノー
ドと別のグラフのノードを一致させるための差を測定する
もので，グラフアライメント問題として定式化される．こ
れは，離散Monge問題に類似している．そこで，グラフ
アライメント問題を OT 問題に変換し，グラフ間の輸送
コストをグラフ距離として定義する．2つのグラフ Gと
G′ を仮定する．Gと G′ の各ノードの ϕ(·, ·)を計算し，同
じ計量空間に埋め込む．2つのグラフのノードはそれぞれ
x1, . . . , x|V | と y1, . . . , y|V ′| に位置する．ここでは，G の
ノードを始点，G′のノードを終点と考える．このとき，aと
bの 2つのヒストグラムは，それぞれ確率シンプレックス
∆|V | と∆|V ′| で定義される．さらに，位置 x1, . . . , x|V1| 上
に重み aを持つ離散測度 µ(G)として，µ(G) =

∑|V |
i=1 aiδxi

を定義する．µ(G)は埋め込み空間上のノードの分布を表
す．同様に，測度 µ(G′) =

∑|V ′

j=1 bjδyj を定義する．始点
と終点に位置するノード間のペアワイズ距離を計算するこ
とにより，C ∈ RV |×|V ′| を得る．最後に，式 (3)のCi,j に
dϕ(·, ·) を入力し，式 (6)を解けば P∗ が求まる．

P∗ = argmin
P∈U(a,b)

|V |∑
i=1

|V ′|∑
j=1

dϕ (T (vi), T (vj))Pi,j . (6)

di,j を距離 d(·, ·)で計算されたコスト行列Cとする．提案

するグラフWasserstein距離はW1

(
µ(G1), µ(G2); (dϕi,j)

)
として導出することができる．OTの重要な性質は，基底
距離が距離の公理を満たすとき，2つの確率の間に厳密な
距離を与えることである．したがって，提案する距離は厳
密な距離関数である．

4. 実験
提案するグラフの距離関数に対して評価を行う．評価

指標として，グラフカーネルによるグラフ分類の実験
を用いる．比較対象は代表的なグラフカーネルを用いる：
Shortest-pathカーネル（SP）[3]，Fast Random Walkカー
ネル（FRM） [18],WLカーネル（WL）とその拡張手法で
あるWL-OA [10]，WWL．使用するデータセットは最も
使用される TUDデータセット [13]である．
本実験では，グラフカーネルによるグラフの分類実験を

行う．そのため，次式を用いて提案手法をグラフの距離関
数から類似度へ変換する．

k(G,G′) = exp
(
−γW1

(
µ(G), µ(G′); (dϕi,j)

))
,

ここで，γ はパラメータである．提案するグラフカーネル
は半正定値であることが保証できないため，Krein Support

Vector Machine (SVM) [11] を分類器として使用する．
10-fold 10 cross validationを用いて，各手法グラフカー

ネルを 100回実行し，その平均を結果として使用する．結
果を表 1と表 2に示す．一番良い結果は太文字で示す．

表 1 グラフ分類精度（1）
METHOD MUTAG COX2 BZR

SP 83.01±7.8 77.53±5.2 83.13±0.3

FRW 74.68±9.1 79.64±2.4 78.77±1.0

WL 82.30±7.6 79.77±5.1 85.71±4.3

WL-OA 82.72±7.1 80.29±3.5 87.42±4.3

WWL 84.80±8.1 79.68±4.1 87.16±3.5

Ours 87.66±6.9 81.62±4.8 88.00±3.6

表 2 グラフ分類精度（2）
METHOD ENZYMES PROTEINS IMDB-B

SP 42.69±1.0 76.02±3.8 57.92±5.1

FRW 28.65±5.2 66.60±2.9 70.88±4.4

WL 42.20±5.5 72.30±3.3 73.04±4.2

WL-OA 57.50±4.2 73.50±3.7 72.90±3.9

WWL 50.47±6.1 74.10±3.8 72.93±4.1

Ours 56.83±5.7 74.94±3.9 73.74±3.9
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5. まとめ
ENZYMES と PROTEINS を除くデータセットにおい

て，提案手法は従来手法より高い結果を得ることができた．
また，いずれのデータセットにおいて，提案手法はWLと
WWLより高い結果を得ることができいた．総じて，提案
手法は従来手法と同等またはそれ以上の性能を有すること
が示された．
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