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ハンディキャップのある対戦に対する
Bradley-Terryモデルの適用

新沼 広大1 廣瀬 善大2,3,†1 今井 英幸2,3,a)

受付日 2021年3月26日,採録日 2021年11月2日

概要：一対比較によるデータに用いられる Bradley-Terryモデルを，実力差に応じたハンディキャップのあ
る対戦による勝敗のデータに適用する手法を提案する．この手法は，順序効果を取り入れた Bradely-Terry
モデルを複数種類のハンディキャップのある対戦の結果に対して適用できるように拡張したものである．
順序効果とは，比較や対戦などの順番が結果に与える影響のことで，加法的順序効果と乗法的順序効果
に関する研究がある．それに対応して，ハンディキャップも，加法的ハンディキャップと乗法的ハンディ
キャップを定式化し，ハンディキャップを取り入れた複数のモデルの中から，データに最も適合したもの
を選択する手法を提案した．
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Abstract: We propose a method to apply the Bradley–Terry model, which is used for paired comparison
data, to the data of match results with a handicap according to the difference in ability. This method is
an extension of the Bradly–Terry model with an order effect, so that it can be applied to the results of
handicapped matches. The order effect is the effect of the order in comparison or competition on the result,
and the additive order effect and the multiplicative order effect have been proposed. Correspondingly, the
handicap is formulated the additive handicap and the multiplicative handicap, and proposed a method to
select the one that best fits the data from multiple models incorporating the handicap.
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検査などでは，対戦結果や一対比較によるデータから，チー

ムやプレイヤの強さ，あるいは製品の品質を決めることが

しばしば行われる．このようなデータの分析には Bradely-

Terryモデル [4]（以下，B-Tモデル）やThurston-Mosteller

モデル [11]が用いられることが多い．いずれのモデルも，

プレイヤの強さや品質に

• 一次元尺度で比較可能である，
• 三すくみの関係がない，
を仮定して，強さや品質を適当な間隔尺度あるいは比例尺

度によって表し，それらの優劣を決めようとするもので

ある．

B-Tモデルはオッズ比に基づくモデルであり，対数線形
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モデルとして解析をすることが可能で，あとで述べるよう

に様々な拡張が提案されている．また，逐次的に強さを更

新するレーティング手法の 1つである Eloレーティングと

も関連があることから，本論文でも B-Tモデルを用いる．

B-Tモデルの概略は 2 章で説明する（B-Tモデルの詳細は

竹内ら [14]，レーティングの詳細は Langvilleら [9]などを

参照）．

本論文では，囲碁や将棋といった勝敗を競うゲームの対

戦結果によるデータを想定しているため，比較する対象を

プレイヤ，プレイヤ同士の対戦結果を勝ち，負けというこ

とにする．B-Tモデルでは，各対戦結果が，負けを 0，勝

ちを 1とする独立な Bernoulli分布に従う確率変数である

とする，したがって，すべての対戦結果の同時分布は，2

章で述べるように，積二項分布になる．

B-Tモデルは，多くの研究者により適用できる範囲が広

げられている．対戦結果が勝ち，負けのほかに，引き分け

もあるデータ対しては Raoら [12]や Davidson [5]によっ

て，3点差以上で勝ち，2点差以内で勝ち，引き分け，2点

差以内で負け，3点差以上で負け，のような順位のあるカ

テゴリカルデータに対しては Tutz [16]によって，また，時

間の経過にともない，プレイヤの強さが変わるようなデー

タに対しては Arakiら [2]によって，B-Tモデルに取り入

れることができるように拡張されている．

さらに，Francisら [7]では，プレイヤの強さに加えて，

年齢や性別などを共変量としてモデルに取り入れる手法を

提案している．

本論文に関連するものとして，順序効果を取り入れた

B-Tモデルの拡張がある．順序効果とは，囲碁や将棋の先

手，後手など，プレイヤの強さとは別の要因が勝敗に与え

る影響の 1 つである．この効果は野球やテニスなどのス

ポーツ競技ではホームアドバンテージとよばれている．順

序効果は同じプレイヤ同士の対戦でも，順番や場所により

異なる影響を与える要因のため，共変量とは別の扱いが必

要となる．

B-Tモデルに順序効果を取り入れる方法として，大きく

分けて，加法的順序効果（Beaverら [3]）と乗法的順序効

果（Davidsonら [6]）がある．また，乗法的順序効果を三

元分割表の交互作用として表現した研究（広津 [8]）もあ

る．順序効果については 3.1 節で説明する．

囲碁や将棋では，実力差があるプレイヤが対戦する場合，

置き石（置碁）や駒落ちといったハンディキャップをつけ

て行われることが多い．このようなハンディキャップも順

序効果の一種と見なすことができるが，実力差に応じた複

数のハンディキャップがあることから，順序効果を取り入

れたモデルをそのまま適用することはできない．

3.2 節では，加法的順序効果および乗法的順序効果を，こ

のようなハンディキャップのある対戦に取り入れるように

拡張した 6種類のモデルと，赤池情報量規準を用いてこれ

らのモデルの中から最適なものを選択する手法を提案する．

4 章で，提案手法を北海道大学囲碁部の対戦データに適

用し，ハンディキャップがある対戦に対しても，プレイヤ

の強さを推定することができることを示す．

2. Bradley-Terryモデル

B-Tモデルでは，各プレイヤの「強さ」を非負の実数で

表し，プレイヤ同士の対戦の勝敗はその数値から計算され

る確率に従うものと仮定する．ここでは N 人のプレイヤ

の集合を N = {1, 2, . . . , N}とし，プレイヤ iの強さを πi

で表す．B-Tモデルでは，プレイヤ iがプレイヤ j に勝つ

確率が

Pr(i beats j) = pij =
πi

πi + πj
, i, j ∈ N, i �= j (1)

であるとする．プレイヤ iとプレイヤ j の対戦回数を nij

（= nji），プレイヤ iのプレイヤ jに対する勝ち数を確率変

数Xij とし，各対戦の勝敗はすべて独立であると仮定する

と，すべての対戦の勝敗 {Xij | 1 ≤ i < j ≤ N}の同時確
率は積二項分布

Pr(Xij = xij | 1 ≤ i < j ≤ N) (2)

=
N∏
i

N∏
j>i

nij !
xij !xji!

p
xij

ij p
xji

ji

=

(
N∏
i

N∏
j>i

nij !
xij !xji!

)(
N∏
i

π
∑N

j �=i xij

i

)

×
(

N∏
i

N∏
j>i

(πi + πj)−nij

)
,

0 ≤ xij ≤ nij , xji = nij − xij

となる．同時確率の式 (2)より，

ti =
N∑

j �=i

xij , i ∈ N

すなわち，各プレイヤの勝ち数がパラメータ π = (πi)i∈N

の十分統計量であることが分かる．

本論文では，最尤法を用いてパラメータ π を推定する．

同時確率の式 (2)から，対数尤度 l(π)は

l(π) = const. +
N∑
i

N∑
j>i

xij log πi (3)

−
N∑
i

N∑
j>i

nij log(πi + πj)

= const. +
N∑
i

ti log πi

−
N∑
i

N∑
j>i

nij log(πi + πj)

となるので，最尤推定量を π̂とすると，
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π̂ = arg max
π

l(π)

である．ここで const. はパラメータを含まない定数項∑N
i

∑N
j>i log

(
nij !

xij !xji!

)
である．

確率 Pr(i beats j)の式 (1)あるいは同時確率の式 (2)か

ら，パラメータを正の定数倍しても（対数）尤度は変わら

ないため，パラメータを一意に定めるためには適当な基準

化をする必要がある．本論文では，プレイヤの強さの平均

が 50となるように
N∑
i

πi = 50N

と基準化する．

すべての対戦で負けているプレイヤがいる場合，このプ

レイヤを j∗ とすると，

P̂r(j∗ beats i)=
π̂j∗

π̂i + π̂j∗
= 0,∀i ∈ {i | i ∈ N, nij∗ > 0}

から，π̂j∗ = 0となる．したがって，プレイヤ j∗ のパラ

メータの値は，他のプレイヤのパラメータの値に影響を与

えることはない．

また，すべての対戦で勝っているプレイヤがいる場合，

このプレイヤを i∗ とすると，

P̂r(i∗ beats j)=
π̂i∗

π̂i∗ + π̂j
=1,∀j ∈ {j | j ∈ N, ni∗j > 0}

から，プレイヤ i∗と対戦したプレイヤのパラメータはすべ

て 0となる．これは，プレイヤ i∗と対戦したプレイヤ全員

が全敗であることを意味する．したがって，全勝のプレイ

ヤがいる場合に最尤推定量が存在するのは，そのプレイヤ

と対戦したプレイヤ全員が全敗であるときに限られる．現

実の対戦では，こうした条件が満たされることはほとんど

ないので，全勝のプレイヤがいる場合には最尤推定量は存

在しないと考えてよい．

これらのことから，本研究では全敗のプレイヤと全勝の

プレイヤを解析の対象から除外するものとする．

3. 順序効果とハンディキャップ

3.1 順序効果

B-Tモデルでは，勝敗の確率は対戦するプレイヤの強さ

であるパラメータによって式 (1)のように仮定した．実際

の対戦では，プレイヤの強さだけでなく，囲碁，将棋のよ

うに先手，後手の順番が勝敗に影響を及ぼすことがある．

こうした影響は順序効果とよばれている．

以下では，プレイヤ iとプレイヤ j の順序を含めた対戦

を順序対 (i, j)で表す．加法的順序効果では，順序による

効果を表すパラメータ δij , i, j ∈ Nを用いて，

Pr(i beats j | (i, j)) =
πi + δij

πi + πj
,

Pr(j beats i | (i, j)) =
πj − δij

πi + πj

とする [3]．ただし，∀i, j ∈ N, | δij |≤ min(πi, πj)である．

δij > 0であれば，プレイヤ iが先攻であるときにプレイヤ

j に対する勝率が上がることを示す．

乗法的順序効果では，順序による効果を表すパラメータ

θij , i, j ∈ Nを用いて，

Pr(i beats j | (i, j)) =
θijπi

θijπi + πj
,

Pr(j beats i | (i, j)) =
πj

θijπi + πj

とする [6]．ただし，∀i, j ∈ N，θij > 0である．θij > 1で

あれば，プレイヤ iが先攻であるときにプレイヤ j に対す

る勝率が上がることを示す．

順序効果を取り入れた B-Tモデルでは，順序効果が存在

するかどうか（加法的順序効果では δij �= 0，乗法的順序効

果では θij �= 1），存在する場合には，その効果は対戦によ

らず一定であるかどうか（加法的順序効果では ∀i, j ∈ N，

δij = δ，乗法的順序効果では ∀i, j ∈ N，θij = θ），などが

興味の対象となる．それらに関する仮説検定についても，

対応する検定統計量とその漸近分布が得られており，一定

の条件のもとで統計的仮説検定が可能である．R 言語の

BradleyTerry2パッケージ [15]では，乗法的順序効果を取

り入れたモデルのパラメータ推定や仮説検定ができるよう

設計されている．

3.2 ハンディキャップ

囲碁や将棋では，実力差に応じてハンディキャップをつ

けた対戦が行われる．囲碁では，実力が下のプレイヤが，

あらかじめ盤上にいくつかの石を置いて（置き石）対戦を

する置碁，将棋では，実力が上のプレイヤが，いくつかの

駒を取り除いて対戦をする駒落ち，という方法がとられる．

順序効果と異なり，これらのハンディキャップには段階

があり，囲碁では定先，2子局，3子局，の順にハンディ

キャップが大きくなり，将棋では，香落ち，角落ち，飛車

落ち，の順にハンディキャップが大きくなるとされている．

これらの段階的なハンディキャップを B-Tモデルに取り

入れる．

順序を取り入れたモデルでは，プレイヤの強さを表すパ

ラメータ πi が，順序効果により

πi ←
⎧⎨
⎩πi + δij , 加法的順序効果,

θijπi, 乗法的順序効果

と変わることによって，プレイヤ iがプレイヤ j に勝つ確

率が，Pr(i beats j)から Pr(i beats j | (i, j))に変化する
と考えることができる．順序効果を表す δij，θij は対戦す

るプレイヤに依存するパラメータであるが，本論文ではこ

れをハンディキャップに依存するパラメータとして，対戦

(i, j)におけるハンディキャップが hのとき，
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πi ←
⎧⎨
⎩πi + f(h), 加法的 HC,

(1 + g(h))πi, 乗法的 HC
(4)

と変わることによって，プレイヤ iがプレイヤ j に勝つ確

率が変化するモデルを用いる（以下，数式の中では．ハン

ディキャップを HCと略記する）．ただし，f(h)，g(h)は

対戦のハンディキャップのみに依存し，プレイヤには依存

しないものとする．

ここでは，ハンディキャップの集合をH = {1, 2, . . . , H}
とし，h ∈ {0} ∪ Hで対戦のハンディキャップを表すもの

とする．ただし，h = 0はハンディキャップのないことを

表し，h2 > h1 であれば，h2 は h1 よりも大きなハンディ

キャップであるとする．

以下のモデルでは，囲碁のように実力が下位のプレイヤ

に正のハンディキャップを与えることを想定して，プレ

イヤ iとプレイヤ j の対戦を表す順序対 (i, j)のハンディ

キャップを hij とし，hij > 0であれば，hji = 0とする．

これは，hij > 0の対戦 (i, j)はプレイヤ j がプレイヤ iよ

り強く，弱いプレイヤだけにハンディキャップが与えられ

ること，hij = hji = 0の対戦 (i, j)はハンディキャップの

ない通常の対戦であることを表している．この定式化は，

将棋のように実力が上位のプレイヤに負のハンディキャッ

プを与える対戦に適用することも可能である．

B-Tモデルにハンディキャップを取り入れる場合には，

式 (4)の f(h)，g(h)にどのような条件を課するかによっ

て，異なるモデルを考えることができる．最も一般的な

（制約のない）モデルは，ハンディキャップに順序制約だけ

を課するものである．この場合，f(h)，g(h)が満たすべき

条件は，

h1 > h2のとき

⎧⎨
⎩f(h1) ≥ f(h2),

g(h2) ≥ g(h2)

となる（加法的ハンディキャップモデル 1，および，乗法

的ハンディキャップモデル 1）．

本論文では，さらに制約条件の強いモデルとして，f(h)，

g(h)が hの一次式で表されるモデルについても考察した

（加法的ハンディキャップモデル 2，3，および，乗法的ハ

ンディキャップモデル 2，3）．

加法的ハンディキャップモデルは，プレイヤ i にハン

ディキャップ hが与えられたときのパラメータ

πi:add(h) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

πi + f(h), 加法的 HCモデル 1,

πi + θ1h + θ2, 加法的 HCモデル 2,

πi + θ3h, 加法的 HCモデル 3

によって，⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Pr(i beats j | (i, j)) =
πi:add(h)

πi:add(h) + πj
,

Pr(j beats i | (i, j)) =
πj

πi:add(h) + πj

となるモデルで，具体的な定式化は以下のとおりである．

( 1 ) 加法的ハンディキャップモデル 1⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Pr(i beats j | (i, j))=
πi+f(hij)

πi+f(hij)+πj +f(hji)
,

Pr(j beats i | (i, j))=
πj +f(hji)

πi+f(hij)+πj +f(hji)
.

ただし，f(0) = 0, かつ，hij < hi′j′ であれば，

f(hij) ≤ f(hi′j′)が成り立つとする．

( 2 ) 加法的ハンディキャップモデル 2

hij = hji = 0のとき⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Pr(i beats j | (i, j)) =
πi

πi + πj
,

Pr(j beats i | (i, j)) =
πj

πi + πj
.

hij ∈ Hのとき⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Pr(i beats j | (i, j)) =
πi + θ1hij + θ2

πi + θ1hij + θ2 + πj
,

Pr(j beats i | (i, j)) =
πj

πi + θ1hij + θ2 + πj
.

ただし，θ1 ≥ 0，かつ，θ1 + θ2 ≥ 0である．この条件

は，ハンディキャップが正の値であるために必要なも

のである．

( 3 ) 加法的ハンディキャップモデル 3⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Pr(i beats j | (i, j))=
πi + θ3hij

πi + θ3hij + πj + θ3hji
,

Pr(j beats i | (i, j))=
πj + θ3hji

πi + θ3hij + πj + θ3hji
.

ただし，θ3 ≥ 0である．

同様に，乗法的ハンディキャップモデルは，プレイヤ i

にハンディキャップ hが与えられたときのパラメータ

πi:multi(h)=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

(1+g(h))πi, 乗法的 HCモデル 1,

(1+δ1h+δ2)πi, 乗法的 HCモデル 2,

(1+δ3h)πi, 乗法的 HCモデル 3

によって，⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Pr(i beats j | (i, j)) =
πi:multi(h)

πi:multi(h) + πj
,

Pr(j beats i | (i, j)) =
πj

πi:multi(h) + πj

となるモデルで，具体的な定式化は以下のとおりで

ある．

( 4 ) 乗法的ハンディキャップモデル 1⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Pr(i beats j |(i, j))=
(1+g(hij))πi

(1+g(hij))πi+(1+g(hji)πj
,

Pr(j beats i |(i, j))=
(1+g(hji))πj

(1+g(hij))πi+(1+g(hji)πj
.

ただし，g(0) = 0，かつ，hij < hi′j′ であれば，
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g(hij) ≤ g(hi′j′)が成り立つとする．

( 5 ) 乗法的ハンディキャップモデル 2

hij = hji = 0のとき⎧⎪⎨
⎪⎩

Pr(i beats j | (i, j)) =
πi

πi + πj
,

Pr(j beats i | (i, j)) =
πj

πi + πj
.

hij ∈ Hのとき⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Pr(i beats j | (i, j)) =
(1 + δ1hij + δ2)πi

(1 + δ1hij + δ2)πi + πj
,

Pr(j beats i | (i, j)) =
πj

(1 + δ1hij + δ2)πi + πj
.

ただし，δ1 ≥ 0，かつ，δ1 + δ2 ≥ 0である．この条件

は，ハンディキャップが正の値であるために必要なも

のである．

( 6 ) 乗法的ハンディキャップモデル 3⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Pr(i beats j |(i, j))=
(1+δ3hij)πi

(1+δ3hij)πi+(1+δ3hji)πj
,

Pr(j beats i |(i, j))=
(1+δ3hji)πj

(1+δ3hij)πi+(1+δ3hji)πj
.

ただし，δ3 ≥ 0である．

加法的ハンディキャップモデル，乗法的ハンディキャッ

プモデルとも，モデル 1はハンディキャップの単調性だけ

を仮定したモデル，モデル 2とモデル 3はハンディキャッ

プによる変化が傾きが非負の一次式で表されるモデルに

なっている．

3.3 モデルの選択

前節の 6 種類のモデルの中から，赤池情報量規準 [1]

（Akaike Information Criteria, 以下，AIC）を用いて最適

なモデルを選択する．加法的ハンディキャップモデル 1の

ハンディキャップを θ1 = (f(h))h∈H とすると，対数尤度

l(π, θ1)は，B-Tモデルの対数尤度の式 (3)と同様に，

l(π, θ) = const. +
N∑
i

N∑
j>i

xij log πij (5)

+
N∑
i

N∑
j>i

xji log πji−
N∑
i

N∑
j>i

nij log(πij + πji)

ただし，⎧⎨
⎩πij = πi + f(hij),

πji = πj + f(hji)

である．加法的ハンディキャップモデル 2，3の対数尤度は，

それぞれ θ2 = (θ1, θ2)，θ3 = θ3 として，乗法的ハンディ

キャップモデル 1，2，3の対数尤度 l(π, δm), m = 1, 2, 3も

対応するパラメータを用いて同様に定義する．

各モデルに対して式 (5) を最大にする最尤推定量を

(π̂m, θ̂m), (π̂m, δ̂m), m = 1, 2, 3, とするとき，それぞれの

モデルの AICは

AIC（加法的 HCモデル 1）

= −2(l(π̂1, θ̂1)− (N − 1)−H),

AIC（加法的 HCモデル 2）

= −2(l(π̂2, θ̂2)− (N − 1)− 2),

AIC（加法的 HCモデル 3）

= −2(l(π̂3, θ̂3)− (N − 1)− 1),

AIC（乗法的 HCモデル 1）

= −2(l(π̂1, δ̂1)− (N − 1)−H),

AIC（乗法的 HCモデル 2）

= −2(l(π̂2, δ̂2)− (N − 1)− 2),

AIC（乗法的 HCモデル 3）

= −2(l(π̂3, δ̂3)− (N − 1)− 1)

となる．この中から，AICが最小となるものを，最適なモ

デルとして選択する．

4. 囲碁対戦データへの適用

本章では，3 章で導入した 6種類のモデルを，囲碁の対

戦で得られたデータに適用する．このデータは，2016年度

の北海道大学囲碁部内での対戦結果で，対象となるプレイ

ヤは部内の段位が初段以上で，かつ，当該年度に 5局以上

の対戦を行った部員である．

部内の段位は囲碁部内で与えられているもので，部員の

持ち点によって決まる．持ち点は，ハンディキャップの有

無によらず，対局に勝つと持ち点が 1点増え，負けると 1

点減る．持ち点が 101点から 107点までが初段，108点か

ら 114点までが 2段，のように 7点きざみで 5段までの段

位が設定されている．6段位上は別の基準になるが，ハン

ディキャップの有無によらず，対局の勝敗だけで増減する

持ち点により段位が決まることに変わりはない．

この条件をみたすプレイヤは 15名で，総対戦数は 123

局であるが，プレイヤの中に，5局対戦して 5戦全勝の者

が 1名いるので，2 章で説明したとおり，このプレイヤを

解析から除外した．したがって，対象となるプレイヤは 14

名，対戦数は 118局である．

対戦は部内の段位差に応じて実力下位者（黒番）にハン

ディキャップを与えて行われる．ハンディキャップの種類

と対戦数，およびハンディキャップごとの勝敗は表 1 のと

おりである．ハンディキャップなしの対戦以外では，引き

分け（ジゴ，互いの地が同数になること）が起こりうるが，

部内の規定に従って上位者（白番）の勝ちとしている．

表 2 は，ハンディキャップの有無を考慮せず，各プレイ

ヤの勝敗のみを用いた B-Tモデルによるプレイヤのパラ

メータ (πi)i∈N である．プレイヤ番号は，部内段位の上位
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表 1 ハンディキャップの種類と勝敗

Table 1 Match results and their handicaps.

h ハンディキャップの内容 対戦数 勝敗

0 なし（互先，コミ 6 目半） 47 15 - 32

1 定先（コミなし） 29 13 - 16

2 2 子局（コミなし） 20 13 - 7

3 3 子局（コミなし） 12 6 - 6

4 4 子局（コミなし） 10 5 - 5

勝敗は，黒番勝数 - 白番勝数

表 2 勝敗数から推定されたパラメータ（ハンディキャップの考慮

なし）

Table 2 Estimated parameters without handicap effects.

プレイヤ i 部内段位 πi

プレイヤ 6 5 131.20

プレイヤ 9 4 103.17

プレイヤ 12 2 86.97

プレイヤ 2 7 62.93

プレイヤ 1 7 56.35

プレイヤ 8 4 47.21

プレイヤ 7 5 46.29

プレイヤ 5 6 39.19

プレイヤ 3 6 35.24

プレイヤ 13 2 32.13

プレイヤ 11 3 22.54

プレイヤ 4 6 20.06

プレイヤ 14 2 10.78

プレイヤ 10 3 5.95

表 3 加法的ハンディキャップモデル 1

Table 3 Estimated parameters by additive handicap model 1.

プレイヤ i 部内段位 πi

プレイヤ 1 7 116.38

プレイヤ 2 7 106.79

プレイヤ 6 5 105.93

プレイヤ 9 4 98.03

プレイヤ 5 6 66.25

プレイヤ 3 6 60.87

プレイヤ 7 5 58.37

プレイヤ 4 6 35.60

プレイヤ 8 4 31.54

プレイヤ 11 3 6.76

プレイヤ 13 2 6.67

プレイヤ 14 2 2.63

プレイヤ 12 2 2.40

プレイヤ 10 3 1.78

h f(h)

1 8.05

2 30.61

3 45.25

4 49.85

者から段位順（段位が同じプレイヤは，その中で名簿順）

に 1から 14とした．

6種類のハンディキャップモデルによるプレイヤのパラ

メータとハンディキャップの値は表 3，表 4，表 5，表 6，

表 7，表 8 のとおりである．

表 6 から表 8 より，乗法的ハンディキャップモデルでは

表 4 加法的ハンディキャップモデル 2

Table 4 Estimated parameters by additive handicap model 2.

プレイヤ i 部内段位 πi

プレイヤ 1 7 114.22

プレイヤ 2 7 106.00

プレイヤ 6 5 102.45

プレイヤ 9 4 97.27

プレイヤ 5 6 67.97

プレイヤ 3 6 61.97

プレイヤ 7 5 59.76

プレイヤ 4 6 36.41

プレイヤ 8 4 33.20

プレイヤ 11 3 7.00

プレイヤ 13 2 6.84

プレイヤ 14 2 2.69

プレイヤ 12 2 2.40

プレイヤ 10 3 1.83

h θ1h + θ2

1 8.74

2 24.81

3 40.88

4 56.95

表 5 加法的ハンディキャップモデル 3

Table 5 Estimated parameters by additive handicap model 3.

プレイヤ i 部内段位 πi

プレイヤ 1 7 93.19

プレイヤ 2 7 88.66

プレイヤ 3 6 83.20

プレイヤ 6 5 76.92

プレイヤ 9 4 76.83

プレイヤ 7 5 75.22

プレイヤ 5 6 70.35

プレイヤ 8 4 61.13

プレイヤ 4 6 46.90

プレイヤ 11 3 9.84

プレイヤ 13 2 9.70

プレイヤ 14 2 3.53

プレイヤ 12 2 2.27

プレイヤ 10 3 2.25

h θ3h

1 14.62

2 29.23

3 43.85

4 58.46

プレイヤ 1，2，6の 3名のパラメータが他と比較して大き

く，ついで，プレイヤ 3，5，7，9のパラメータが大きいこ

とが分かる．乗法的ハンディキャップモデルでは，上位 3

プレイヤの中での順位と，プレイヤ 5とプレイヤ 9の順位

が入れ替わっているだけで，6位以下 9人のプレイヤの順

位は同じである．

表 9 は各モデルの対数尤度と AICの値を示している．

ただし，対数尤度は各モデルに共通の定数項である式 (5)

の const.を除いた値である．表 9 から，乗法的ハンディ

キャップモデル 3の AICが最も小さいことが分かる．こ

のモデルでは，プレイヤ iに表 1 のハンディキャップ hが

与えれらた場合のパラメータは，

πi(h) = (1 + 0.82h)πi

となり，ハンディキャップ hが与えられたプレイヤ iとプ

レイヤ j との対戦における確率は，
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表 6 乗法的ハンディキャップモデル 1

Table 6 Estimated parameters by multiplicative handicap

model 1.

プレイヤ i 部内段位 πi

プレイヤ 6 5 108.55

プレイヤ 1 7 108.02

プレイヤ 2 7 107.87

プレイヤ 5 6 72.17

プレイヤ 9 4 68.38

プレイヤ 3 6 61.63

プレイヤ 7 5 53.95

プレイヤ 4 6 37.38

プレイヤ 8 4 27.93

プレイヤ 12 2 22.82

プレイヤ 13 2 13.16

プレイヤ 11 3 10.49

プレイヤ 14 2 4.13

プレイヤ 10 3 3.52

h g(h)

1 0.24

2 2.87

3 3.84

4 3.84

表 7 乗法的ハンディキャップモデル 2

Table 7 Estimated parameters by multiplicative handicap

model 2.

プレイヤ i 部内段位 πi

プレイヤ 2 7 110.38

プレイヤ 1 7 108.52

プレイヤ 6 5 105.38

プレイヤ 5 6 75.61

プレイヤ 9 4 66.45

プレイヤ 3 6 62.38

プレイヤ 7 5 54.49

プレイヤ 4 6 39.08

プレイヤ 8 4 27.66

プレイヤ 12 2 21.53

プレイヤ 13 2 11.79

プレイヤ 11 3 9.60

プレイヤ 14 2 3.75

プレイヤ 10 3 3.39

h δ1h + δ2

1 0.36

2 2.27

3 4.17

4 6.08

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Pr(i beats j | (i, j)) =
πi(h)

πi(h) + πj
,

Pr(j beats i | (i, j)) =
πj

πi(h) + πj

となる．2番目に AICが小さい乗法的ハンディキャップ

モデル 2との差は 0.8程度であるが，この 2つのモデルと

他の 4つのモデルの AICには 1.5程度の差がある．坂元

ら [13]では，AICの差が 1から 2程度以上であればその差

は有意であるとしていることから，乗法的ハンディキャッ

プモデル 2と 3との差は有意とはいえないが，他のモデル

とは有意な差があるとしてよい．

強さの比 πj

πi
が等しいプレイヤ同士の対戦であれば，

hij > 0のとき，加法的ハンディキャップモデルでは，

Pr(i beats j | (i, j)) =
πi + f(hij)

πi + f(hij) + πj

表 8 乗法的ハンディキャップモデル 3

Table 8 Estimated parameters by multiplicative handicap

model 3.

プレイヤ i 部内段位 πi

プレイヤ 6 5 107.49

プレイヤ 2 7 103.49

プレイヤ 1 7 102.42

プレイヤ 9 4 72.60

プレイヤ 5 6 70.02

プレイヤ 3 6 60.08

プレイヤ 7 5 55.55

プレイヤ 4 6 35.74

プレイヤ 8 4 34.37

プレイヤ 12 2 23.38

プレイヤ 13 2 14.37

プレイヤ 11 3 11.51

プレイヤ 14 2 4.83

プレイヤ 10 3 4.15

h δ3h

1 0.82

2 1.63

3 2.45

4 3.27

表 9 各モデルの尤度と AIC

Table 9 AIC of models.

モデル 尤度 AIC

加法的 HC モデル 1 −69.05 172.09

加法的 HC モデル 2 −69.15 168.31

加法的 HC モデル 3 −70.19 168.38

乗法的 HC モデル 1 −68.20 170.40

乗法的 HC モデル 2 −68.39 166.78

乗法的 HC モデル 3 −69.00 166.00

=
1 +

f(hij)
πi

1 +
f(hij)

πi
+

πj

πi

から，πi が大きい，つまり，実力が上のプレイヤ同士の対

戦の方がハンディキャップの効果が小さくなるのに対し，

乗法的ハンディキャップモデルでは，

Pr(i beats j | (i, j)) =
(1 + g(hij))πi

(1 + g(hij))πi + πj

=
1 + g(hij)

1 + g(hij) +
πj

πi

から，ハンディキャップの効果が変わらない．囲碁におい

ては，実力が上のプレイヤほど，与えられたハンディキャッ

プを有効に利用して戦いを進めることができると考えられ

る．置碁の対戦に対して乗法的ハンディキャップモデルが

選択されることは，プレイヤの置碁に対する経験的な評価

に合致しているものといえる．

ハンディキャップを取り入れた効果を，プレイヤ 1とプ

レイヤ 9を例として説明する．表 10 はハンディキャップ

を考慮しない場合（表 2）と，乗法的ハンディキャップモ

デル 3（表 9）によるパラメータの値である．2名のパラ

メータは，ほぼ入れ替わっているといってよいほど異なっ
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表 10 プレイヤ 1 とプレイヤ 9 の比較

Table 10 Strengths of Player 1 and Player 9.

ハンディキャップ 乗法的ハンディ

の考慮なし キャップモデル 3

プレイヤ 1（7 段） 56.35 102.42

プレイヤ 9（4 段） 103.17 72.60

表 11 プレイヤ 1 とプレイヤ 9 の勝敗の内容

Table 11 Detailed match results of Player 1 and Player 9.

プレイヤ 1（7 段）

ハンディキャップ 勝敗

−3 3 - 0

−2 0 - 2

0 1 - 0

合計 4 - 2

プレイヤ 9（4 段）

ハンディキャップ 勝敗

−1 2 - 0

0 1 - 1

+1 1 - 0

+2 2 - 1

合計 6 - 2

ている．

この 2名の勝敗の内訳は表 11 のとおりである．ここで，

符号がプラスのハンディキャップは，実力下位のプレイヤ

（黒番）としてハンディキャップが与えられた対戦，符号が

マイナスのハンディキャップは，実力上位のプレイヤ（白

番）としてハンディキャップを与えた相手との対戦，ゼロ

はハンディキャップなしの対戦の勝敗を示している．この

表から分かるとおり，プレイヤ 9は，合計の勝率はプレイ

ヤ 1より高いものの，ハンディキャップを与えられた対戦

での勝利が多いのに対し，プレイヤ 1は，ハンディキャッ

プを与えた対戦が多く，ハンディキャップを考慮しないモ

デルのパラメータは必ずしも実力を表しているとはいえな

い．それに対して，乗法的ハンディキャップモデル 3では，

プレイヤ 1がプレイヤ 9のパラメータを上回っており，部

内段位とも整合している．

5. まとめ

本論文では，順序効果を取り入れた B-Tモデルを拡張

し，囲碁の置き碁や将棋の駒落ちといった実力差に応じた

ハンディキャップのある対戦に適用する手法を提案した．

提案したモデルは，B-Tモデルにおける順序効果を段階

的なハンディキャップを持つ対戦にも適応できるように定

式化したものである．順序効果に加法的なものと乗法的な

ものがあることに対応して，ハンディキャップにおいても

加法的な効果と乗法的な効果を持つような 6種類にモデル

と，その中から情報量規準によって最もあてはまりのよい

モデルを選択する手法を提案した．

この手法を大学囲碁部の対戦成績に適用して，6種類の

モデルの中から最適なものを選択し，その結果が部内で採

用されている段位とも整合していることを示した．これに

より，提案手法はハンディキャップのある対戦のモデルと

して一定の有効性を持つことが示唆された．

1 章で述べたとおり，B-Tモデルは Eloレーティングと

関連がある．森田ら [10]では，カードゲームのように初期

状態に優劣がある対戦に対するレーティング手法を提案し

ている．この手法は，乗法的順序効果をレーティングに取

り入れたものと考えることができることから，本論文で提

案した手法を用いて，ハンディキャップを持つ対戦に対す

るレーティング手法を開発することも可能であると思わ

れる．

本論文の手法が一定の有効性を持つことが示された一方

で，この方法が，パラメータの点推定と，それに基づくモデ

ル選択にとどまっており，仮説検定などによる結果を得る

には至っていない．より詳細な分析を行うためには，パラ

メータの区間推定や，モデルの適合度検定といった統計的

手法を用いた手法の開発が求められる．また，適用例も北

海道大学囲碁部の一例だけであり，より多くのデータに対

して手法に有効性があるかどうかを確かめる必要がある．
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