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有界モデル検査による独立集合遷移問題の解法に関する考察

戸田 貴久1,a) 伊藤 健洋2 川原 純3 宋 剛秀4 鈴木 顕2 照山 順一5

概要：独立集合遷移問題とは，グラフの独立集合に所定の変更操作を繰り返し適用して，初期の独立集合
から目標の独立集合へと遷移させることができるかどうか判定する問題である．これは，もっともよく研
究されている組合せ遷移問題の一つである．本研究では，変更操作の適用回数が限定された場合において，
この問題に対する有界モデル検査を用いた解法を考察する．

On Solving Independent Set Reconfiguration Problems
with Bounded Model Checking

Abstract: The independent set reconfiguration problem, which is one of the most well-studied re-
configuration problems, is to determine whether two given independent sets of a graph can be transformed
into each other by repeatedly applying a prescribed operation. In this study, we consider the case where the
number of applications of the operation is bounded, and propose methods to solve the case with bounded
model checking.

1. はじめに
組合せ遷移は，「状態空間上での遷り変り」を数理モデ

ル化・解析する新しいアルゴリズム理論である [1], [2]．近
年，組合せ遷移への注目が集まり，計算量の解析やその背
景にある数学的な性質の解明など，理論研究が活発に進め
られている．一方で，配電網の制御システムへの応用事例
も報告されており [3]，応用研究のさらなる発展が今後期
待されている．そこで本研究では，組合せ遷移において最
もよく研究されている問題の一つである独立集合遷移問題
を対象として，有界モデル検査を用いた実践的な解法を考
察する．
独立集合遷移問題の定義は次節で与えるが，大まかには

次のような問題である．入力としてグラフ Gの独立集合
が 2つ与えられ，所定の変更操作を繰り返し適用すること
で，一方から他方へ遷移できるかどうかを判定する問題で
ある．独立集合遷移問題は，一般に PSPACE完全である
ことが知られている [4]．これは，2つの独立集合を遷移
させるために必要な変更操作の回数が，少なくとも入力サ
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イズの超多項式回となるような問題例が存在することを暗
示している．しかし，それほど多数の変更操作の適用は，
現実的ではない場面も多いであろう．したがって本研究で
は，変更操作の適用上限回数 ℓが与えられたとき，2つの
独立集合が ℓ回以内の変更操作で遷移可能かどうかを判定
する問題を考える．このような問題は，固定パラメータ容
易性の観点から研究されており，ℓをパラメータとしても
W[1]困難であるが，一方でXP時間で解けることも示され
ている [5]．
モデル検査は，クリプキ構造として定義される状態空間

において，時相論理式によって表現可能な各種の性質を検
査するための手法である．モデル検査は主に設計自動化の
分野において数十年に渡り研究されている．その実践的な
技法の一つとして知られる有界モデル検査は，ハードウェ
アやソフトウェアのデバッギング用途など各種の問題解決
のために産業界で広く活用されている．モデル検査で扱わ
れる代表的な性質の一つは到達可能性である．それゆえ組
合せ遷移とモデル検査とは親和性が高いと期待されるが，
著者らの知る限り，両者の関連を明確な形で議論した文献
はほとんどない．有界モデル検査に着想を得た解法とし
て，解集合プログラミングを用いた解法 [6]が最近提案さ
れたのみである．
本研究では，変更操作の適用上限回数 ℓが指定された独
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立集合遷移問題を，有界モデル検査としてモデル化する方
法を与える．本研究のモデル化手法は，大きく 2つある．
1つはシンプルな基本モデルであり，もう 1つはグラフの
接続関係をうまく用いる接続行列モデルである．接続行列
モデルの手法は，辺モデルとクリークモデルの 2つに細分
される．本研究では，基本モデル，辺モデル，クリークモ
デルの 3つの異なるモデルに基づく解法を比較した．実験
は，DIMACSベンチマークグラフから作成された 800個
の問題例に対して制限時間 600秒として行ったが，クリー
クモデル，基本モデル，辺モデルの順に多くの問題例を解
くことができた．
本稿の構成は以下の通りである．2節では独立集合遷移

問題やモデル検査の定義と用語を与える．3節では本研究
のモデル化手法を与え，4節でその評価実験を行う．最後
に 5節でまとめる．

2. 諸定義，準備
2.1 有界な独立集合遷移問題
無向グラフG = (V,E)において，頂点部分集合 S (⊆ V )

が Gの独立集合であるとは，S のどの 2頂点も G上で隣
接していないことをいう．今，S の各頂点には，トークン
（コイン）が 1枚ずつ置かれているとしよう．組合せ遷移
では，Gの独立集合間に隣接関係（変更操作）を導入し，
その遷移に関する研究がなされている．特に，独立集合に
対しては，次の 2つの隣接関係を考えることが多い [4]．
• トークンジャンピング（TJ）：Gの独立集合 I と J が

|I \ J | = |J \ I| = 1であるとき，I と J は（TJの下
で）隣接しているという．すなわち，ただ 1枚のトー
クンを移動することで，一方から他方が得られる．

• トークンスライディング（TS）：Gの独立集合 I と J

が I \ J = {v}，J \ I = {w}かつ vw ∈ Eであるとき，
I と J は（TSの下で）隣接しているという．すなわ
ち，ただ 1枚のトークンを Gの辺 vwに沿ってスライ
ドさせることで，一方から他方が得られる．

定義より，TJまたは TSの下で隣接している 2つの独立集
合は，常に等しいサイズである．
以下では，2つの隣接関係 TJと TSに共通の用語を定義
したいため，単に隣接関係 R ∈ {TJ,TS}と表記する．無
向グラフ G = (V,E)の 2つの独立集合 I と J が（Rの下
で）遷移可能であるとは，次の条件 (a)と (b)を満たす G

の独立集合の列 ⟨I0, I1, . . . , Iℓ⟩が存在することをいう．

(a) 各 i ∈ {0, 1, . . . , ℓ} に対し Ii は G の独立集合であ
り，I0 = I かつ Iℓ = J である．

(b) 各 i ∈ {0, 1, . . . , ℓ− 1}に対し，Ii と Ii+1 はRの下
で隣接している．

このような独立集合の列 ⟨I0, I1, . . . , Iℓ⟩を，I から J への

（R下での）遷移列と呼び，その長さは ℓであるとする．本
稿では ℓ = 1の場合，すなわち I と J が隣接しているとき，
I と J は 1ステップで遷移可能といい，ℓ > 1の場合と区
別することがある．
（隣接関係R下での）独立集合遷移問題とは，無向グラ
フ G = (V,E)に対する 2つの独立集合が与えられたとき，
それらがRの下で遷移可能かどうか判定する問題である．
また，（隣接関係 R下での）有界な独立集合遷移問題と
は，無向グラフ G = (V,E)に対する 2つの独立集合と自
然数 ℓが与えられたとき，長さが ℓ以下の遷移列がそれら
に存在するかどうか判定する問題である．

2.2 モデル検査
モデル検査は，時間とともに内部状態が非決定的に変化

するシステムの動作を検査するための手法である [7], [8]．
クリプキ構造はそのようなシステムをモデル化する仕組み
であり，数学的には 4組 (S, I, T, l)として表現される．こ
こで，S は状態の集合であり，I (⊆ S)は初期状態の集合
であり，T (⊆ S × S)は状態の遷移関係である．そして，
l:S × {P0, P1, . . .} → {0, 1}は各状態における原始命題の
解釈を与える関数であり，各状態における命題記号の真偽
を定める．
システムの動作に関して期待される性質は仕様と呼ばれ
る．仕様は時相論理を使って記述される．時相論理には大
きく 2つの種類があり，そのうち本研究で扱うのは線形時
間時相論理（LTL）である．典型的な時相演算子は X，F，
Gであり，それぞれ「次の時刻」，「将来のある時刻」，「将
来のすべての時刻」における論理式の真偽について言及す
ることができる．
パスは状態の無限列であり，隣接するすべての 2状態は

遷移関係を満たすものとして定義される．パスはシステム
の可能な動作の 1つの例を表しており，パスごとに LTLの
論理式（簡単に LTL式）の真偽が定まる．
LTLモデル検査問題とは，LTL式 f とクリプキ構造M

が与えられるとき，初期状態から始まるすべてのパスにお
いて f が成り立つか否かを決定する問題である．LTLモ
デル検査は PSPACE完全であり，一般に計算困難である．
有界モデル検査は LTLモデル検査に対する実践的な手法
として広く知られている [9], [10]．基本的な考え方は，初
期状態からの遷移回数を制限して，到達可能な状態集合に
おいて LTL式が成り立たないパスを SATソルバーを使っ
て探索することである．有界モデル検査の結果としてパス
が返される場合は，そのパスは仕様に違反する動作例（仕
様に対する反例）を表し，そうでない場合は，制限した範
囲内に反例は存在しなかったことを意味する．
この考えに基づいて有界モデル検査問題は，LTL 式 f

とクリプキ構造M と自然数 nが与えられるとき，初期状
態から高々 nステップの遷移で到達可能な状態だけによっ
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て構成されるパスのうち，f が成り立たないものが存在す
るか否かを決定する問題と書き表される．ステップ数に制
限がある場合の LTL式の意味論については [9]を参照され
たい．
当初のモデル検査では検証が主目的であったが，本来的

な計算困難さが実用への障壁になっていた．有界モデル検
査によるデバッギングの考え方が提案され，実用規模の問
題でも有界モデル検査を使うことができることが知られる
ようになるにつれ，有界モデル検査は産業界で広く受け入
れられるようになった *1．

3. 提案方法
本節では，有界な独立集合遷移問題を有界モデル検査と

してモデル化する 2つの方法を与える．これらを本稿では
基本モデルと接続行列モデルと呼ぶ．説明を単純にするた
めに，以降の小節で説明される基本モデルと接続行列モデ
ルはクリプキ構造に相当し，LTL式は別の小節でどちらの
モデルにも適用できる形で分けて説明する．
基本モデルと接続行列モデルの両方に共通するモデル化

の考え方とその際に使用する記法を以下にまとめる．
2 節で解説したように，有界モデル検査の入力は LTL式

f とクリプキ構造M = (S, I, T, l)と最大ステップ数から
なる．一般に状態の個数は非常に多いので，状態として認
められるものを 1つ 1つ明示的に指定することはしない．
例えば，代表的なモデル検査器の NuSMVでは，専用のモ
デリング言語の文法に従って変数とその型を宣言する．こ
れにより，状態は（内部で符号化された結果として）一定
の長さ nの二進列として表現されるようになる．したがっ
て，状態の集合 Sは長さ nの二進列の全体として非明示的
に規定されると考えることもできるだろう．
同様に，遷移関係 T においても正しい遷移関係にある 2

つの状態の対を 1つ 1つ明示的に指定することはしない．
その代わり，宣言された各変数について現在の時刻の値と
次の時刻の値の間の関係式を記述する．本稿では以下の形
式で与える．
next(変数) :=

case

1) 条件 1 : 次の時刻の値を表す式;

2) 条件 2 : 次の時刻の値を表す式;

・・・
n) TRUE : 次の時刻の値を表す式;

esac;

各条件は上の行から順に評価され，最初に成立した条件
に関して，同一行（のコロンで区切られた次の項目）で指
示される式によって次の時刻における変数値が定まる．最

*1 遷移回数を段階的に増やしながら有界モデル検査を繰り返すこと
で原理的には検証も可能になるが，現実的に検証できる問題の規
模はかなり制限される．

終行の TRUEは常に成り立つ．
各状態における原始命題の解釈を与える関数 lは明示的
に与えない．LTL式を構成する原始命題の例としては「変
数=定数」や「変数!=定数」のような形式のものが挙げら
れる．状態が指定されるとき変数の値が決まるので，等号
記号などの関係式の自然な解釈に従い命題の真偽が定まる
からである．

3.1 基本モデル
無向グラフ G = (V,E)の頂点には 1から nまで任意の
順番で数を割り当てる．ここで n = |V |とする．基本モデ
ルでは頂点とその番号を同一視することがある．独立集合
のサイズを kとする．
基本モデルにおける状態 sは，それぞれ現在の時刻の独

立集合，次の時刻に削除を試みる頂点，追加を試みる頂点
を表す次の 3つの要素によって構成される．
• k個の頂点番号の列（s.seq で表す）
• 1以上 k以下の自然数（s.posで表す）
• 1以上 n以下の自然数（s.tarで表す）
ここで，s.posは列 s.seqにおいて次の時刻に削除する頂点
が現れる位置を意味し，s.tar は次の時刻に追加する頂点
番号を意味する．列 s.seqの i番目の数を s.seq[i]で表すこ
とにする．
初期状態は次のように定める．初期の独立集合 Is に対

して，適当な順番でその頂点の番号を並べて得られるもの
を σ とする．このとき s.seq = σ かつ 1 ≤ s.pos ≤ k かつ
1 ≤ s.tar ≤ nを満たすべての状態 sを初期状態とする．本
節の冒頭で述べたように，通常のモデル検査ではこのよう
な状態を 1つ 1つ初期状態として明示的に指示せず，s.seq

だけを定義することで初期状態の集合を定める．
遷移関係は変数ごとに次の時刻の値を表す式を指定する．

ここで変数とは，s.posと s.tar，および各 i (1 ≤ i ≤ k)に
対して s.seq[i]である．最初の 2つの変数 s.posと s.tarは
各時刻において可能な値の中からランダムに決める．これ
により遷移の非決定性がモデル化される．
変数 s.seq[i]に対する遷移関係はトークンスライディン

グの場合から説明する．現在の頂点 s.seq[i]は，次の時刻
において s.seq[i]の隣接点のうち，独立集合の他の頂点に
隣接しない頂点に変更される（変更されなかった場合は
s.seq[i]のまま）．この遷移関係はグラフGの構造に依存し
て決まるので，Gに応じて条件分岐を記述する必要がある．
例として頂点集合が V = {1, 2, 3, 4}，辺集合が

E = {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}}

の無向グラフ G = (V,E)において，k = 2の場合の変数
s.seq[1]に対する遷移関係を考えよう．独立集合のもう一
方の頂点を表す変数 s.seq[2]に対しても同じように記述さ
れる．

3ⓒ 2022 Information Processing Society of Japan

Vol.2022-AL-186 No.5
2022/1/28



情報処理学会研究報告
IPSJ SIG Technical Report

next(s.seq[1]) :=

case

1) s.pos != 1 : s.seq[1];

2) s.seq[2] = 1 & s.tar = 2 : s.seq[1];

3) s.seq[2] = 2 & s.tar = 1 | 3 : s.seq[1];

4) s.seq[2] = 3 & s.tar = 2 | 4 : s.seq[1];

5) s.seq[2] = 4 & s.tar = 3 : s.seq[1];

6) s.seq[2] = s.tar : s.seq[1];

7) s.seq[1] = 1 & s.tar = 2 : s.tar;

8) s.seq[1] = 2 & s.tar = 1 | 3 : s.tar;

9) s.seq[1] = 3 & s.tar = 2 | 4 : s.tar;

10) s.seq[1] = 4 & s.tar = 3 : s.tar;

11) TRUE : s.seq[1];

esac;

1)の条件は「次の時刻に変更する頂点は s.seq[1]でない」
ことを意味する．よって，2)以降の条件が評価されるとき
には，s.pos = 1が成り立つことになる．これは s.tar を
次の時刻の s.seq[1]の値に変更しようと試みることを意味
する．
2)から 6)の条件は，独立集合のもう一方の頂点 s.seq[2]

が s.tarと隣接するか，あるいは一致することを意味し，該
当する場合がすべて列挙されている．ここで，&と|はそれ
ぞれ論理積と論理和を意味し，例えば s.tar = 1 | 3は
s.tar = 1 | s.tar = 3の略記である．よって，7)以降
の条件が評価されるときには，s.tarは s.seq[2]と隣接しな
いし，一致もしないことを意味する．このとき s.seq[1]を
s.tarに変更することで，s.seq は（現在の時刻で独立集合
であるならば）次の時刻でも独立集合となることが保証さ
れる．
7)から 10)の条件は，現在変更しようと試みている頂点

s.seq[1]と変更後の頂点 s.tarが隣接することを意味し，該
当する場合がすべて列挙されている．これらのうちどの条
件が成り立つときもトークンスライディングの遷移である
ことが保証され，1つの条件も成り立たないとき，最終的
に 11)に到達する．
以上を一般化して，各変数 s.seq[i]の遷移関係を命令文

のリスト Lとして求める手続きが次に得られる（トークン
スライディングの場合）．
( 1 ) 空リスト Lを作成する．
( 2 ) "s.pos != i : s.seq[i]"を Lに挿入する．
( 3 ) 1以上 k以下の各 j( ̸= i)と各頂点 uとその閉近傍 *2の

各点 vに対して
"s.seq[j] = u & s.tar = v : s.seq[i]"

を Lの末尾に挿入する．
( 4 ) 各頂点 uとその各隣接点 vに対して

"s.seq[i] = u & s.tar = v : s.tar"

*2 u の閉近傍は u あるいはその隣接点からなる.

を Lの末尾に挿入する．
( 5 ) "TRUE : s.seq[i]"を Lの末尾に挿入する．
トークンジャンピングの場合における手続きは，4番目

のステップを取り除き，5番目のステップにおいて挿入す
る命令文を"TRUE : s.tar"で置き換えれば得られる．

3.2 接続行列モデル
遷移関係の記述のためには頂点の隣接関係の判定が基本

になる．基本モデルでは頂点に識別子としての番号を割り
当てているため，そのような番号から直接的に隣接関係を
知ることができなかった．そのため，遷移関係の条件分岐
において個別の変数値の可能な組合せを網羅して，正しい
遷移になるときだけ s.seq[i]の値を変更させるようにモデ
ル化していた．
この問題点を解決するために，これから定義する接続行

列モデルでは，各頂点を二進列（以降，コードと呼ぶ）と
して表現し，論理演算により隣接関係を判定できるように
する．頂点コードの満たすべき性質は「2つの頂点が隣接
あるいは一致するとき，そしてそのときに限り，コードの
桁ごとの論理積の結果が非ゼロとなる」である．
本稿ではこの性質を持つコードとして接続行列を使う．

例えば，頂点と辺の接続行列では行を頂点，列を辺とみな
し，u行 e列の要素は頂点 uに辺 eが接続するとき 1とな
り，そうでないとき 0となる．同様に，頂点とクリークの
接続行列も考えることができる．すなわち，C1, . . . , Cdを
d個のクリークとするとき，j 列をクリーク Cj に対応させ
て，i行に対応する頂点が Cj に属するとき i行 j 列の要素
は 1となり，そうでないとき 0となる．この行列が頂点の
隣接関係を正しく表現するために，隣接する任意の 2頂点
は少なくとも 1つのクリーク Ci (1 ≤ i ≤ d)に含まれる
必要がある．この条件を満たすクリークの集合は，一般に
辺クリーク被覆と呼ばれる．辺はサイズ 2のクリークなの
で，辺集合 E も辺クリーク被覆である．
以降では，無向グラフ G = (V,E)の各頂点 uのコード
は，Gの辺クリーク被覆に関する接続行列の uの行ベクト
ルによって定める．頂点コードは使用する辺クリーク被覆
に依存したものとなるため，あらかじめ辺クリーク被覆を
1つ固定した上で各頂点にコードを割り当てる．
それでは，接続行列モデルの状態，初期状態，遷移関係

を順に説明していく．n = |V |と表す．あらかじめ固定し
た辺クリーク被覆のサイズを dで表す. また，独立集合の
サイズを kとする．
接続行列モデルの状態 sは，現在の時刻の独立集合 s.seq

と次の時刻に削除を試みる頂点（の位置）s.posと追加を
試みる頂点 s.tarの値によって構成される．
• 長さ dのコードを k個並べた列（s.seq で表す）
• 1以上 k以下の自然数（s.posで表す）
• 長さ dのコード（s.tarで表す）
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ここで，s.seqと s.tarは基本モデルとは異なるので注意が
必要である．s.seq[i]により i番目のコードを表す．
初期状態は次のように定める．初期の独立集合 Is に対
して，頂点コードを任意の順番で並べることで得られるも
のを δ とする．このとき s.seq = δ かつ 1 ≤ s.pos ≤ k を
満たし，s.tar はいずれかの頂点のコードである状態 sを
初期状態とする．
基本モデルの場合と同じグラフの例を使うとき，s.seq[1]
の遷移関係は次で与えられる．

next(s.seq[1]) :=

case

1) s.pos != 1 : s.seq[1];

2) (s.seq[2] * s.tar) != v0 : s.seq[1];

3) (s.seq[1] * s.tar) != v0 : s.tar;

4) TRUE : s.seq[1];

esac;

1)は基本モデルと同じなので説明を省略する．2)の条
件では，s.seq[2]が s.tar と隣接あるいは一致することを
「s.seq[2]と s.tarの桁ごとの論理積が非ゼロ」と表してい
る．ここで，桁ごとの論理積を記号*，すべての桁が 0の
コードを v0で表記している．3)の条件も同様である．
変数 s.posに対して各時刻で 1以上 k以下の数をランダ
ムに決めるのは基本モデルと同じである．s.tarの頂点は可
能な頂点コードの中からランダムに決めるようにするが，
そのようなコードは（整数の二進列表現とみたとき）一般
に連続する整数とならない．そこで，すべての頂点コード
を明に列挙して，その中から非決定的に選択されるように
記述すれば良い．
以上を一般化して，各変数 s.seq[i]の遷移関係を命令文

のリスト Lとして求める手続きが次に得られる（トークン
スライディングの場合）．
( 1 ) 空リスト Lを作成する．
( 2 ) "s.pos != i : s.seq[i]"を Lに挿入する．
( 3 ) 1以上 k以下の各 j ( ̸= i)に対して

"(s.seq[j] * s.tar) != v0 : s.seq[i]"

を Lの末尾に挿入する．
( 4 ) "(s.seq[i] * s.tar) != v0 : s.tar"

を Lの末尾に挿入する．
( 5 ) "TRUE : s.seq[i]"を Lの末尾に挿入する．
この手続きは，与えられるグラフGにほとんど依存する

ことなく，独立集合のサイズ kと二進列の長さ dを使って
各 s.seq[i]の遷移関係を決めている．実質的にグラフの接
続関係を参照する必要があるのは，初期状態の s.seq を決
定するとき，および s.tar の次の時刻の値を，頂点の可能
なコードの中からランダムに決めるときである．
トークンジャンピングの場合における手続きは，4番目

のステップを取り除き，5番目のステップにおいて挿入す

る命令文を"TRUE : s.tar"で置き換えれば得られる．

3.3 LTL式
基本モデルも接続行列モデルも初期状態として初期の独

立集合 Is を指定しているので，LTL式では「将来のすべ
ての時刻において目標の独立集合 Itとな̇ら̇な̇い̇」ことを記
述すれば良い．なぜなら，有界モデル検査としてモデル化
するとき，遷移可能な場合は LTL式が満たされない場合
に対応し，LTL式が満たされない証拠（反例）として遷移
列が出力されるからである．
はじめに，目標の独立集合 It になることを表す制約を

考えよう．素朴な方法としては「s.seq が It の順列のいず
れかと一致する」ことを制約として記述すれば良いが，k!

通りの場合分けが生じるため現実的ではない．実は，各
s.seq[i]に対して「s.seq[i]が目標の独立集合 Itのいずれか
の頂点と一致する」という制約だけで実質的に同じ効果の
ある制約となる．なぜなら，基本モデルも接続行列モデル
も遷移の途中で重複する頂点は生じないからである．
例えば，目標の独立集合 Itは 2つの頂点からなり，v2, v3

はそれぞれの頂点の表現とする（基本モデルの場合は頂点
番号，接続行列モデルの場合は頂点コード）．このとき上
で述べた制約は次で表される．

(s.seq[1] = v2 | s.seq[1] = v3)

　& (s.seq[2] = v2 | s.seq[2] = v3)

このように表される制約 Pの否定!Pに対して時相演算
子 Gを適用して得られる LTL式 G!(P)は「将来のすべて
の時刻において It とならない」ことを表す．

4. 実験
前節で導入したモデルに基づく有界な独立集合遷移問題

に対する 3つの手法を計算機実験により比較して，性能を
評価する．

4.1 実験の設定
提案手法では有界な独立集合遷移問題を有界モデル検査

問題としてモデル化して，有界モデル検査器を適用するこ
とで元の独立集合遷移問題を解いている．手法ごとの違い
は有界モデル検査問題へのモデル化だけであり，本実験で
は以下の 3つのモデルを比較することにする．
• 基本モデル
• 辺に関する接続行列モデル（簡単のため，辺モデルと
呼ぶ）

• 辺クリーク被覆に関する接続行列モデル（簡単のため，
クリークモデルと呼ぶ）

ここで，接続行列モデルに関して，頂点コードとして頂点
と辺の接続行列を使う場合と，頂点と（あらかじめ求めた
辺クリーク被覆に属する）クリークの接続行列を使う場合
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表 1 ベンチマークグラフ．
Table 1 Benchmark Graphs.

頂点数 辺数 辺クリーク被覆サイズ
MANN a27 378 702 468

MANN a9 45 72 48

c-fat200-1 200 18, 366 323

hamming6-2 64 192 192

johnson16-2-42 120 1, 680 16

johnson32-2-4 496 14, 880 32

johnson8-4-4 70 560 78

keller4 171 5, 100 464

の 2通りを考える．以降では，提案手法をこれらのモデル
の名称で言及することがある．
提案手法の中で使用した外部プログラムは次の通りで

ある．有界モデル検査器として NuSMV 2.6.0 *3 [11]を使
用した．NuSMVの内部で利用する SATソルバーとして
MiniSat 2.2.0 *4 [12]を指定した．辺クリーク被覆を計算
するプログラムとして ECC *5 [13]を使用した．
本実験で使用する問題例は次のように作成した（TJモ
デルに対して 800個，TSモデルに対して 800個）．使用グ
ラフ： 第 2回 DIMACS Implementation Challenge *6 に
おいて使用されたベンチマークグラフに対して，ECCに
よって計算された辺クリーク被覆のサイズが 500未満のも
のを使用した．ただし，hamming6-4と johnson8-2-4も辺
クリーク被覆のサイズが 500未満であったが，初期の独立
集合と目標の独立集合の対を（後で述べる方法で）生成で
きなかったので，この二つのグラフは除外されている．各
グラフの情報を表 1に示す．
独立集合の対：各グラフに対して初期の独立集合と目標
の独立集合の対を次の方法により，相異なる 100個の対を
作成した．
( 1 ) グラフから頂点を 1つずつランダムに選び，サイズ 5

の独立集合を作成する（独立でなければ，最初から選
び直す）；これを初期の独立集合とする．

( 2 ) 独立集合に対してランダムに遷移をさせて，独立集合
を更新することを繰り返す．

( 3 ) この結果として得られる独立集合を目標の独立集合と
する．

ここで，トークンジャンピング（TJ）に基づく独立集合遷
移問題の作成では，TJの遷移に従うようにした．同様に，
トークンスライディング（TS）の場合は TSの遷移に従う
ようにした．
遷移列の長さの最大値：有界な独立集合遷移問題におい

て入力として指定する遷移列の長さの最大値は今回作成し
たすべての問題例で 10とした．
*3 https://nusmv.fbk.eu/
*4 http://minisat.se/
*5 https://github.com/Pronte/ECC
*6 http://www.dimacs.rutgers.edu/programs/challenge/

制限時間は 600秒とした．制限時間内に，遷移列を発見
できるか，あるいは指定した最大長さ以下の遷移列が存在
しないことを報告する場合に，問題例を解くことができた
ことにする．
実験の環境は以下の通りである．OS: Red Hat Enterprise

Linux 8.3，CPU: Intel® Xeon® Gold 5218 (2.30GHz)，主
メモリ: 2TB.

4.2 実験結果と考察
図 1は TJモデルの問題例（800個）に対して 3つの手

法の計算時間を比較した結果である．図 2は TSモデルの
問題例（800個）に対して同様に比較した結果である．こ
れらの図では，各手法に対して，解くことができた問題例
が，計算時間の昇順になるようにプロットされている．こ
のような図はカクタスプロットと呼ばれており，SATソル
バーの性能評価などにおいて標準的に使われている．
例えば，y座標を特定の値（例えば 200）で固定して，水
平線 y = 200と各手法の点の系列（を補完して得られる曲
線）との交点の x座標を確認することで，200秒以内に解
くことができた問題例の個数を確認することができる．
図 1と 2のどちらも，概ねどの y 座標の値に対しても，

辺モデルより基本モデルやクリークモデルの方が圧倒的に
多くの問題例を解くことができている．また，基本モデル
とクリークモデルの差も顕著に現れている．
同じ接続行列モデルでも辺モデルとクリークモデルでこ

れ程大きな性能差が生じた理由は，辺の個数による影響が
あったと考えられる．実際，両モデルの間の実質的な違い
は頂点コードの長さであり，頂点コードの長さは辺モデル
では辺の個数，クリークモデルでは辺クリーク被覆のサイ
ズとなるが，表 1に示されているようにグラフの辺数に比
べて，辺クリーク被覆のサイズがかなり小さくなっている．
基本モデルは辺の個数に直接影響を受けないモデル化であ
るので，辺モデルより効率的であったと考えられる．
以上のことから，一定の制限時間を設けたときには，ク

リークモデルがもっとも多くの問題例を解くことができ，
その後に基本モデル，辺モデルの順に続くことが分かる．
特に本実験でプログラムの最大動作時間として設定した
600秒以内に解くことができた問題例の数は各手法の系列
の最後の点の x座標であり，クリークモデルが他のモデル
に比べて極めて多くの問題例を解いていることが分かる．

5. おわりに
本研究では，有界な独立集合遷移問題に対して，有界モ

デル検査を用いた実践的な解法を考察した．この問題を有
界モデル検査問題としてモデル化する 3 つの手法を提案
し，既存の有界モデル検査器を適用できるようにした．計
算機実験の結果，クリークモデルを用いると，他 2つのモ
デルに比べて，多くの問題例が解けることが分かった．こ
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図 1 計算時間の比較（TJ モデル）.

Fig. 1 Comparison of computation time (TJ-model).

図 2 計算時間の比較（TS モデル）.

Fig. 2 Comparison of computation time (TS-model).

の理由としては，今回使用した DIMACSベンチマークグ
ラフの中には，辺の個数に比べて辺クリーク被覆のサイズ
がかなり小さいものがあったため，クリークモデルの接続
行列のサイズが，辺モデルの接続行列のサイズに比べて十
分小さくなったことが考えられる．他方，グラフがそれほ
ど大きくない場合は接続行列モデルよりも基本モデルの
方が効率的な場合が多い．接続行列モデルは各頂点にコー
ドとして多くの情報を持つため，小さいグラフではこれが
オーバーヘッドになると考えられる．
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