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深層学習の汎化性能にヘッセ行列の固有値が強く相関を持つことが知られている．近年，最先端の性能を発揮する学習
手法も，ヘッセ行列の固有値を考慮した方法となっている．しかしながら，深層 NNでは計算量が膨大となるため，一
般に近似手法によって計算されたヘッセ行列が用いられている．本研究では，深層学習において，各種近似手法がヘッ
セ行列の固有値に及ぼす影響を調査する．

1. はじめに
近年，ニューラルネットワーク（以下 NN）の学習ダイナミ

クスの理解や最適化効率の改善のために，損失関数のヘッセ行
列を利用する研究が盛んに行われている．通常 NN の学習で
は，損失関数の一次微分である勾配を用いて学習が行われる．
一次の勾配法は停留点に収束するため，学習後半は勾配のノル
ムはほぼ 0 に収束する．そのため，パラメータの変化に対す
る勾配の変化率を表すヘッセ行列で収束先のパラメータを定量
化し，分析することは自然な方法である．一方でパラメータ数
の膨大な深層 NN（Deep Neural Network，以下 DNN）では
ヘッセ行列の計算が困難である．これまで様々な方法で DNN

における効率的なヘッセ行列計算手法の研究・開発が行われて
きた．本研究では，特に各近似手法がヘッセ行列の固有値に及
ぼす影響を実験的に調査した.

2. 背景
2.1 ヘッセ行列計算の効率化に関する研究
大規模な DNNモデルにおけるヘッセ行列を Exactに計算

するのは空間計算量・時間計算量共に現実的には困難である．
2.1.1 Hessian vector propductの高速な計算
深層学習における最適化においては，ヘッセ行列そのもので

はなく，ヘッセ行列と任意のベクトルとの積（Hessian vector

product，以下 Hvp）さえ計算出来れば十分であり，Hvp を
Exact に計算するために，Pearlmutter（1994）は NN にお
ける Hvpを誤差逆伝播中に高速に計算するアルゴリズムを提
案した [4]．この Hvp を応用し，最適化ではない用途，例え
ばヘッセ行列の最大固有値を求めたい場合，べき乗法（power

iteration）によって近似的に計算が可能である．べき乗法では
ヘッセ行列H の最大固有値を求めたいときに，適当なベクト
ル v0 を初期値として，逐次的に vk+1 = Hvk の計算を繰り
返す．vk が行列H の最大固有ベクトルの方向に収束してい
くことを利用して最大固有値を計算する．
また，ヘッセ行列のトレースの近似計算には Hutchinson

Method として知られるアルゴリズムがよく用いられる [1]．
Hutchinson Methodではヘッセ行列とラデマッハランダムベ
クトル（各要素が 1

2
の確率で 1 or −1を取る）との二次形式
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の期待値を近似的に計算する．
tr(H) = tr(HI) = tr(HE[vvT ])

= E[tr(HvvT )] = E[vTHv]
(1)

2.1.2 The Generalized Gauss-Newton Matrix

本節では，DNNのヘッセ行列の近似行列としてよく利用され
るThe Generalized Gauss-Newton Matrix（以下GGN行列）
について議論する [5]．古典的には G̃(θ) = 1

N

∑N
i=1(Jθ)

TJθ

で定義される近似ヘッセ行列をGauss-Newton行列と呼び，準
二次最適化手法の中で広く使用されてきた．ここで，Jθ はNN

出力 f(θ;xi,yi)のパラメータに関するヤコビ行列を表す．
SchraudolphはGauss-Newton行列をより一般的に拡張し，

G(θ) = 1
N

∑N
i=1(Jθ)

THLJθ と定義した [5]．HLは出力層の
みのパラメータにおけるヘッセ行列である．特にHL が単位
行列として表せる場合，古典的なGauss-Newton行列 G̃に一
致する．また活性化関数として ReLUを使用する場合，その
二次微分の値が 0になることを利用してヘッセ行列とGGN行
列が一致することが知られている [2]．現実的な DNNの設定
では活性化関数として ReLUを用いることが多いため，GGN

行列を計算すれば十分であることがわかる．

3. 実験
MNIST 学習後の NN に対して，Exact なヘッセ行列の固

有値と近似的に計算された固有値の近似性能の比較を行った．
Exactなヘッセ行列を計算するためにモデルにはパラメータ数
の少ない NNを用いた．
3.1 ヘッセ行列計算のためのライブラリ
本研究では 2 章で説明したようなヘッセ行列の近似計算手

法が効率的に実装されたライブラリを用いて実験を行った．ま
た，Exact なヘッセ行列は Pytorch∗1 の自動微分を二回適用
することで陽に二次微分を計算して求めた．
3.1.1 PyHessian

PyHessian∗2はYaoら（2020）によって開発されたPytorch

と互換性のあるライブラリである [6]．Hvpを用いて効率的に
固有値やトレースの計算が可能となっている．
∗1 https://pytorch.org
∗2 https://github.com/amirgholami/PyHessian
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3.1.2 BacPACK

BackPACK∗3はDangelら（2020）によって開発されたヘッ
セ行列の近似行列を計算できる Pytorch上で動くライブラリ
である [3]．GGN 行列や対角ヘッセ行列を計算するために誤
差逆伝播中に必要な情報を計算・保持するように設計されて
いる．
3.2 上位 10固有値分布の近似性能比較
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図 1: Exactに計算したヘッセ行列の上位 10固有値と近似計
算した上位 10固有値の比較．

図 1より PyHessianによって計算された固有値と Exactに
陽な形で計算されたヘッセ行列の固有値との差はほぼない．べ
き乗法によってほぼ Exactな固有値に収束しているというこ
とがわかる．それに対して BackPACKによって計算された近
似行列の固有値とは乖離がある．特に対角近似を行う 3手法全
てにおいて，Exactな固有値とは大きく異なる．これは Exact

なヘッセ行列の全ての非対角成分が正である場合，対角近似を
行うと最大固有値が小さくなるためであると考えられる．
3.3 トレースの近似性能比較
図 2より，対角近似行列のトレースは Exactなヘッセ行列

のトレースと一致しており，対角成分が正確に計算できてい
ることがわかる．GGN行列のブロック近似の 3手法に関して
は全てわずかに Exactなトレースとは異なる値を取っており，
これはクロネッカー因子分解に起因するものと考えられる．ま
た，PyHessianのHutchinson Methodによるトレースの近似
計算の結果は Exactなトレースとわずかに乖離している．こ
れは Hutchinson Methodでは期待値計算（式 1）に用いる二
次形式をサンプリング近似するためである．そこでサンプルサ
イズがトレースの推定値に与える影響を調査した（図 3）．サ
ンプルサイズが大きいほど Exactなトレースの値（22.40）に
近づいていくことがわかる．

4. おわりに
本研究ではヘッセ行列の固有値に関する近似性能評価を行っ

た．特に BackPACKと PyHessianの 2つのライブラリに対
して，Exact なヘッセ行列を計算する実装を行い，固有値と
トレースの近似精度に関する比較実験を行った．結果として
ReLUを用いた NNの分類タスクにおいて，BackPACKで計
算できる対角近似行列のトレースと PyHessian の上位 10 個
の固有値は Exactなヘッセ行列と結果が一致することを確認
した．また，PyHessian のトレースに関してサンプルサイズ
を大きくすることで Exactなトレースに近づいていくことも
確認できた．
∗3 https://backpack.pt

図 2: Exactに計算したヘッセ行列のトレースと近似計算し
たトレースの比較（左：BackPACKとの比較，右；PyHessian

との比較（サンプルサイズ 25））
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図 3: Hutchinson Methodによるサンプルサイズがトレース
の推定値に与える影響
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