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1. はじめに 

 機械学習におけるカーネル法[1]は， 非線形デ

ータ解析の手法である．近年カーネル法と再生

核ヒルベルト空間と呼ばれる関数の集合との関

連が指摘され， 線形微分方程式の初期値問題に

おける基本解(再生核)との対応が指摘された[2]．

一方微分方程式の境界値問題のグリーン関数は

外力に対する応答関数として物理・工学におい

て重要で，適切なヒルベルト空間に対して任意

の関数を再生する再生核であることが指摘され

ている[3]．本研究では，機械学習⇔再生核⇔グ

リーン関数の繋がりに注目し，2 階常微分方程式

のグリーン関数をガウス過程回帰[4,5]の新しい

カーネル関数として提案する． 
 

2. グリーン関数 

本研究では，最も基本的，かつ弦のたわみな

ど工学的に重要な 2 階常微分方程式の境界値問題

を考える． 

{
−

𝑑2𝑢

𝑑𝑥2 + 𝑎2𝑢 = 𝑤(𝑥)  (0 < 𝑥 < 1)

𝑢(0) = 𝑢(1) = 0                                       
         (1) 

ここで𝑎は0以上の定数，𝑤(𝑥)は外力項である．

解の要となるグリーン関数𝐺(𝑥, 𝑦)は𝑤(𝑥)に対す

る解𝑢(𝑥) = ∫ 𝐺(𝑥, 𝑦)
1

0
𝑤(𝑦)𝑑𝑦  を生成し，工学の

分野においてはインパルス応答関数と呼ばれ，

次のように表される． 

𝐺(𝑥, 𝑦) = 𝐺(𝑎; 𝑥, 𝑦) =

{

sinh(𝑎 min(𝑥,𝑦)) sinh(𝑎 (1−max(𝑥,𝑦)))

𝑎 sinh 𝑎
      (𝑎 > 0)

min(𝑥, 𝑦)(1 − max(𝑥, 𝑦))                  (𝑎 = 0)
    (2) 

また，𝑎 > 0 の𝐿1ノルムは次のようになる． 

𝐿1 = 𝐿1(𝑦) = ∫ |𝐺(𝑥, 𝑦)|
1

0

𝑑𝑥 = ∫ 𝐺(𝑥, 𝑦)
1

0

𝑑𝑥 

=
1

𝑎2 (1 − cosh(𝑎𝑦) +
(cosh 𝑎−1) sinh(𝑎𝑦)

sinh 𝑎
)                 (3) 

本研究では𝐿1ノルムで規格化されたグリーン関数 

�̃�(𝑥, 𝑦) =
𝐺(𝑥,𝑦)

𝐿1(𝑦)
     (0 < 𝑦 < 1)               (4) 

をガウス過程回帰[4,5]の共分散行列の各成分を

構成するカーネル関数として提案する． 

 

3. グリーン関数を用いたガウス過程回帰 

ガ ウ ス 過 程 [4,5] で は ， 入 力 変 数 𝑋
Ｎ

=

{𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑁}(𝑥𝑖 ∈ 𝑹) に 対 す る 関 数 値 𝒇𝑵 =

(𝑓(𝑥1), 𝑓(𝑥2), ⋯ , 𝑓(𝑥𝑁))
𝑇

(𝑓(𝑥𝑖) ∈ 𝑹)の分布は，平

均関数𝜇(𝑥) = 0，𝑁 × 𝑁の共分散行列𝑉𝑁𝑁のガウ

ス分布，𝒇𝑵~𝑁(𝟎, 𝑉𝑁𝑁)でモデル化することがで

きる．共分散行列の各成分はカーネル法のカー

ネル関数と同じもので，本研究では𝑉𝑁𝑁のカーネ

ル関数として式(4)の規格化されたグリーン関数

を提案する．従って𝑉𝑁𝑁の(𝑖, 𝑗)成分は(𝑉𝑁𝑁)𝑖𝑗 =

�̃�(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗)となる．更に関数値𝑓(𝑥𝑖)に𝜀~Ｎ(0, 𝜌)の

ガウスノイズが加わって，観測値𝑦𝒊 = 𝑓(𝑥𝑖) + 𝜀

は，𝒚~𝑁(𝟎, 𝑉𝑁𝑁 + 𝜌𝐼𝑁)と表される．ここで， 

問題：𝑁個の観測データ𝐷 

𝐷 = {(𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2), ⋯ , (𝑥𝑁 , 𝑦𝑁)}       (5) 

が与えられたときの，新しい𝑀個の入力変数

𝑋𝑀
∗ = {𝑥1

∗, 𝑥2
∗, ⋯ , 𝑥𝑀

∗ }に対する出力𝒚∗ =

(𝑦1
∗, 𝑦2

∗, ⋯ , 𝑦𝑀
∗ )𝑇の予測分布を求める．  

このために，𝑋𝑀
∗ に対する関数値𝒇𝑴 =

(𝑓(𝑥1
∗), 𝑓(𝑥2

∗), ⋯ , 𝑓(𝑥𝑀
∗ ))

𝑇
の事後分布を求め，ガウ

スノイズを加えて𝒚∗の分布を求める．まず𝒚と𝒇𝑴

の同時分布は次のようになる． 

(
𝒚

𝒇𝑴
) ~𝑁 ((

𝟎
𝟎

) , (
𝐻𝑁𝑁 + 𝜌𝐼𝑁 𝐻𝑁𝑀

𝐻𝑀𝑁 𝐻𝑀𝑀
))           (6) 

(𝐻𝑁𝑁)𝑖𝑗 = �̃�(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗) (𝑖, 𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑁)              (7) 
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(𝐻𝑀𝑀)𝑖𝑗 = �̃�(𝑥𝑖
∗, 𝑥𝑗

∗)(𝑖, 𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑀)            (8) 

(𝐻𝑁𝑀)𝑖𝑗 = �̃�(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗
∗)(𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑁, 𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑀) (9) 

(𝐻𝑀𝑁)𝑖𝑗 = �̃�(𝑥𝑖
∗, 𝑥𝑗)(𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑀, 𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑁) (10) 

ここで共分散行列𝐻𝑁𝑁, 𝐻𝑀𝑀, 𝐻𝑁𝑀, 𝐻𝑀𝑁の(𝑖, 𝑗)成分

は式(4)の規格化されたグリーン関数で構成され

ている．𝒚が観測されたときの𝒇𝑴の条件付分布

[4]に，ガウスノイズを加えた𝒚∗の予測分布は次

のようなガウス分布に従う． 

𝑝(𝒚∗|𝑋𝑀
∗ , 𝐷) = 𝑁(�̂�, Σ̂)                   (11) 

�̂� = 𝐻𝑀𝑁(𝐻𝑁𝑁 + 𝜌𝐼𝑁)−1𝒚                   (12) 

Σ̂ = 𝐻𝑀𝑀 + 𝜌𝐼𝑀 − 𝐻𝑀𝑁(𝐻𝑁𝑁 + 𝜌𝐼𝑁)−1𝐻𝑁𝑀  (13) 

式(13)の共分散行列Σ̂の対角成分は分散ベクトル

𝑽 = (𝑉1, 𝑉2, ⋯ , 𝑉𝑀)𝑇で，その𝑖成分(𝑖 = 1,2, ⋯ 𝑀)は

次のようになる． 

𝑉𝑖 = �̃�(𝑥𝑖
∗, 𝑥𝑖

∗) + 𝜌 − 𝒉𝑀𝑁𝑖
𝑇 (𝐻𝑁𝑁 + 𝜌𝐼𝑁)−1𝒉𝑁𝑀𝑖 (14) 

𝒉𝑀𝑁𝑖
𝑇 = (�̃�(𝑥𝑖

∗, 𝑥1), �̃�(𝑥𝑖
∗, 𝑥2), ⋯ , �̃�(𝑥𝑖

∗, 𝑥𝑁)) (15) 

𝒉𝑁𝑀𝑖 = (�̃�(𝑥1, 𝑥𝑖
∗), �̃�(𝑥2, 𝑥𝑖

∗), ⋯ , �̃�(𝑥𝑁, 𝑥𝑖
∗))

𝑇
(16) 

𝒚∗の予測分布は，定数𝑎とノイズ分散𝜌をハイパ

ーパラメータとして対数尤度最大化[4,5]により

得られる．本研究の対数尤度𝑙は次のようになる. 

𝑙 = −
1

2
𝒚𝑇(𝐻𝑁𝑁 + 𝜌𝐼𝑁)−1𝒚 −

1

2
log det (𝐻𝑁𝑁 + 𝜌𝐼𝑁) 

−
𝑁

2
log 2π                (17) 

 

4. 数値実験 

数値実験は𝑁 = 15，𝑀 = 99とし，𝑥𝑖 = 0.1 +
0.8(𝑖−1)

14
(𝑖 = 1,2, ⋯ ,15)，  𝑥𝑗

∗ = 0.01𝑗(𝑗 = 1,2, ⋯ ,99)，

次のカスプのある観測データ𝐷1, 𝐷2で行った． 

𝐷1: 𝑦𝒊 = 7(1 − exp(−5|𝑥𝑖 − 0.5|))             (18) 

𝐷2: 𝑦𝒊 = 7(1 − exp(−5|𝑥𝑖 − 0.5|)) + randomness(19) 

 グリーン関数カーネルの場合の，𝐷2に対する

𝒚∗の予測分布と対応する共分散行列を図１に示す． 

図 1.グリーン関数の場合の予測分布(左)と共分散行列(右). 

図 1(左)予測分布の実線が平均，影の部分は平均

±標準偏差を表す．(右)共分散行列の対角線上の

値は分散を表す． 

更にカーネル関数として規格化されたガウス

関数を用い，(𝑉𝑁𝑁)𝑖𝑗 =
1

√2𝜋𝜎
exp (−

(𝑥𝑖−𝑥𝑗)
2

2𝜎2 )の共分

散行列における，定数𝜎とノイズ分散𝜌をハイパ

ーパラメータとした計算と比較した．対数尤度𝑙

の比較を表 1 に示す．表 1 より，グリーン関数の

対数尤度𝑙は，広く利用されるガウス関数の場合

[4,5]より大きいか，同程度である． 

表 1.対数尤度𝑙の比較. 

 

5. まとめ 

 2 階常微分方程式の境界値問題のグリーン関数

を規格化し，ガウス過程回帰の新しいカーネル

関数として提案した．ベイズ推定に基づき，観

測データに対する条件付き分布として予測分布

を求めた．カスプのある場合には，対数尤度は

広く利用されるガウスカーネルの場合より，大

きなあるいは同程度の値を示し，よい回帰結果

が得られた． 
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data グリーン関数 ガウス関数 

𝐷1 𝑙 = −24.79  
𝑎 = 2.88 ( 𝜌 = 0 fixed) 

𝑙 = −26.35   
𝜎 = 0.07 (𝜌 = 0 fixed) 

𝐷1 𝑙 = −24.79   
(𝑎, 𝜌) = (2.88,0.0) 

𝑙 = −21.64   
(𝜎, 𝜌) = (0.12,0.1) 

𝐷2 𝑙 = −30.99   
𝑎 = 5.61  (𝜌 = 0 fixed) 

𝑙 = −32.52   
𝜎 = 0.061  (𝜌 = 0 fixed) 

𝐷3 𝑙 = −30.00   
(𝑎, 𝜌) = (0.01,0.8) 

𝑙 = −30.29   
(𝜎, 𝜌) = (0.20,1.0) 
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