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QUBOソルバーによるプリント回路基板の締結点配置設計
松森　唯益1,a) 滝　雅人1 門脇　正史1

概要：
組み合わせ最適化の一つである quadratic unconstrained binary optimization（QUBO）を解くアルゴリ
ズム（QUBOソルバー）と blackbox最適化を組合せて、機械構造物の設計を行う。量子アニーリングを
始めとする QUBO ソルバーは多数提案されているが、QUBO で定式化できる工学応用は限定的である。
この課題を解決するために、近年、blackbox最適化を使って任意の組合せ最適化問題を QUBO化する方
法が提案された。本稿では、blackbox最適化に factorization machineを利用する先行研究に基づいて、プ
リント回路基板の固有振動数の最大化を目的とする締結点配置設計を行う。この設計では、目的関数とな
る基板の固有振動数が factorization machineで 2次多項式近似される。数値計算例を通して、この設計法
により締結点配置の最適解を求められることや、FMで利用する学習データの追加方法を変更することで
最適解が得られやすくなることを示す。

1. はじめに
近年、組み合わせ最適化問題を高速に解くアルゴリズムや

ハードウェアが盛んに研究されている。組み合わせ最適化
問題では、古典コンピュータでは効率的に解くアルゴリズム
が発見されていない問題、すなわち、多項式時間内に最適解
を導くことが理論的に示されていない（NP困難）問題があ
る。このような問題を解くヒューリスティックなアルゴリ
ズムが多数提案されている。量子アニーリング（quantum

annealing: QA）[1]は、量子力学を利用してイジングモデル
や quadratic unconstrained binary optimization (QUBO)

で表されたコスト関数の基底状態を求める最適化アルゴリ
ズムである。QAは量子コンピュータ [2]を使うことで、組
み合わせ数が膨大である大規模な問題で古典コンピュータ
を上回る性能が期待されている。しかし、現状ではハード
ウェアが発展途上であるため、QAで解ける問題は限定的
である [3,4]。一方、古典コンピュータを使ってQUBOを
高速に解くアルゴリズムが複数提案されている [5–9]。こ
れらのアルゴリズム（以降、QUBOを解くアルゴリズムを
総称してQUBOソルバーと呼ぶ。）は、FPGAやGPUな
どの既存のハードウェアを活用して計算の並列化により非
常に大規模な問題を扱える特徴がある。
近年、QUBOで表せない最適化問題に blackbox最適化

を利用する方法が提案された [10–13]。Blackbox最適化で
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は、最適化対象の目的関数や制約関数が陽に記述できない
場合に、それらの近似関数を評価値から生成する。先行研
究 [10]では、近似関数として factorization machine（FM）、
最適化手法として QA を利用する方法（FMQA）が提案
され、メタマテリアルの設計が行われた。この設計では、
電磁界解析の計算結果を使った目的関数が FMで 2次関
数近似（学習）された。この設計は一般には常微分方程式
を制約条件として持つ最適化問題として定式化されるが、
blackbox最適化を用いることで QUBOとしての定式化を
可能にした。Blackbox最適化を使ったQUBOの定式化で
は、問題に応じて評価関数を陽に記述する必要がないため、
QUBOソルバーの応用範囲が広がる可能性がある。
本稿では、FMQAを使って車載されるプリント回路基

板（printed circuit board: PCB）を対象に固有振動数を最
大化する締結点配置設計を行う。PCBは外部から伝わる
振動数と基板の固有振動数が一致すると共振が起き、基板
上の部品の破損につながる。そのため、PCBの固有振動
数（以降、振動数と記す）が高くなるように基板を固定す
る締結点配置が決定される。振動数は締結点配置を変更す
るたびに PCBの振動解析をして求められる。振動解析で
は、PCBを有限要素法で離散化し、固有方程式を解いて、
振動数を求める。振動数を求める一連の計算を含めた締結
点配置設計を QUBOで定式化することは困難であること
から、本稿では、振動解析の結果得られる振動数をFMで
二次多項式近似し、QUBOとして定式化する。定式化した
QUBOを使って PCBの締結点配置設計を行った結果、締
結点配置の最適解が求められることを確認するとともに、
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図 1: PCB（100mm×200mm×5mm）の計算モデル。n = 12

個の締結点候補Di（黒色で示した半径 5mmの円形領域）
が設定される。

学習データの追加方法を工夫することで最適解の得られる
確率が高くなることを示す。
2. 方法
2.1 プリント回路基板（PCB）の締結点配置設計
図 1は設計対象となる PCBの計算モデルである。この

計算モデルを有限要素法で離散化し、振動数を求める。離
散化にはシェル要素が用いられる。計算モデルには、締結
点の候補となる n個の領域Diが予め設定される。Di上の
締結点の有無は、0-1変数 x ∈ {0, 1}n で表される。Di に
締結点が配置されれば xi = 1、そうでなければ xi = 0と
する。締結点が配置されるDi には、計算モデルにおいて
変位固定境界条件が設定される。
締結点配置設計は、振動数を最大化する目的関数

F (x) = ω (1)

と、締結点数と振動解析についての制約関数G1, G2 を加
えた最適化問題























argmax
x∈{0,1}n

F (x),

subject to G1(x) = 0,

G2(x) = 0

(2)

として定義される。目的関数で評価される ωは締結点配置
xが変更されるたびに、有限要素法に基づく振動解析で求
められる。
G1 は締結点数を制約する関数である。製造コストの観

点から締結点数は少ないほうが良い。そこで、締結点数
∑n

i=1 xi の理想値N を与える制約関数
G1(x) =

n
∑

i=1

xi −N (3)

が最適化問題に設定される。
G2 は振動数 ω を計算するための固有方程式である。有

限要素法で離散化された基板モデルの運動方程式におい
て、振動数 ωを持つ周期解を仮定するとき、振動数は固有

方程式
G2(x) = det

∣

∣K(x)− ω2M(x)
∣

∣ (4)

から求められる。ここで、K,M ∈ R
nnode×nnode は剛性マ

トリクスと質量マトリクス、nnode は有限要素の節点数で
ある。M,K の要素値は xに応じて計算されるため、式 (4)

から計算される ωは xの陰関数となる。したがって、固有
方程式やそれを解いて得られるωを xで直接表現すること
は困難である。
2.2 Factorization machineによる振動数の近似
先行研究 [10]の方法にしたがって、振動数 ω を factor-

ization machine（FM）で近似し、最適化問題 (2)のQUBO

への変換に利用する。ω と固有方程式 (4)を含む最適化問
題 (2)は、設計変数 xを使ってQUBOの形式に変換するこ
とが困難である。そこで、FMを使って ωがQUBOで利用
可能な二次多項式に近似される。FMでは、α個の締結点配
置 X = {x0, . . . ,xα}と対応する振動数 Ω = {ω0, . . . , ωα}

が与えられたときに、Ωを近似する二次多項式 F(x)

F(x) = x⊤Q(κ)x (5)

の係数 Qが推定（学習）される。ここで κは FMのハイ
パーパラメータである。本稿では、先行研究と同じ値 κ = 8

を利用する。
F の近似精度を高くするためには、学習に用いるデータ、

すなわち、締結点配置とそれに対応する振動数が多数必要
である。しかし、ω の計算には一定の時間が必要であるた
め、一度に多数のデータを用意するには長い計算時間を要
する。そこで、まず、既知の締結点配置Xと振動数 Ωを
学習データとして、Q(κ)を学習する。次にQ(κ)を利用し
た近似関数 F を含む QUBOを構築し、その最適解 x∗ を
求める。x∗ と対応する ω が、次の学習データとしてXと
Ωにそれぞれ加えられ、再度 Q(κ)が学習される。この操
作を繰り返すことで、近似関数の精度を高めながら、最適
解の探索が行われる。本稿では学習に用いるデータ数の上
限値をmとし、学習終了時において、振動数 Ωの最大値
に対応する締結点配置を最適解とする。
本稿で行う FMの学習では、最適解 x∗ に加えて、その

近傍の点 ξも利用する。学習では、データ数を順次追加す
るため、計算初期ではデータ数が少ない。一般に、データ
数が少ない場合にはFMの近似精度は低く、近似関数の最
適解と真の最適解は一致しない。このような条件下で最適
解のみを学習データとして追加すれば、初期データに依存
して局所解しか得られない可能性がある。そこで、我々は、
x∗ の要素の値をいくつか反転させたx∗ の近傍解 ξを定義
し、学習ごとに x∗ と ξを学習データに追加する。
2.3 プリント回路基板の締結点配置設計のQUBO

目的関数の近似関数 F(x)を使って、最適化問題 (2)を
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QUBOに変換する。QUBOは、F(x)と制約関数G1 の線
形荷重和

H(x) = −wFF(x) + wG (G1(x))
2

(6)

を最小化する最適化問題
argmin
x∈{0,1}n

H(x), (7)

として定義される。wF と wG は F(x), (G1(x)−N)2 の大
きさに応じて設定されるべき正のパラメータである。本稿
では、wF = 0.005, wG = 1とする。
3. 結果
図 1に示したPCBの計算モデルを対象に、QUBO(7)に

よる締結点配置設計を行った。この問題では、n = 12個の
締結点候補のうちN = 6個を使うときに、振動数が最大
となる締結点配置を決定する。学習データの上限値は、初
期条件として用意する 10のデータを含め、m = 310とし
た。QUBOソルバーとして、simulated annealing（SA）、
量子アニーリング（QA）とランダムサーチ（RS）を利用
した。SAについては、FMで利用する学習データとして、
最適解だけを追加する場合（SA (1p)）と、最適解に加え
てその近傍解を 2点追加する場合（図 3の SAと QA）の
計算を行った。また、事前に実行可能解を全て計算し、図
2の締結点配置が最適解であることを確認した。計算モデ
ルの振動解析には有限要素解析ソフトウェアCalculix [14]

を利用した。
振動数の平均値は、FMを利用した計算結果（SA、SA(1p)、

QA）がRSよりも高かった（図 3a）。SAとQAでは、FM
の学習データ数の増加とともに、振動数が増加する傾向が
あり、その傾向はほぼ同じであった。学習データの追加方
法が異なる場合（SA、SA(1p)）は、学習データ数が同じ
であれば、最適解近傍に点を追加する方が高い振動数の締
結点配置が得られた。この計算において、最適解が得られ
た割合は、SAが 95%、SA(1p)が 65%、QAが 100%、RS

が 15%であった。したがって、FMを利用したいずれの方
法でも最適解は見つかる可能性があるものの、最適解が得
られやすいのは最適解の近傍を利用した方法であった。
FMによる振動数の近似精度（図 3b）は、学習データの

増加とともに高くなった。SAと QAでは、学習データが
50を超えると誤差が急に小さくなり、約 70以上になると
誤差に変化は見られなくなった。SA(1p)は学習データが
少ない状態でも誤差が小さくなった。全ての QUBOソル
バーにおいて、誤差の減少が止まっても振動数は改善し続
けた。
4. まとめ
本稿では、機械構造物の設計へのQUBOソルバーの応用

図 2: 最適解の締結点配置（黒色の領域）と変形モード。

(a) 最良解の振動数 ω

Number of data

(b) FM の近似値 F と真値 ω の絶対誤差
図 3: 初期データを 20回変更して最適化計算した結果の平均値

（実線）と 95%の信頼区間（色付けした領域）。横軸は学習
に利用したデータ数であり、SAは simulated annealing、
QA は量子アニーリング、RSはランダムサーチを表す。
SA(1p) は学習時に追加するデータ数を 1 点とした結果
である。

として、blackbox最適化を使ってプリント回路基板（PCB）
の固有振動数を最大化する締結点配置設計を行った。この
設計では、factorization machine（FM）で固有振動数を近
似することで、QUBOへの定式化を可能にする。定式化し
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た QUBOを使って PCBの締結点配置設計を行った結果、
QUBOソルバーの種類によらず最適解が得られたが、最
適解が得られる確率は異なった。特に、FMで用いる学習
データに最適解だけでなく最適解近傍を加えることで最適
解が得られやすくなった。最適解だけを学習データに追加
した場合には得られた振動数が低くなったことから、最適
解近傍を学習データに加えることが局所解への収束を回避
することに有効であったと考えられる。一方、FMの固有
振動数の近似誤差は、学習データを最適解のみにした場合
には学習データが少なくても小さくなったのに対して、最
適解近傍の解を加えた場合には学習データが多くなっても
小さくならなかった。FMでは近似関数として 2次多項式
が用いられているため、より高次の多項式で表されるよう
な評価関数は正確に近似できない。このような状況は、近
似すべきデータの範囲が広くなるほど、現れやすくなると
推測される。したがって、今回の計算結果から、最適解の
みを学習データに追加した場合には、局所解周辺の締結点
配置の振動数のみを近似することになったために、2次多
項式で近似できたのに対して、最適解近傍を学習データに
追加した場合には、より広い範囲の振動数を近似する必要
があったために、学習データを増やしても近似精度が向上
しなかったと考えられる。今後は学習データの追加方法に
ついて考察を深めるとともに、組み合わせ数の多い問題に
適用して提案手法の有用性を確認する予定である。
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