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両側ヤコビ法を用いた複素数行列に対する特異値分解の実
装法

宮前 隆広1,a) 髙田 雅美2,b) 木村 欣司1,c) 中村 佳正3,d)

概要：タイムリバーサル法では, 複素数行列の特異値分解（SVD）が必要である．まず, 時系列データから
得られたタイムリバーサル演算子の各要素を周波数領域に変換する．次に, 周波数領域に対して SVDを行
う．そのため, SVDの対象となる行列の要素はすべて複素数となる．SVDを行うためのヤコビ法は, すべ
ての特異値と特異ベクトルを高精度に計算することができる．しかし, ヤコビ法の計算コストは, QR法と
ハウスホルダー変換による 2重対角化を組み合わせた計算法よりも高い．ただし, 行列サイズが小さい場合
には大差ない．ヤコビ法には, 片側ヤコビ法と両側ヤコビ法がある．このうち, 片側ヤコビ法は, LAPACK

に実装されている．本研究では, 複素数行列のための両側ヤコビ法を実装する．小さな行列では, 片側ヤコ
ビ法よりも両側ヤコビ法のほうが計算時間が短く精度が高いという実験結果が得られた．

Implementation of Singular Value Decomposition for Complex Matrices
Using the two-sided Jacobi Method

1. はじめに
タイムリバーサル (TR)法では, 複素数行列の特異値分解

(SVD)が必要である [11]．TR法では, まず, 時系列データ
から得られるタイムリバーサル演算子の各要素を周波数領
域に変換する．その後, 周波数領域内で分解を行う．その
ため, SVDの対象となる行列の要素はすべて複素数となる．
TR法のために, 高速かつ高精度に計算できる複素数行

列のための SVDを開発する必要がある．時系列データは,

小さな行列に置き換えて扱うことが可能である．そのため,

小さな行列を高速かつ高精度に計算できる SVDが適して
いる．小規模行列のための SVDとして, 片側ヤコビ法と
両側ヤコビ法がある [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9]．片側
ヤコビ法は, LAPACK [10]のルーチンとして存在する．一
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方, 複素数行列のための両側ヤコビ法には, 実用的な実装方
法が確立されていない．本研究では, 複素数行列に対する
両面ヤコビ法の実装方法を提案する．提案する実装方法で
は, 逆正接関数, Rutishauserの実装方法 [12], Givens回転
をそれぞれ提案する [1]．さらに, 複素数の絶対値の高精度
計算, 高精度Givens回転, 計算の融合による高速化, SIMD

型計算の利用という実装の工夫についても導入する．実験
では, LAPACKの片側ヤコビ法と両側ヤコビ法について,

計算時間および精度を比較する．

2. 両側ヤコビ法による特異値分解
　特異値分解のための両側ヤコビ法は, 任意の実行列の

特異値と特異ベクトルを計算出来る．正方行列だけでなく
長方形行列であっても, 前処理として QR分解を行うこと
で上三角行列に変換することができる．そのため計算の対
象を上三角行列に限定し, 特異値分解のための両側ヤコビ
法を説明する．この解法は, 上三角行列に対して左右から
ヤコビ行列をかけることで行列を対角化していく．複素数
行列に対しても, 任意の複素数行列を両側ヤコビ法の計算
対象とすることが可能である．複素数行列の場合も, 実行
列と同様に前処理を行うことで複素上三角行列の特異値分
解の問題に帰着させる．
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3. 複素数行列に対する実装法
　複素上三角行列に対する両側ヤコビ法は, ヤコビ回転

行列を作用させる前に前処理が必要になる．前処理として,

行列の対角成分を実数に変換する方法と, ヤコビ回転行列
が作用する非対角成分を実数に変換する方法の 2種類が必
要となる．

3.1 行列の対角成分
　以下の複素上三角行列に対して, 対角成分を実数に変
換する．

A =



a1,1 a1,2 · · · · · · a1,n

a2,2
. . .

. . .
...

. . .
. . .

...

. . .
...

an,n


但し, aj,k ∈ Cである．
行列Aに対して,対角成分 (j,j)が aj,j/|aj,j |, 非対角成分が
0の n× n行列 T を右からかけることにより, 対角成分を
絶対値の大きさを変えることなく実数化する．

T = diag.

(
a1,1
|a1,1|

,
a2,2
|a2,2|

, · · · , an,n
|an,n|

)
,

AT =



|a1,1| â1,2 · · · · · · â1,n

|a2,2|
. . .

. . .
...

. . .
. . .

...

. . . ân−1,n

|an,n|


3.2 行列の非対角成分
　以下の 2× 2の行列Aに対して, 非対角成分を実数に

変換する．

A =

(
rj,j rj,k

0 rk,k

)
, rj,j , rk,k ∈ R, rj,k ∈ C

この行列に対して, 2つの行列 U ,V を用いる．

U =

(
1 0

0
rj,k
|rj,k|

)
,V =

(
1 0

0
rj,k
|rj,k|

)

行列Aに対して, 左右からU ,V をそれぞれかけることで,

絶対値の大きさを変化させずに実数化できる．

Ã← UAV =

(
rj,j |rj,k|
0 rk,k

)

4. 計算の高精度化・高速化
4.1 複素数の絶対値の高精度計算
　 3.1, 3.2では u ∈ Cに対して次の計算を行っている．

t2 =
u

|u|
, t3 =

u

|u|

この計算をプログラム上でに次のように実装すると, 高精
度な計算を達成出来ない場合がある．
t1 = ABS(u)

t2 = u/t1

t3 = CONJG(t2)

　ABS,CONJGは FORTRANによって実装されている関
数でそれぞれ絶対値と複素共役を計算する．この実装は行
列サイズが大きくなると大きな計算誤差を生んでしまう．
そこで次の式を用いて計算を行う．

u = a+ ib(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)(
a

b

)
=

(
r

0

)
(2)

r =
√

a2 + b2 , cos θ =
a

r
, sin θ =

b

r
u

|u|
= cos θ + i sin θ,

u

|u|
= cos θ − i sin θ

式 (2)は Givens回転の式と完全に一致し, cos θ, sin θによ
り式 (4.1)の実部, 虚部それぞれを求めることが出来る．こ
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の値を高精度に計算可能なルーチンが LAPACKにより提
供されており, 式 (4.1)の計算は, 次のように行う．
t4 = REAL(u)

t5 = AIMAG(u)

CALL SLARTG(ABS(t4) , ABS(t5) , c , s , t1)

c = SIGN(c , t4)

s = SIGN(s , t5)

t2 = CMPLX(c , s)

t3 = CMPLX(c , -s)

REAL, AIMAGは, それぞれ実部、虚部を取り出し, CM-

PLXは 2つの数から複素数を生成している．SLARTGに
より cos θ, sin θの値を計算できる．この実装により高精度
な計算を達成出来る．

4.2 高精度Givens回転
Givens回転では, s1, s2, c1, c2 の値が必要である．この

値は理論的には s2 + c2 = 1を満たす．しかし数値計算で
は丸め誤差等の影響によって, この式を満たさない場合が
ある．そこで ŝ, ĉを補正後の値として, 割線法により値を
修正する．
( 1 ) π

4 ≥ θ ≥ −π
4 すなわち c ≥ 0かつ c ≥ |s|の場合

x0 = 1, x1 = cとして, f(x) = x2 + s2 − 1に対する割
線法

xn+1 =
xn−1 × f(xn)− xn × f(xn−1)

f(xn)− f(xn−1)
(3)

によって x2 = ĉ = 1− s× (s/(1 + c))を得る．
ĉを用いると, ベクトル x, yに対するヤコビ回転行列の
2本のベクトルへの作用 x ← ĉx + sy, y ← −sx + ĉy

は, 次のように修正される．

w =
s

1 + c

x← s× (−w × x+ y) + x

y ← −s× (w × y + x) + y

( 2 ) 3π
4 ≥ θ > π

4 すなわち s > 0かつ s ≥ |c|の場合
x0 = 1, x1 = sとして, f(x) = x2 + c2 − 1に対する割
線法によって式 (3)より x2 = ŝ = 1− c× (c/(1 + s))

を得る．
ŝを用いると, ベクトル x, y に対するヤコビ回転行列
の 2本のベクトルへの作用 x← cx+ ŝy, y ← −ŝx+ cy

は．次のように修正される．

w =
c

1 + s

x← c× (−w × y + x) + y

y ← c× (w × x+ y) + x

( 3 ) 5π
4 > θ > 3π

4 すなわち c < 0かつ |c| > |s|の場合
x0 = −1, x1 = cとして, f(x) = x2+s2−1に対する割

線法によって式 (3)より x2 = ĉ = −1+ s× (s/(1− c))

を得る．
ĉを用いると, ベクトル x, yに対するヤコビ回転行列の
2本のベクトルへの作用 x ← ĉx + sy, y ← −sx + ĉy

は, 次のように修正される．

w =
s

1− c

x← s× (w × x+ y)− x

y ← s× (w × y − x)− y

但し, 両側ヤコビ法による固有値分解・特異値分解に
おいてこの計算が現れることはない．

( 4 ) −π
4 > θ ≥ − 3π

4 すなわち s < 0かつ |s| ≥ |c|の場合
x0 = −1, x1 = sとして, f(x) = x2+c2−1に対する割
線法によって式 (3)より x2 = ŝ = −1+ c× (c/(1− s))

を得る．
ŝを用いると, ベクトル x, y に対するヤコビ回転行列
の 2本のベクトルへの作用 x← cx+ ŝy, y ← −ŝx+ cy

は, 次のように修正される．

w =
c

1− s

x← c× (w × y + x)− y

y ← c× (−w × x+ y) + x

4.3 計算の融合による高速化
3.1, 3.2の実数化を行う計算は, 4.2のヤコビ回転行列の

計算と融合することが出来る．計算を融合することは, メ
モリからCPUへのデータの移動量を減らすことになり, 計
算速度を高速化することができる．

4.4 SIMD型計算の利用
　 SIMD(Single Instruction Multiple Date)型計算は,複
数の同一の演算を一つの命令で行うものである．例えば,

下の 8次元ベクトルの演算を実行する場合, 8つの成分を
同時に処理する．

一つの命令→



d1 ← a1 × b1 + c1

d2 ← a2 × b2 + c2

d3 ← a3 × b3 + c3

d4 ← a4 × b4 + c4

d5 ← a5 × b5 + c5

d6 ← a6 × b6 + c6

d7 ← a7 × b7 + c7

d8 ← a8 × b8 + c8

この演算を使うことで計算を高速化することが可能になる．
しかし, 値が複素数のとき, 以下のような従来の実装法では
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GNUのコンパイラが SIMD型命令を, 機械語列内に生成
することは, 現状ではできていない．
DO I=1,N

U=X(I)

V=Y(I)*T

X(I)=S*(-F*U+V)+U

Y(I)=-S*(F*V+U)+V

ENDDO

そこで, 次のようにソースコードを改良した．
DO I=1,N

UR=REAL(X(I))

UC=AIMAG(X(I))

V=Y(I)*T

VR=REAL(V)

VC=AIMAG(V)

X(I)=CMPLX(S*(-F*UR+VR)+UR,S*(-F*UC+VC)+UC)

Y(I)=CMPLX(-S*(F*VR+UR)+VR,-S*(F*VC+UC)+VC)

ENDDO

この実装法では, 複素数の値であってもコンパイラが SIMD

型命令機械語列内に生成し, 高速な計算が可能になる．

5. 実験結果
　我々が実装した Givens回転を用いた実装を採用した

両側ヤコビ法と Lapack-3.9.1の片側ヤコビ法について比較
実験を行う．数値実験に利用する入力行列は, 全要素が乱
数の上三角行列と全要素が 1 + iの上三角行列である．
実験の結果, 我々の両側ヤコビ法は, 計算速度はどちらの
入力行列とも 1000×1000行列までは Lapackの片側ヤコビ
法よりも高速な計算を達成出来る．すなわち小さい行列に
特化した特異値分解であることが分かる．また 1000×1000

行列よりも大きい行列では片側ヤコビ法よりも計算速度は
遅くなっている．これはキャッシュメモリを使いきってし
まっているからと考えられる．今回の実験環境での計算速
度のターニングポイントとなる行列サイズは 1000である．
すなわちキャッシュメモリの容量により高速な計算が達成
出来る行列サイズが変化するため,よりキャッシュメモリ
の大きい環境を用いることにより大きい行列に対しても高
速化を行える可能性がある．
　計算精度については, すべての行列サイズにおいて片
側ヤコビ法よりも計算精度を向上できている．左右特異ベ
クトルの直交性もすべての行列サイズにおいて片側ヤコビ
法よりも精度を向上できている．このことから Givens回
転による両側ヤコビ法の実装は, 片側ヤコビ法よりも高精
度な計算法といえる．特に左特異ベクトルの直交性は片側
ヤコビ法に比べて格段に向上している．

6. まとめ
本稿では, 複素数行列のための両側ヤコビ法の実装方法
を提案している．提案した実装では, 高精度で計算融合が
可能な Givens 回転を採用してる．実験では, LAPACKに
ある複素数行列のための片側ヤコビ法との比較を行ってい
る．実験の結果, 小規模の複素数行列に対して高速かつ高
精度な SVDの開発に成功している．TR法の行列サイズ
が小規模であることを考慮すると, TR法の実装において
その応用が期待される．さらに, 両側ヤコビ法は, 左得意ベ
クトルの直交性が良好であるため, その点においても, TR

法の改良への応用が期待される．
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