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フラット項書き換えシステムにおける
正規形の一意性に関する性質の決定不能性

佐藤 悠稀1,a) 青戸 等人1,b)

受付日 2020年9月29日,採録日 2021年1月15日

概要：項書き換えシステム（TRS）は等式論理に基づく計算モデルである．TRSの計算による正規形の一意
性を保証する性質として，合流性（CR），可換に関する一意正規形性（UNC），簡約に関する一意正規形性
（UNR），正規形性（NFP）が知られている．これらの 4つの性質は等価でなく，CR⇒NFP⇒UNC⇒UNR
という関係がある．TRSの性質の決定可能性については，従来いろいろな結果が知られており，たとえば
左線形右基底 TRS に対してはこれらの 4 つの性質がすべて決定可能であることが知られている．また，
すべての書き換え規則の高さがたかだか 1である TRSをフラット TRSとよぶ．フラット TRSに対して
は，CRが決定不能（三橋ら，2006），UNCが決定可能（Radcliffeら，2017），UNRが決定不能（Godoy
ら，2009）ということがすでに知られているが，NFPについては決定可能か決定不能かは未解決な問題で
あった．本論文ではフラット TRSに対する NFPが決定不能であることを報告する．具体的には，三橋ら
の CR の決定不能性の証明を拡張し，ポストの対応問題をフラット TRSに対する NFPに帰着すること
で，NFPの決定不能性を証明する．また，同様に三橋らの CRの決定不能性の証明を拡張することによ
り，既存の方法とは異なる方法で UNRの決定不能性を証明する．
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Abstract: Term rewriting systems (TRSs) are a computational model based on equational logic. Some
properties that guarantee the uniqueness of normal forms for computations of TRSs are known: confluence
(CR), uniqueness of normal forms with respect to conversions (UNC), uniqueness of normal forms with
respect to reductions (UNR), and the normal form property (NFP). These four properties are mutually in-
equivalent, and the following relation holds: CR⇒NFP⇒UNC⇒UNR. Various results are known about the
(un)decidability of the properties of TRSs. In particular, it is known that these four properties are decidable
for left-linear and right-ground TRSs. TRSs in which the height of each rewriting rule is at most 1 are called
flat TRSs. For flat TRSs, it is already known that CR is undecidable (Mitsuhashi et al., 2006), UNC is
decidable (Radcliffe et al., 2017) and UNR is undecidable (Godoy et al., 2009); however, it is not known
whether NFP is decidable or undecidable. In this paper, we show that NFP is undecidable for flat TRSs.
To be exact, we extend the proof of the undecidability of CR by Mitsuhashi et al. (2006), and prove the
undecidability of NFP for flat TRSs by reducing the PCP (Post Correspondence Problem) to it. Similarly,
we give a new proof of the undecidability of UNR for flat TRSs by extending the proof of undecidability of
CR by Mitsuhashi et al. (2006).
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1. はじめに

項書き換えシステム（TRS）は等式論理に基づく計算

モデルである．また，これ以上計算できない項を正規形

とよぶ．TRS による計算は非決定的な計算であるため，
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正規形の一意性は TRS にとってとても重要な性質であ

る．TRSの計算による正規形の一意性を保証する性質と

して，合流性（CR），可換に関する一意正規形性（UNC），

簡約に関する一意正規形性（UNR），正規形性（NFP）が

知られており，これらの性質については古くから知られ

ている [9], [10]．また，これらの 4 つの性質は等価でな

く，CR⇒NFP⇒UNC⇒UNR という関係がある [10]．合

流性，UNCについてはいくつかの研究結果が知られてい

る [1], [2]．UNR，NFPについてはあまり研究が行われて

いないが，文献 [5]などの研究がある．

制限のない TRSについてはこれら 4つの性質が決定不

能であるということは知られている．そこで，TRSに制限

をかけていき，CRや UNC，UNR，NFPの決定可能と決

定不能の境界に近づくことが行われてきた．たとえば左線

形右基底 TRSに対してはこれらの 4つの性質がすべて決

定可能であることが知られている [4], [13]．また，すべて

の書き換え規則の高さがたかだか 1である TRSをフラッ

ト TRSとよぶが，フラット TRSに対しては，CRが決定

不能 [11]，UNCが決定可能 [12]，UNRが決定不能 [6]とい

うことがすでに知られている．

NFPについては決定可能か決定不能かは未解決な問題

であった．本論文ではフラット TRSに対するNFPが決定

不能であることを報告する．具体的には，三橋らの CRの

決定不能性の証明を拡張し，ポストの対応問題をフラット

TRSに対する NFPに帰着することで，それを証明する．

また，同様に三橋らの CRの決定不能性の証明を拡張する

ことにより，既存の手法とは異なる方法で UNRの決定不

能性を証明する．これにより合流性の決定不能性の証明と

の差分が少なくなるため，本証明は CRの決定不能性と合

わせて考えると Isabelleなどの対話的定理証明器を使う場

合により少ない労力で両者の形式的証明が書けるという利

点がある．

本論文の構成について説明する．2 章では，本論文で用

いる基本的な概念について述べる．3 章では，文献 [11]で

用いられている記法や TRS，命題などを紹介する．4 章で

は，フラット TRSの UNRが決定不能であることを述べ，

5 章ではフラット TRSの NFPが決定不能であることを述

べる．6 章では関連研究について報告する．7 章は本論文

のまとめである．

2. 準備

項書き換えシステムについては文献 [2]，オートマトン

については文献 [14]の記法を用いる．関数記号全体の集合

を F，変数全体の集合を V とする．関数記号は，それぞ
れ，引数の個数が決まっているものとする．この数をアリ

ティという．また，F と V からなる項の集合をT(F ,V)と

表す．また，項 tに現れる関数記号の集合を F(t)，項 tの

根記号を root(t)と書く．項 tの深さ height(t)を次のよう

に定義する：tが変数または定数のとき height(t) = 0，t =

f(t1, . . . , tn)のとき 1 + max{height(t1), . . . ,height(tn)}．
関数 σ : V → T(F ,V) で，集合 {x | σ(x) �= x}
が有限であるものを代入とよぶ．代入 σ の準同型拡

張とは，次のように定義される関数 σ̂ : T(F ,V) →
T(F ,V) をいう：t ∈ V のときσ̂(t) = σ(t)，t =

f(t1, . . . , tn)のとき f(σ̂(t1), . . . , σ̂(tn))．

代入 σとその準同型拡張 σ̂を同一視して，σ̂と書くべき

ときも σを用いる．また，以下では σ(t)の代わりに tσと

いう表記を用いることもある．

空列を εと書く．項の位置を正整数の列で表す．また，

項 tの位置の集合を Pos(t)と書く．項 tの位置 pにおける

部分項を t|p と書く．ホールとよばれる特別な定数 �を 1

つだけ持つものを文脈とよぶ．文脈 C[ ]のホールの位置が

pであることを明示したいときは C[ ]p と書く．項 tの位

置 pをホールに置き換えて得られる文脈を t[ ]p，項 tの位

置 pを項 uに置き換えて得られる項を t[u]p と書く．

2つの項 l，rが，l /∈ V，V(r) ⊆ V(l)を満たすとき，l→ r

を書き換え規則とよぶ．書き換え規則の有限集合を項書き

換えシステム（TRS）とよぶ．

書き換え規則 l→ rがフラットであるとは，height(l) ≤ 1

かつ height(r) ≤ 1を満たすときにいう．TRS Rに含まれ
るすべての書き換え規則がフラットであるとき，Rはフ
ラットであるという．

ある書き換え規則 l→ r ∈ R，代入 σ，文脈 C[ ]pに対し

て，s = C[lσ]pかつ t = C[rσ]pとなるとき，s −→
R

tと書き，

書き換えステップとよぶ．書き換えステップの p, l → r, σ

を明示したいとき，s
p,l→r,σ−−−−−→

R
tや s

p−→
R

tなどと書くこと

もある．また，根位置以外での書き換えであることを明示

したいときには >ε−−→と書く．→の対称閉包を↔，→の反
射閉包を =→，→の反射推移閉包を ∗→と表す．すなわち，
↔は両方向の書き換え， =→は 0または 1ステップの書き

換え， ∗→は 0ステップ以上の書き換えである．

s −→
R

tとなるような tが存在しないとき，項 sを正規形と

よぶ．−→
R
に対する正規形の集合を ↓Rと記す．s

∗−→
R

t ∈ ↓R
となるとき，項 tを項 sの正規形とよぶ．また，−→

R
に対す

る項 tの正規形の集合を t↓R と書く．
s

∗−→
R

tとなる書き換え列が存在するとき，R上で sから

tへ到達可能であるという．

TRS R が合流性（confluence）を持つとは， ∗←−
R
◦ ∗−→

R
⊆ ∗−→

R
◦ ∗←−

R
が成立するときをいう．s

∗↔
R

tを満たす任意

の正規形 s，tに対して s = tが成り立つとき，TRS Rは
可換に関する一意正規形性（UNC）を持つという．また，

t
∗←
R

s
∗→
R

uを満たす任意の項 s，任意の正規形 t，uに対し

て，つねに t = uが成り立つとき，TRS Rは簡約に関する
一意正規形性（UNR）を持つという．TRS Rが正規形性
（NFP）を持つとは，s

∗↔
R′

t ∈ ↓Rを満たす任意の項 s，tに
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図 1 CR，NFP，UNC，UNR の差

Fig. 1 Differences of CR, NFP, UNC and UNR.

対して，s
∗−→
R

tが成り立つときにいう．CR，UNC，UNR，

NFPはいずれも TRSの計算による正規形の一意性を保証

する性質である．

CR，UNC，UNR，NFPには，CR⇒ NFP⇒ UNC⇒
UNRという関係がある [10]．また，TRS Rが合流性を持
つことをCR(R)と表し，合流性を持たないことを¬CR(R)

と表すこともある．UNC，UNR，NFPについても同様の

記法を用いる．図 1 に CR，UNC，UNR，NFPの 4つの

性質の違いを表す例を示す．

ある問題に対して YES/NOで答えることのできるプロ

グラムが存在するときその問題は決定可能，YES/NOで答

えることのできるプログラムが存在しないときその問題は

決定不能であるという．Σを文字の集合，Σ+ を文字列の

集合とする．{〈ui, vi〉 ∈ Σ+ × Σ+ | 1 ≤ i ≤ k}に対して，
ui1 · · ·uin

= vi1 · · · vin
となる列 i1 · · · in が存在するかとい

う問題のことをポストの対応問題（PCP）という．PCPは

決定不能であることが知られている．

例 1. 〈u1, v1〉 = 〈aab, aa〉, 〈u2, v2〉 = 〈ba, bb〉, 〈u3, v3〉 =

〈a, aba〉 とする．P = {〈u1, v1〉, 〈u2, v2〉, 〈u3, v3〉} を PCP

のインスタンスとする．u1u2u1u3 = aabbaaaba =

v1v2v1v3 となるので，列 1213は PCP P の解である．

有限オートマトンは 5 つ組 (Q,Σ, δ, F, s) である．こ

こで，Q は状態の有限集合，Σ は入力文字の有限集合，

δ : Q × Σ → Qは遷移関数，F ⊆ Qは受理状態の有限集

合，s ∈ Qは開始状態である．有限オートマトンM が受

理するすべての文字列の集合を L(M)と表す．

3. フラットTRSの到達可能性の決定不能性

フラット TRSの到達可能性の決定不能性は文献 [11]に

よってすでに証明されている．この後の章のフラットTRS

の UNR，NFPの決定不能性の証明は，文献 [11]の証明を

拡張して行っている．この章では文献 [11]で用いられてい

る記法や TRS，補題などを紹介する．

3.1 PCPの符号化

P = {〈ui, vi〉 ∈ Σ+ × Σ+ | 1 ≤ i ≤ k} を PCP の

インスタンスとする．文字列 u の長さを |u| と表し，
lP = max1≤i≤k(|ui|, |vi|)とする．

PCP P に解があるかどうかを TRS で判定することを

考える．しかし，P の要素である 〈ui, vi〉 は文字列の対
であり，このままでは TRS で扱うことが難しい．そこ

で，⊗ という新たなオペレータを用いて文字列の対を新
たな文字の列に変換する．具体的には新しい記号として

Δ = {1, · · · , lP } × (Σ ∪ { })2 を用いる．変換の方法とし
ては，ui, vi の 1文字目から順に対にしていく．また，対

にしていく際には 1文字目から順に 1, . . . , lP というイン

デックスをつけていき，長さ lP の 3つ組の列を生成する．

文字列の長さが lP よりも短い場合には対にする文字が存

在しないので， という記号を使って対を作ることとする．

⊗ : Σ+ × Σ+ → Δ+ の正式な定義を次に記す：

a1 · · · an⊗a′
1 · · · a′

m = 〈1, a1, a
′
1〉 · · · 〈lP , alP , a′

lP
〉．ここで，

a1, . . . , an, a′
1, . . . , a

′
m ∈ Σ，任意の i ∈ {n + 1, . . . , lP }に

対して ai = ，任意の j ∈ {m + 1, . . . , lP }に対して a′
j =

である．

例 2. lP = 4 とする．このとき，ab ⊗ bba =

〈1, a, b〉〈2, b, b〉〈3, , a〉〈4, , 〉．ここで，Δの要素が 1つの

記号として用いられていることに注意する．

L(A) = {ui ⊗ vi | 〈ui, vi〉 ∈ P}+ となるような，有限
オートマトン A = (QA, Δ, δA, FA, qA)を考える．このと

き，以下が成り立つことに注意する．

d0 · · · dm ∈ L(A)

⇔ある i1, . . . , il(1 ≤ ij ≤ k)が存在して，d0 · · · dm =

(ui1 ⊗ vi1) · · · (uil
⊗ vil

)

以下でこの有限オートマトンを用いて書き換え規則を定

義する．書き換え規則のシグニチャはアリティ 1の d ∈ Δ

と定数の q ∈ QA，定数の eである．記号列 d0 · · · dn ∈ Δ+

を書き換え規則で扱うために，d0(· · · (dn(e)) · · · )という項
で符号化する．また遷移関数 δ(qi, d) = qj を書き換え規則

qi → d(qj)で表す．

TA = {q → d(q′) | q′ ∈ δA(q, d)} ∪ {q → e | q ∈ FA}

とおく．このとき以下が成り立つ．

d0 · · · dm ∈ L(A)

⇔ qA
∗−−→

TA

d0(d1(· · · (dm(e)) · · · ))
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3.2 PCPの解の判定

こ れ ま で の 符 号 化 に 基 づ く と ，qA
∗−−→

TA

〈i0, a0, b0〉(· · · 〈iN , aN , bN 〉(e) · · · ) と な っ た と き に ，
左側の成分 a0 · · · aN と右側の成分 b0 · · · bN が一致してい

れば，PCP P に解が存在するということになる．ただし，

a0 · · · aN と b0 · · · bN が一致しているか判定するときには，

を飛ばす必要がある．この判定を実現するための書き換

え規則を用意していく．

まず，左側の成分を抜き出すための書き換え規則は以下

のように定義できる．

Π1 = {〈n, a, a′〉(x)→ a(x)

| n ∈ {1, . . . , lP }, a ∈ Σ, a′ ∈ Σ ∪ { }}

Π3 = {〈n, , a′〉(x)→ x

| n ∈ {2, . . . , lP }, a′ ∈ Σ ∪ { }}

Π1, Π3 に関して次が成り立つ．

〈i0, a0, b0〉(· · · 〈iN , aN , bN 〉(e) · · · )
∗−−−−−→

Π1∪Π3
ai1(· · · ain

(e) · · · )

⇔ del(a0 · · · aN ) = ai1 · · · ain

ここで，del(w)を文字列 wの を消したものである．

同様にして右側の成分を抜き出すための書き換え規則は

次のように定義できる．

Π2 = {〈n, a, a′〉(x)→ a′(x)

| n ∈ {1, . . . , lP }, a ∈ Σ ∪ { }, a′ ∈ Σ}

Π4 = {〈n, a, 〉(x)→ x

| n ∈ {2, . . . , lP }, a ∈ Σ ∪ { }}

Π1, Π3 のときと同様に，Π2, Π4 に関して次が成り立つ．

〈i0, a0, b0〉(· · · 〈iN , aN , bN 〉(e) · · · )
∗−−−−−→

Π2∪Π4
bi1(· · · bin

(e) · · · )

⇔ del(b0 · · · bN ) = bi1 · · · bin

以上をまとめると，以下が成り立つことになる．

P の解が存在

⇔ qA
∗−−→

TA

s
∗−−−−−→

Π1∪Π3
t, qA

∗−−→
TA

s
∗−−−−−→

Π2∪Π4
t

となる t ∈ T(Σ ∪ {e})が存在

次に，t ∈ T(Σ∪{e})を判定する必要があるため，これも有
限オートマトンを用いて実現する．このためにL(B) = Σ+

となるような有限オートマトン B = (QB , Σ, δB , FB , qB)

を考える．そして書き換え規則の集合 TB を以下のように

定義する．なお，有限オートマトン Aのときと同様，書

き換え規則のシグニチャは，アリティ 1の a ∈ Σ，定数の

q ∈ QB，定数の eである．

TB = {q → a(q′) | q′ ∈ δB(q, a)} ∪ {q → e | q ∈ FB}

こ の と き ，a0 · · · an ∈ L(B) ⇔ qB
∗−−→

TB

a0(a1(· · · (an(e)) · · · ))が成り立つ．

3.3 色付けの導入

以上で PCPを扱う準備はほぼ整ったが，実際に到達可

能性を PCPに帰着させるためには更に工夫が必要となる．

これが文献 [11]で導入された「色付け」というアイディア

である．これは TA，TB，Π1，Π2，Π3，Π4といった TRS

の規則が干渉し合わないようにするための工夫である．

ΣとΔの関数記号にそれぞれ 13色 0, . . . , 12の色をつけ

る．だだし，色付けした関数記号をすべては使わず，一部

の色付けされた関数記号だけを使う．

i色の関数記号 aを a(i) と記す．次のようにすべての Σ

とΔの関数記号に色をつける．ここで，0 ≤ i ≤ 12である．

Σ(i) = {a(i) | a ∈ Σ}

Δ(i) = {d(i) | d ∈ Δ}

まず，色を変更する書き換え規則を以下に定義する．

S(i,j) =
{
a(i)(x)→ a(j)(x) | a ∈ Σ

}
P (i,j) =

{
d(i)(x)→ d(j)(x) | d ∈ Δ

}
次に，書き換え規則 TA, TB , Π1, Π3, Π2, Π4 に対し

ても色付け版を定義する．

T
(i,j)
A =

{
q(i) → d(j)(q′(i)) | q′ ∈ δA(q, d)

}
∪
{
q(i) → e | q ∈ FA

}
T

(i,j)
B =

{
q(i) → a(j)(q′(i)) | q′ ∈ δB(q, a)

}
∪
{
q(i) → e | q ∈ FB

}
Π

(i,j)
1 = {〈n, a, a′〉(i)(x)→ a(j)(x)

| n ∈ {1, . . . , lp}, a ∈ Σ, a′ ∈ Σ ∪ { }}

Π
(i,j)
3 = {〈n, , a′〉(i)(x)→ x

| n ∈ {2, . . . , lp}, a′ ∈ Σ ∪ { }}

Π
(i,j)
2 = {〈n, a, a′〉(i)(x)→ a′(j)(x)

| n ∈ {1, . . . , lp}, a ∈ Σ ∪ { }, a′ ∈ Σ}

Π
(i,j)
4 = {〈n, a, 〉(i)(x)→ x

| n ∈ {2, . . . , lp}, a ∈ Σ ∪ { }}

次に，実現したい色替えの様子を以下に示す．

(1) 6�
TA

3�
P

0

(2) 7�
TA

3 �
Π1,Π3

1

(3) 8�
TA

4 �
Π2, Π4

2

(4) 9�
TA

4�
P

0
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図 2 0
∗−−→
R1

1 の書き換えの概略図

Fig. 2 Overview of the reduction 0
∗−−→
R1

1.

(5) 10 �
TB

5�
S

1

(6) 11 �
TB

5�
S

2

(7) 12�
TA

0

これらを実現するため，それぞれの場合に対して以下の

ような関数記号上の項書き換え規則を使用する．

(1) Q
(6)
A ∪Δ(3) ∪Δ(0)上の T

(6,3)
A ∪ P (3,0)

(2) Q
(7)
A ∪Δ(3) ∪ Σ(1)上の T

(7,3)
A ∪Π

(3,1)
1 ∪Π

(3,1)
3

(3) Q
(8)
A ∪Δ(4) ∪ Σ(2)上の T

(8,4)
A ∪Π

(4,2)
2 ∪Π

(4,2)
4

(4) Q
(9)
A ∪Δ(4) ∪Δ(0)上の T

(9,4)
A ∪ P (4,0)

(5) Q
(10)
B ∪ Σ(5) ∪ Σ(1)上の T

(10,5)
B ∪ S(5,1)

(6) Q
(11)
B ∪ Σ(5) ∪ Σ(2)上の T

(11,5)
B ∪ S(5,2)

(7) Q
(12)
A ∪Δ(0)上の T

(12,0)
A

このとき，必要になる関数記号は，eに加えて，

Θ012 = Δ(0) ∪ Σ(1) ∪ Σ(2)

Θ345 = Δ(3) ∪Δ(4) ∪ Σ(5)

Q = Q
(6)
A ∪Q

(7)
A ∪Q

(8)
A ∪Q

(9)
A ∪Q

(10)
B ∪Q

(11)
B ∪Q

(12)
A

である．最後に，用いる書き換え規則を全部まとめると，

R0 = T
(6,3)
A ∪ T

(7,3)
A ∪ T

(8,4)
A ∪ T

(9,4)
A ∪ T

(10,5)
B ∪ T

(11,5)
B

∪ P (3,0) ∪Π
(3,1)
1 ∪Π

(4,2)
2 ∪Π

(3,1)
3 ∪Π

(4,2)
4

∪ P (4,0) ∪ S(5,1) ∪ S(5,2) ∪ T
(12,0)
A

となる．

3.4 到達可能性による PCPの符号化

最後に，これまでの準備に基づいて PCPを到達可能性

への符号化に用いる TRSを用意する．シグニチャとして，

定数の 0, 1，アリティ 6の f，アリティ 7の gを追加する．

そして以下のように TRS R1 を定義する．

図 3 f と g の引数の役割

Fig. 3 Roles of each argument of f and g.

R1 = R0 ∪

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

0→ f(q(6)
A , q

(7)
A , q

(8)
A , q

(9)
A , q

(10)
B , q

(11)
B )

f(x3, x3, x4, x4, x5, x5)

→ g(x3, x3, x4, x4, x5, x5, q
(12)
A )

g(x0, x1, x2, x0, x1, x2, x0)→ 1

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

このとき，PCP P が解を持つことと 0 ∗−−→
R1

1 なる

書き換えが存在することは同値となる．これを見る

ために，0 ∗−−→
R1

1 の書き換えがどのように PCP P を

符号化しているかを説明する．まず，0 ∗−−→
R1

1 となる

ためには 0 −−→
R1

f(q(6)
A , q

(7)
A , q

(8)
A , q

(9)
A , q

(10)
B , q

(11)
B ) ∗−−→

R1

g(t0, t1, t2, t0, t1, t2, t0) −−→
R1

1 と な る 必 要 が あ

る ．さ ら に ，f(q(6)
A , q

(7)
A , q

(8)
A , q

(9)
A , q

(10)
B , q

(11)
B ) ∗−−→

R1

g(t0, t1, t2, t0, t1, t2, t0) の部分を見てみると，根記号が f

から gに代わる書き換えステップが必ず含まれるはずであ

る．ここで，色情報を加味すると，0 ∗−−→
R1

1の書き換えの

概略図は図 2 のようになることが分かる．

次に，この書き換えの存在が PCP P が解をどのように

チェックしているのかをまとめたものが図 3 である．以

下，f/nで f の第 n引数を表す．g/nも同様である．

PCP P の解は，sと tの両方となっており，sと tの等

価性が g/1，g/4，g/7で判断されている．s ∈ Δ+ である

ことを判断するのが f/1，f/2である．また，t ∈ Δ+であ

ることは f/3，f/4で判断している．sからは解の左側の

成分 sL ∈ Σ+ が，tからは解の右側の成分 tR ∈ Σ+ が抜

き出されている．これらを抜き出す操作を実行しているの

が，それぞれ，g/2と g/3の部分である．また，sL ∈ Σ+
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の判定は f/5で，tR ∈ Σ+ の判定は f/6で行われている．

最後に，sL と tR の等価性の判定をする必要があるが，こ

れが行われているのが g/5，g/6の部分である．

命題 3 （文献 [11]）. 0 ∗−−→
R1

1⇔ PCP P が解を持つ

以下，本論文では，命題 3 を利用して，フラット TRS

に対する UNRおよび NFPの決定不能性の証明を与える．

4. フラットTRSのUNRの決定不能性

本章ではフラット TRSの UNRが決定不能であること

を示す．

1′ を新たな定数とする．R1 に書き換え規則を追加した

R3，Rをそれぞれ以下のように定義する．

R3 = R1 ∪ {0→ 1′}

R = R3 ∪
{
d(0)(x)→ d(0)(x) | d ∈ Δ

}
∪
{

a(1)(x)→ a(1)(x)

a(2)(x)→ a(2)(x)

∣∣∣∣∣ a ∈ Σ

}

∪

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

e→ e

f(x1, x2, x3, x4, x5, x6)

→ f(x1, x2, x3, x4, x5, x6)

g(x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7)

→ g(x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

0→ 1′ は 0を正規形 1′ に書き換えるための規則である．

これにより 0 ∗−→
R

1が成り立つとき 0は異なる 2つの正規

形 1，1′ を持つことになる．その他の追加規則はループす

るだけの書き換え規則であるが，これは正規形を 1と 1′の

みにするために追加した規則である．

本章の主定理を示す．

定理 4. フラット TRSの UNRは決定不能である．

命題 3より，0 ∗−−→
R1

1が存在することとRが UNRでない

ことが同値であることをいえれば，この定理が成り立つ．

以下の小節では，この同値性を次の 2 ステップに分けて

示す．

0 ∗−−→
R1

1⇐⇒
(1)

0 ∗−→
R

1⇐⇒
(2)
Rが UNRでない

4.1 ステップ（1）：0
∗−−→

R1

1と 0
∗−→
R

1の同値性

0 ∗−−→
R1

1 ⇔ 0 ∗−−→
R3

1 ⇔ 0 ∗−→
R

1を示す．

ϕ(t)を項 tに現れるすべての 1′を 0に置き換えた項とす

る．文脈 C についても同様に ϕ(C)を定める．また，代入

σに対して，ϕ(σ) = {s := ϕ(t) | s := t ∈ σ}とする．
補題 5. 任意の項 s，tに対して，s −−→

R3
t⇒ ϕ(s) =−−→

R1
ϕ(t)．

（証明）. s −−→
R3

tとなる項 s，tを任意にとり固定する．

( 1 ) s −−→
R1

tのとき．

s = C[lσ]，t = C[rσ]を満たす l → r ∈ R1，文脈 C，

代入 σ が存在する．1′ /∈ F(l) よりϕ(l) = l なので，

この C に対して，ϕ(s) = ϕ(C[lσ]) = ϕ(C)[ϕ(lσ)] =

ϕ(C)[ϕ(l)ϕ(σ)] = ϕ(C)[lϕ(σ)] となる．1′ /∈ F(r) よ

り同様にして，ϕ(t) = ϕ(C)[rϕ(σ)]となる．よって，

ϕ(s) = ϕ(C)[lϕ(σ)]
p,l→r,ϕ(σ)−−−−−−−→

R1
ϕ(C)[rϕ(σ)] = ϕ(t)

( 2 ) s −−−−−→
{0→1′}

tのとき．

s = C[0], t = C[1′]を満たす文脈 C が存在して，この

C に対して，ϕ(s) = ϕ(C)[0]，ϕ(t) = ϕ(C)[0]が成り

立つ．

よって ( 1 )，( 2 )より，ϕ(s) =−−→
R1

ϕ(t)が成立する．

系 6. 任意の項 s，tに対して，s
∗−−→
R3

t⇒ ϕ(s) ∗−−→
R1

ϕ(t)．

系 7. 0 ∗−−→
R1

1⇔ 0 ∗−−→
R3

1．

（証明）. （⇒）R1 ⊆ R3 より自明．（⇐）系 6 より，

0 ∗−−→
R3

1⇒ ϕ(0) ∗−−→
R1

ϕ(1)⇒ 0 ∗−−→
R1

1

次に 0 ∗−−→
R3

1 ⇔ 0 ∗−→
R

1 を示す．R は R3 にいくつか

のループする書き換え規則を付け加えたものであるため，

0 ∗−−→
R3

1 ⇔ 0 ∗−→
R

1を示すことは難しくない．

補題 8. 任意の項 s，tに対して，s
∗−−→
R3

t⇔ s
∗−→
R

t．

（証明）. （⇒）R3 ⊆ Rより自明．（⇐）まず，s′ −→
R

t′ ⇒
s′ =−−→

R3
t′ を示す．s′ −→

R
t′ とする．

( 1 ) s′ −−→
R3

t′ のときは明らかに成立．

( 2 ) s′
l→r,σ−−−−→
R\R3

t′のとき．s′ = C[lσ]，t′ = C[rσ]となる文脈

C が存在する．また，このとき l = rなので，s′ = t′．

よって s′ =−−→
R3

t′となる．以上より，s
∗−→
R

t⇒ s
∗−−→
R3

tが成

り立つ．

系 9. 0 ∗−−→
R1

1⇔ 0 ∗−→
R

1．

（証明）. 系 7，補題 8 より，0 ∗−−→
R1

1⇔ 0 ∗−−→
R3

1⇔ 0 ∗−→
R

1

となり成立．

4.2 ステップ（2）：0
∗−→
R

1と ¬UNR(R)の同値性

次に，0 ∗−→
R

1⇔ Rが UNRでない，を示す．（⇒）につ
いては，1，1′ がいずれも 0の正規形になっていることか

ら容易に示すことができる．（⇐）は，Rが UNRでない

と仮定したときに，0 ∗−→
R

1でないとすると矛盾が生じる

ことを用いて証明する．また，Rが UNRでないというこ

とは，s ∈ T (V,F)，t，u ∈ V ∪ {1, 1′}で t �= u，s
∗−→
R

t，

s
∗−→
R

uとなるものが存在するということと同値なので，こ

れを満たすサイズ最小の sの存在を仮定して矛盾を示す．

以下の補題は sがある形をしている場合には sとしてより

小さい項が存在することを示している．

補題 10. d ∈ Θ012 ∪ Θ345，t ∈ {1, 1′} ∪ V とすると，
d(s) ∗−→

R
t⇒ s

∗−→
R

tが成立する．

（証明）. d(s) ∗−→
R

t, d ∈ Θ012 ∪ Θ345，t ∈ {1, 1′} ∪ V とす
る．書き換え規則より以下が成り立つ：

d(u) >ε−−→
R

d(u′)⇒ u −→
R

u′
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d(u) ε−−−−−−−−−→
Π

(3,1)
3 ∪Π

(4,2)
4

u′ ⇒ u = u′

d(u) ε−−−−−−−−−−−−→
R\(Π(3,1)

3 ∪Π
(4,2)
4 )

v ⇒ v = d′(u)となる

d′ ∈ Θ012 ∪Θ345が存在

ここで，d ∈ Θ012 ∪ Θ345 より，d(u)に対して TA，TB の

各規則による根位置での書き換えをすることはできないこ

とに注意する．また，書き換え列 d(s) ∗−→
R

tの中で，少な

くとも 1回は ε−−−−−−−−−→
Π

(3,1)
3 ∪Π

(4,2)
4

による書き換えが行われてい

るので，

d(s)

(
>ε−−→
R
∪ ε−−−−−−−−−−−−→

R\(Π(3,1)
3 ∪Π

(4,2)
4 )

)∗

d′(s′)

ε−−−−−−−−−→
Π

(3,1)
3 ∪Π

(4,2)
4

s′′ ∗−→
R

t

となる．よって，s
∗−→
R

s′ = s′′ ∗−→
R

t となるので成立す

る．

補題 11. 0 ∗−→
R

1⇔ Rが UNRでない

（証明）. （⇒）0 ∗−→
R

1とする．0 −→
R

1′ であり 1，1′ ∈ ↓R
なので，Rは UNRでない．

（⇐）Rは UNRでないとする．0 ∗−→
R

1が成立しないと仮

定する．

↓R= V ∪ {1, 1′}であるので，ある s ∈ T (V,F)で，

∃t, u ∈ V ∪ {1, 1′}. t �= u, s
∗−→
R

t, s
∗−→
R

u · · · (α)

を満たすものが存在する．これを満たすサイズ最小の sを

とり固定する．

( 1 ) s = 0のとき．s
∗−→
R

s′ とする．0 ∗−→
R

1は成立しない

ので書き換え規則より，root(s′) ∈ {0, f, g, 1′}となる．
よって，s

∗−→
R

s′ ∈ V ∪ {1, 1′}とすると s′ = 1′ となる

ので (α)に矛盾．

( 2 ) s = eのとき．s
∗−→
R

s′ ⇒ s′ = eとなるので，(α)に

矛盾．

( 3 ) root(s) ∈ {f, g}のとき．s
∗−→
R

s′ とする．書き換え規

則より，root(s′) ∈ {f, g, 1}となるので ( 1 )のときと

同様に (α)に矛盾．

( 4 ) s = d(s′)，d ∈ Θ012 ∪ Θ345 のとき．s
∗−→
R

t, s
∗−→
R

u

とすると補題 10 より，s′ ∗−→
R

tかつ s′ ∗−→
R

uとなる．

よって，sの最小性に矛盾．

( 5 ) s ∈ Q のとき．s
∗−→
R

s′ とする．書き換え規則より，

F(s′) ⊆ Q∪Θ012 ∪Θ345 ∪{e}となるので (α)に矛盾．

( 6 ) s = 1, 1′ または s ∈ V のとき．s ∈ ↓R より (α) に

矛盾．

よって，(α)を満たす最小の sは存在しない．よって 0 ∗−→
R

1

が成立する．

5. フラットTRSのNFPの決定不能性

本章ではフラット TRSのNFPが決定不能であることを

示す．

5.1 準備

フラット TRSの NFPが決定不能であることの証明は，

文献 [11]のフラット TRSの合流性が決定不能であること

の証明に変更を加えて行う．これには，3 章で紹介した準

備に加えて，文献 [11] の証明で用いられた，いくつかの

TRSや命題がさらに必要となる．このため，本節ではそれ

らを紹介する．

関数 φ：T(F ,V)→ T(F ,V)が与えられたとして，それ

を次のように TRSにも拡張する：φ(R) = {φ(α)→ φ(β) |
α→ β ∈ R} \ {t→ t | t ∈ T}．
命題 12 （文献 [11]）. 任意の TRS Rについて，Rが合流
性を持つことと ( 1 )–( 4 )の条件をすべて満たす φ : T→ T

が存在することは同値である．

( 1 ) s −→
R

t⇒ φ(s) ∗−−−→
φ(R)

φ(t)

( 2 ) −−−→
φ(R)

⊆ ∗−→
R

( 3 ) t
∗−→
R

φ(t)

( 4 ) φ(R)が合流性を持つ．

次に R1 にいくつかの書き換え規則を追加することに

よって得られる，R2 を定義する．追加する書き換え規則

は，0 ∗−→
R

1が成立するときに d ∈ Θ012 を消去するための

書き換え規則と，eを 0に書き換える規則である．これを

実現するために新たな関数記号 Θ012
2 = {d2 | d ∈ Θ012}を

用意する．ここで，d2 のアリティは 2である．

R2 =R1 ∪ {e→ 0} ∪
{

d(x)→ d2(0, x)

d2(1, x)→ x

∣∣∣∣∣ d ∈ Θ012

}

0から 1への書き換えについて次の命題が成り立つ．

命題 13 （文献 [11]）. 0 ∗−−→
R1

1⇔ 0 ∗−−→
R2

1

関数記号だけからなる項のことを基底項とよぶ．G2 を

Θ012 ∪Θ345 ∪Θ012
2 ∪Q∪ {f, g, e, 0, 1}上の項の集合，つま

りすべての基底項の集合と定義する．

命題 14 （文献 [11]）. 0 ∗−−→
R2

1 が成り立つとき，任意の

t ∈ G2 に対して t
∗−−→
R2

1が成立する．

次に，φ(t)を項 tのすべての極大な基底部分項を 1に置

き換える関数とする．このとき，

φ(R0) = P (3,0) ∪Π
(3,1)
1 ∪Π

(3,1)
3 ∪Π

(4,2)
2 ∪Π

(4,2)
4

∪ P (4,0) ∪ S(5,1) ∪ S(5,2)

φ(R1) = φ(R0) ∪

⎧⎪⎨
⎪⎩

f(x3, x3, x4, x4, x5, x5)

→ g(x3, x3, x4, x4, x5, x5)

g(x0, x1, x2, x0, x1, x2, x0)→ 1

⎫⎪⎬
⎪⎭

φ(R2) = φ(R1) ∪
{

d(x)→ d2(1, x)

d2(1, x)→ x

∣∣∣∣∣ d ∈ Θ012

}

となる．

命題 15（文献 [11]）. 任意の h ∈ Θ012∪Θ345∪{f, g}∪Θ012
2

に対して，h(1, . . . , 1) ∗−−−−→
φ(R2)

1が成り立つ．

命題 14，命題 15 より，次の命題が得られる．
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命題 16 （文献 [11]）. 0 ∗−−→
R2

1が成り立つとき，以下が成

立する．

( 1 ) s −−→
R2

t⇒ φ(s) ∗−−−−→
φ(R2)

φ(t)

( 2 ) −−−−→
φ(R2)

⊆ ∗−−→
R2

( 3 ) t
∗−−→
R2

φ(t)

( 4 ) φ(R2)が合流性を持つ．

なお，文献 [11]では，命題 16 を利用して，R2 が合流

性を持つことが，0 ∗−−→
R2

1と同値であり，したがって，命

題 3，13より，PCP P が解を持つこととも同値になるこ

と（したがって，フラット TRSの合流性が決定不能であ

ること）を示している．

次の節ではこれらの命題と命題 3 を利用してフラット

TRSの NFPの決定不能性を示す．

5.2 フラット TRSのNFPの決定不能性

フラット TRSの NFPの決定不能性を証明するために，

R2 に 2つの書き換え規則を追加することによって R′ を

定義する．また，新たなシグニチャとして定数の 0′を追加

する．

R′ = R2 ∪
{

0′ → 0

0′ → 1

}

補題 17. 0 ∗−−→
R2

1⇔ 0 ∗−−→
R′

1

（証明）. （⇒）R2 ⊆ R′ より成立．（⇐）0 ∗−−→
R′

1が成立す

ると仮定する．R′ の書き換え規則の右辺に 0′ が現れるも

のは存在しない．よって，0 ∗−−→
R′

1の書き換えの中に 0′ と

いう関数記号は現れないのでR′ \ R2 = {0′ → 0, 0′ → 1}
に含まれる書き換え規則が使われることはない．よって

0 ∗−−→
R2

1が成立する．

以下で 0 ∗−−→
R′

1が成り立つならば R′ が合流性を持つこ

とを示す．証明の流れは前節で紹介した文献 [11]の証明と

同様である．

G′をΘ012 ∪Θ345 ∪Θ012
2 ∪Q∪ {f, g, e, 0, 1, 0′}上の項の

集合とする．G′ はすべての基底項の集合である．

補題 18. 0 ∗−−→
R′

1が成り立つとき，任意の t ∈ G′に対して

t
∗−−→
R′

1が成立する．

（証明）. 0 ∗−−→
R′

1 が成り立つと仮定する．補題 17 より，

0 ∗−−→
R2

1が成り立つ．よって命題 14 より，任意の s ∈ G′

に対して s
∗−−→
R2

1が成立する．

任意の t ∈ G′ をとり固定する．t
∗−−−−−→

{0′→1}
t′ ∈ G2 とな

る t′ が存在する．t′ ∗−−→
R2

1 となるので t
∗−−→
R′

1 が成立す

る．

次に φ(R′) について考える．φ(0′) → φ(0) = 1 →
1, φ(0′)→ φ(1) = 1→ 1より，φ(R′) = φ(R2)となる．

補題 19. 任意の h ∈ Θ012 ∪ Θ345 ∪ {f, g} ∪ Θ012
2 に対し

て，h(1, . . . , 1) ∗−−−−→
φ(R′)

1が成り立つ．

（証明）. 命題 15 より，任意の h ∈ Θ012 ∪Θ345 ∪ {f, g} ∪
Θ012

2 に対して，h(1, . . . , 1) ∗−−−−→
φ(R2)

1が成り立つ．φ(R2) =

φ(R′)となるので成立する．

補題 20. 0 ∗−−→
R′

1が成り立つとき，以下が成立する．

( 1 ) s −−→
R′

t⇒ φ(s) ∗−−−−→
φ(R′)

φ(t)

( 2 ) −−−−→
φ(R′)

⊆ ∗−−→
R′

( 3 ) t
∗−−→
R′

φ(t)

( 4 ) φ(R′)が合流性を持つ．

（証明）. 0 ∗−−→
R′

1 が成り立つと仮定する．補題 17 より，

0 ∗−−→
R2

1 が成り立つ．よって命題 16 の ( 1 )–( 4 ) が成立

する．

( 1 ) s −−→
R2

tのとき．命題 16 ( 1 )より明らか．

s −−−−−−−−→
{0′→0,0′→1}

tのとき．s|p = 0′, t = s[b]p(b ∈ {0, 1})

となる pが存在する．s, tの極大基底項の位置は変わ

らないので，φ(s) = φ(t)となる．

( 2 ) 命題 16 ( 2 )より，

−−−−→
φ(R′)

= −−−−→
φ(R2)

⊆ ∗−−→
R2
⊆ ∗−−→

R′

となるので成立．

( 3 ) 補題 18 より成立．

( 4 ) 命題 16 ( 4 )より φ(R′) = φ(R2)が合流性を持つので

成立．

補題 21. 0 ∗−−→
R′

1⇒ R′ が合流性を持つ．

（証明）. 命題 12，補題 20 より成立する．

補題 22. 0 ∗−−→
R′

1⇔ R′ が NFPである．

（証明）. （⇒）0 ∗−−→
R′

1を仮定する．補題 21 より，R′ は

合流性を持つ．CR ⇒ NFPが成り立つので，R′ は NFP

である．

（⇐）R′ は NFPであると仮定する．0←−−
R′

0′ −−→
R′

1 ∈ ↓R′

となるので 0 ∗−−→
R′

1が成り立つ．

定理 23. フラット TRSの NFPは決定不能である．

（証明）. 以下より成立する．

R′が NFPである⇔ 0 ∗−−→
R′

1（補題 22 より）

⇔ 0 ∗−−→
R2

1（補題 17 より）

⇔ 0 ∗−−→
R1

1（補題 13 より）

⇔ PCP P が解を持つ（命題 3 より）

6. 関連研究

本章ではすでに知られている CR，UNC，UNR，NFP

の決定可能性に関する結果について紹介する．

まずは以下で用いる TRSの性質について説明する．項
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表 1 主なクラスの決定可能性，決定不能性

Table 1 (Un)decidability results for some classes of TRSs.

CR NFP UNC UNR

左線形右基底 決定可能 決定可能 決定可能 決定可能

線形フラット 決定可能 ？ 決定可能 決定可能

右線形フラット 決定可能 ？ 決定可能 決定不能

フラット 決定不能 決定不能 決定可能 決定不能

線形シャロー 決定可能 ？ 決定可能 決定可能

右線形シャロー 決定可能 ？ 決定可能 決定不能

シャロー 決定不能 決定不能 決定可能 決定不能

が変数を含まないとき，その項は基底であるといい，項

が同じ変数を 2 つ以上含まないとき，その項は線形であ

るという．項 t がシャローであるとは，s が変数または

s = f(s1, . . . , sn)で，si (1 ≤ i ≤ n)が変数または基底項

であるときをいう．

p ∈ {基底，線形，フラット，シャロー}とする．書き換
え規則 l → r が pであるとは，項 l，r がいずれも pであ

るときをいう．また，書き換え規則 l→ rが左 pであると

は，項 lが pであるときをいい，書き換え規則 l→ rが右 p

であるとは，項 rが pであるときをいう．TRSが pである

とは，すべての書き換え規則が pであるときをいい，TRS

が右（左）pであるとは，すべての書き換え規則が右（左）

pであるときをいう．

定義より，フラット TRS ⊆シャロー TRS，基底 TRS ⊆
シャロー TRS，基底 TRS ⊆線形 TRSの関係が成り立つ．

左線形右基底 TRSについては第一階の書き換え理論の

決定可能性が知られており，それによりCR，UNC，UNR，

NFPがいずれも決定可能であることが導かれる [4], [13]．

その他の TRSのクラスにおける決定（不）可能性を以下

にまとめる．なお，決定可能性については極大なクラス，

決定不能性については極小なクラスのみを示す．

CRの決定可能性について以下が知られている．

• 決定可能な TRSのクラス

右線形シャロー TRS [8]

• 決定不能な TRSのクラス

フラット TRS [11]

UNCの決定可能性について以下が知られている．

• 決定可能な TRSのクラス

シャロー TRS [12]

• 決定不能な TRSのクラス

右基底 TRS [15]

UNRの決定可能性について以下が知られている．

• 決定可能な TRSのクラス

線形シャロー TRS [6]

• 決定不能な TRSのクラス
*1 文献 [6]の補題 9，11には間違いがあり，証明は正しくないと考
えられる．著者らが知る限り，現在までのところ，正しい証明は
報告されていない．

線形右フラット TRS [7]

右線形フラット TRS [6] *1

NFPについては知られていない．

以上の結果から導かれる，いくつかの主要なクラスにお

ける決定（不）可能性を表 1 にまとめる．表中の四角で囲

まれている箇所が，本論文で新たに得られた結果である．

7. まとめ

本論文ではフラット TRSに対する UNRと NFPが決定

不能であることの証明を報告した．フラットTRSに対する

UNRの決定可能性についてはすでに知られている [3], [6]

が，対話的証明器による形式化を考える際には有用性が期

待される．フラット TRSのNFPの決定不能性については

これまでは知られていなかった性質であり，決定可能と決

定不能の境界により近づくことができた．
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