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4倍精度および8倍精度演算ライブラリの
開発とその性能評価

平山 弘1,a) 小宮 聖司1,b)

概要：倍精度浮動小数点数を 2個および 4個で表現できる 4倍精度および 8倍精度浮動小数点数用の演算
ライブラリーとその複素数演算ライブラリを作成した。これらの数値を C++言語で入出力するための補助
プログラムも準備した。このライブラリを使うことによって、通常 4倍精度や 8倍精度を持たない C++

言語に 4倍精度や 8倍精度の演算機能を持たせることができるだけでなく、4倍精度と 8倍精度の複素数
演算を可能にする。これらのライブラリを使って、連立一次方程式の計算と基数 8の実数フーリエ変換の
プログラムを実行しその性能を評価した。このライブラリを利用することによって、既存の C++言語の
プログラムを容易に 4倍精度や 8倍精度のプログラムに変換することができる。多くのプログラムを高精
度で計算出来る。

Development of Double-double and Double-double Precision
arithmetic libraries and their Performance Evaluation

Hiroshi Hirayama1,a) Komiya Seiji1,b)

Abstract: The arithmetic program for double-double precision and quad-double floating point numbers
which can consist of two and four double precision floating point numbers were created respectively. The
Auxiliary program program created by C++ language for the input and output of these numbers. The cal-
culation function of double-double and quad-double precision can be given to C++ language which does not
usually have double-double and quad-double precision by using this library. By using this library, not only
can C ++ languages that normally do not have double-double or quad-double precision have double-double or
quad-double arithmetic functions, but also double-double and quad-complex complex arithmetic operations.
Using these libraries, we ran programs of simultaneous linear equations and real Fourier transform of radix
8 to evaluate these performance. By using this library, existing C ++ language programs can be easily
converted to double-double or quad-double precision programs. Many programs can be calculated with high
accuracy.

Keywords: Quad precision complex number, C++ Programing Language

1. はじめに
現在の計算機の演算装置部部分は、非常に高性能になっ

ているが、小型演算装置 (マイクロプロセッサ)を起源とす
るためか 4倍精度 (128bit)の浮動小数点演算をハードウエ
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アで実行できるものが一部を除いて、ほとんどないのが現
状である。演算装置の高性能化と計算速度の増加に伴い、
大量の計算を行うため丸め誤差が大きくなり、そう少し高
い精度の計算が簡単にできる環境が望まれて来ている。汎
用計算機と呼ばれた初期の計算機の多くが４倍精度の演算
機能をハードウエアで実行できたことを考えると、ベクト
ル機能やマルチコアなどが実装できるのに、なぜ現在の計
算機が４倍精度の計算ができない疑問を感じる。
このような状況をある程度克服するため、Bailey[7][8]に
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よって提案されている倍精度を二つ組み合わせた 4倍精度
数の演算プログラムを作成した。さらに４つ組み合わせた
８倍精度数の演算プログラムも作成した。四則演算だけで
なく、平方根、指数対数関数、三角関数等を作成しライブ
ラリ化した。これらの関数の複素数用の関数も作成した。
計算方法は単純で、容易に四則演算等のプログラムを

作成できる。これらの数値の入出力プログラムは、かな
り長いプログラムになるため作成が難しいものとなる。
IEEE754-2008の 4倍精度を持つプログラム言語では、プ
ログラム言語のこの 4倍精度数を使って入出力を行うこと
ができるので、簡単に利用できる。4倍精度数を持たない
多くの C++言語等では、4倍精度数を使うことが非常に難
しいものになっている。
これらの数値の加減乗除算プログラムが単純であるため

か、プログラム言語の 4倍精度より高速に計算ができるた
め、この高精度数の利用が加速した。
本論文では、C++言語で作成された簡略化した多倍長演
算プログラム [3] を利用して、4倍精度数と 8倍精度数の
入出力ルーチンを作成し、使いやすい高精度演算ルーチン
を作成した。また、それらのプログラムの有用性および性
能を調べた。
ここで取り上げた計算例の計算時間は、Intel i9-10900K

CPU 3,7GHzで実行に要した時間である。

2. double-double型 4倍精度数の計算アルゴ
リズム

Bailey の double-double アルゴリズム [4] では，4 倍精
度浮動小数点数 (real16)を二つの倍精度浮動小数点数を使
い上位桁を m0、下位を m1で表し、次のような構造体で
表す。

class real16 { double m0, m1 ; }

4精度変数 aを二つの倍精変数 a.m0(上位データ) および
a.m1(下位データ) を用いて次のように表す。

a = a.m0 + a.m0 (
1

2
ulp(a.m0) ≥ |a.m1|) (1)

ここで、ulp(x)は xの最小ビット (unit in the last place)

を意味する。このとき，a.m0および a.m1は通常の倍精度
浮動小数点数である。このため仮数部の精度は 53bitであ
り、2つの倍精度浮動小数点数を利用することで 106bit の
精度で表現できる．そのため，double-double アルゴリズ
ムは IEEE754-2008の 4倍精度と比較すると 8bit分だけ精
度が劣る．しかし，IEEE754-2008の 4倍精度はソフトウ
エアで作成されているため、計算速度はハードウエアの計
算をする部分が多い double-double型 4倍精度数が速く計
算が出来るので、実用的な方法であると言える。[6]。
4倍精度加算および乗算を double-doubleアルゴリズム

を利用して計算する方法を説明する。まず、double型の数
値 2個 (a,b)の加算は、|a| > |b|ならば、プログラム１の

方法で高速に計算できる。厳密に a+ b = s+ eが成り立ち
1
2ulp(s) ≥ |e|となる。
プログラム 1：高速加算
void fast_two_sum( const double a, const double b,

double &s, double &e ){

s = a + b ;

e = b-( s - a ) ;

}

この加算プログラムには、|a| > |b|の条件が付くが、次のよ
うに書くと計算量は増えるがこの条件なしで同様の加算できる。
プログラム 2：加算
void two_sum( const double a, const double b,

double &s, double &e ){

double v ;

s = a + b ;

v = s - a ;

e = ( a - ( s - v ) ) + ( b - v ) ;

}

この計算によって、a ∗ b = p + e が成り立ち 1
2ulp(p) ≥ |e|

となる。
C99 言語で定義されている fma(fused multiply add) 関数を

使用すると、二つの倍精度数の乗算は簡単に書くことができる。
fma(a,b,c)=a*b+cと定義される関数である。この関数では a*b

の計算は 128 ビットで行い最終的に 64 ビットに丸めた数値を
返す関数である。したがって fma(a,b,-a*b) を計算することに
よって、a*bの下位 64ビットが得られる。
プログラム 3：乗算
void two_prod( const double a, const double b,

double &p, double &e ){

p = a * b ;

e = fma( a, b, -p ) ;

}

この fma命令は、最近の CPUでは、ハードウエア命令になっ
ているので、それを使えば、高速に乗算の計算できると期待で
きる。Intel社の CPUでは、±a ∗ b± cと表される 4種の計算
できるので、符号を合う命令を使えば少し高速化ができる。こ
れを利用するには Intel 社に依存するコードを書かなければな
らないので、ここでは、プログラム言語で定義されている fma

だけを利用した。これによってすべての C+＋言語によって動
作可能なプログラムになる。
これらのプログラムを利用して、double-double 型 4 倍精度

数の加算と乗算のプログラムを作成出来る。そのプログラムを
プログラム 4、プログラム 5に示す。これから加算、乗算の演
算数はそれぞれ 11flops，12flops であることがわかる。このプ
ログラムは、double-double型 4倍精度数 (quad)である a,bの
積を計算する C++言語で記述したものである。
プログラム 4：4倍精度加算
quad add( const quad &a, const quad &b )

{

real16 c ;
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double s1, s2 ;

two_sum( a.m0, b.m0, s1, s2 ) ;

s2 = s2 + a.m1 + b.m1 ;

fast_two_sum( s1, s2, c.m0, c.m1 ) ;

return c ;

}

プログラム 5：4倍精度乗算
quad mul( const quad & a, const quad &b )

{

real16 c ;

double z1, z2 ;

two_prod( a.m0, b.m0, z1, z2 ) ;

z2 = z2 + a.m0 * b.m1 + a.m1 * b.m0 ;

fast_two_sum( z1, z2, c.m0, c.m1 ) ;

return c ;

}

8倍精度のプログラムも同様に作成できる。ここで利用した
プログラムは主に長谷川 [2]にある 8倍精度のプログラムを参
考に作成した。double型、4倍精度型、8倍精度型間の自由に
計算も出来るようにプログラムを作成した。

2.1 入出力
4 倍精度型、8 倍精度型の高精度数の定数をプログラムの中

に書くには、倍精度数の場合と同様に次のように書くことがで
きる。

s=0.5*a*h ;

t=3.45*r*r*r ; // 定数を real16("3.45")とする。
s=real16::M_PI*r*r;//real16::M_PIはπの高精度数

プログラム内では、上の式は次のように解釈される。
s=real16(0.5)*a*h ;

t=real16(3.45)*r*r*r;//定数を real16("3.45")

とする。
s=real16::M_PI*r*r;//real16::M_PIはπの高精度数

最初の式の 0.5は高精度数に変換しても誤差なしで変換でき
るので問題が怒らない。2番目の式の 3.45は約 15桁精度の倍精
度数と解釈されそれを高精度数に変換します。このため誤差が
発生しますので、円周率などの一部の定数はプログラム言語です
でに定義されている。例えば円周率は高精度定数 real16::M PI

を使えば約 32桁の高精度を指定できる。
IEEE型の 4倍精度の浮動小数点数を持つ処理系では、この

IEEE 型の 4 倍精度を使って入出力が行えるので、4 倍精度数
の入出力が容易にできるが、残念ながら、8倍精度数の入出力
はできない。
多くの C++言語のコンパイラーは、4 倍精度の浮動小数点

を持っていないため、4倍精度数用入出力プログラムを準備し
なければならない。ここでは、簡易化された多倍長計算プログ
ラムを利用して、入出力プログラムを作成した。入力は、文字
列 (string)として入出力し、その文字列を double-double型の
4倍精度浮動小数点に変換する。これを使えば、4倍精度浮動小
数点数 aを

cin >> a ; cout << a ;

として、入出力できる。高精度数は、書式を指定して文字列に
変換する関数を準備している。C言語の関数 scanfや printfを
使って直接 4倍精度数を入力することはできないが、文字列を
を通して出来るようになっている。
出力の場合は、書式に従って文字列に変換し、その文字列を

出力することになる。入力の場合は、文字列として入力し、そ
れを高精度数に変換する。
書式を指定しないで出力すると、既定の書式での出力される。

既定の書式は、たとえば
set_format("%30.25f") ;

のように書いて設定できる。既定書式でない書式で、出力した
い場合には

string s = to_string( a, "%30.25e" ) ;

cout << s ;

という形式で書式を指定して文字列に変換し、それを出力する。
規定書式を変更するには、次のように set format関数を使う。

set_format("%30.25e" ) ;

set_format("%30.25e", 2 ) ;

最後の数は、指数部の桁数である。省略すると 3桁となる。
2.1.1 複素数の入出力
複素数の定数は、プログラムの中では次のように書くことが

できる。complex16、complex32はそれぞれ 4倍精度複素数、8

倍精度複素数を意味する。
complex16 a=complex16( 3, 4 ) ;

// 4倍精度の 3+4iを aに代入
complex32 b=complexl32( 3.5, 4.56 ) ;

// 8倍精度の 3.5+4.56iを bに代入
同じことを次のように書くこともできる。

complex16 a=complex16("(3,4)" ) ;

// 4倍精度の 3+4iを aに代入
complex16 a=complex16("3+4i" ) ;

// 4倍精度の 3+4iを aに代入
complex32 b=complexl32( "(3.5, 4.56)" ) ;

// 8倍精度の 3.5+4.56iを bに代入
complex32 b=complexl32( "3.5+4.56i" ) ;

// 8倍精度の 3.5+4.56iを bに代入
最後の二つはどちらも 3.5+4.56iを 8倍精度複素数 bに代入

する。上の例はすべて文字列から変換されるため、精度がよく
なります。
複素数の入力では、二つの形式で入力できる。(a,b)と a+bi

形式である。すなわち (3.45,-6.78)や 1.23e45-7.8e-9iなどが直
接入力できる。

complex16 s ;

cin >> s ;

出力は、実部と虚部を既定書式で (a,b)形式で出力する。a+bi

形式で出力するには、to abi(x,form) として、文字列に変換し
てから出力します。
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2.2 4倍・8倍精度用関数
4倍精度・8倍精度計算ライブラリでは、平方根、指数対数関

数三角関数、逆三角関数、双曲線関数などの C++言語で準備さ
れている数学関数を実数および複素数で計算するものを準備し
ている。floor関数や絶対値などの関数も準備した。
これらの関数は一部最良近似式 [1] を使っているが、主に

Taylor展開などの式を利用して計算している。
また、数学定数を 17個準備した。以下の表 1にそれを示す。

この定数は、real16::M PIと書くと円周率 32桁書いたものと同
じになる。real32::M PIと書けば 64桁の円周率となる。
これらの定数は、三角関数や指数対数関数の計算にも使われ

ている。

表 1 数学定数
円周率関係

M PI π 3.14159265358 · · ·
M 2PI 2π 6.28318530717 · · ·

M PI 2
π

2
1.57079632679 · · ·

M PI 4
π

4
0.78539816339 · · ·

M 1 PI
1

π
0.31830988618 · · ·

M 2 PI
2

π
0.63661977236 · · ·

M 1 2PI
1

2π
0.1591549430 · · ·

M 1 SQRTPI
1
√
π

0.5641895835 · · ·

M 2 SQRTPI
2
√
π

1.1283791670 · · ·

指数・対数関係
M E e 2.7182818284 · · ·

M LOG2E log2 e 1.4426950408 · · ·

M LOG10E log10 e 0.4342944819 · · ·

M LN2 loge 2 0.6931471805 · · ·

M LN10 loge 10 2.3025850929 · · ·

その他
M SQRT2

√
2 1.4142135623 · · ·

M SQRT1 2
1√
2

0.7071067811 · · ·

M GAM γ = lim
n=∞

n∑
k=1

1

k
− log k 0.5772156649 · · ·

3. 4倍精度 8倍精度演算プログラム使用法
4 倍精度 8 倍精度演算のライブラリの使用は、出来るだけ

double型や float型などの通常の型と同じように使えるように
作成した。ここでは、4倍精度数の名前を real16、8倍精度数の
名前を real32 としている。複素数の場合、4倍精度数の名前を
complex16、8倍精度数の名前を complex32 としている。

C++言語では、これらの名前は容易に名前を変えることがで
きるので適切な名前に変えて使用することを想定している。た

とえば、次のように書けば、real16を quadに変換できる。
typedef complex16 quad ;

高精度数値の定数をプログラムに直接書く場合、通常の型の
ように書くことはできない。プログラムに記述された定数（数
値文字列）は、コンパイラによってコンパイラーの仕様にある
数値型だと仮定してコンパイルされるためである。例えば
real16 p=3.14159265358979323846264338327950288;

と書くと、数値文字列はコンパイラーの仕様で最も精度の高
い double型の数値と解釈され、約 15桁程度の精度の数値に丸
められる。その丸められた数値が 4倍精度数に代入されるため
精度が約 15 桁になる。これを避けるには、数値を次のように
文字列としてプログラムに記述しなければならない。
real16 p=real16("3.14159265358979323846264338327950288");

このように記述すると、プログラムの実行時に、文字列から
4倍精度数に変換作業が入る。これを避けるために、次のよう
に書くこともできる。
real16 pq=real16(3.1415926535897931e+00,1.2246467991473532e-16) ;

real32 po=real32(3.1415926535897931e+00,1.2246467991473532e-16,

-2.9947698097183397e-33,1.1124542208633653e-49) ;

コンパイラーは、記述された 10進数の数値に最も近い 2進
数表示の数値に変換するから、上のように宣言時に値を設定で
きる。倍精度の数値は 10進数で約 15桁の精度であるから、16

桁以上指定すれば、正確な値を設定できる。このため、ここで
は 17桁指定している。

VS2019 C++言語では、上の定数を次のようにも書くことが
できる。
real16 pq={3.1415926535897931e+00,1.2246467991473532e-16} ;

real32 po={3.1415926535897931e+00,1.2246467991473532e-16,

-2.9947698097183397e-33,1.1124542208633653e-49} ;

使用例として、2 次方程式 (2.3 + 1.6i)x2 + (5.1 − 4.3i)x +

(2.7+ 1.4i) = 0を解くプログラムを 4倍精度のプログラムに変
換する。プログラム 6で示したプログラムは、2次方程式のプ
ログラムである。このプログラムを 4倍精度に変換したプログ
ラムをプログラム 7に示す。また、8倍精度で計算した結果も
示す。
プログラム 6：倍精度複素 2次方程式の解法

1: #include <iostream>

2: #include <cmath>

3: #include <complex>

4: using namespace std ;

5: typedef complex<double> dcomplex ;

6: int main()

7: {

8: dcomplex a, b, c, d, x1, x2 ;

9: a=dcomplex(2.3,1.6) ;

10: b = dcomplex(5.1,-4.3) ;

11: c=dcomplex(2.7,1.4) ;

12: d=b*b-4.0*a*c ; d = sqrt(d) ;

13: x1=(-b+d)/(2.0*a) ; x2=(-b-d)/(2.0*a) ;

14: cout << "x1=" << x1 << endl ;

15: cout << " " << a*x1*x1+b*x1+c << endl ;

16: cout << "x2=" << x2 << endl ;

17: cout << " " << a*x2*x2+b*x2+c << endl ;

18: }

4ⓒ 2021 Information Processing Society of Japan

Vol.2021-HPC-179 No.6
2021/5/14



情報処理学会研究報告
IPSJ SIG Technical Report

プログラム 7：4倍精度 2次方程式の解法
1: #include <iostream>

2: #include "real1632.h"

3: int main()

4: {

5: complex16 a, b, c, d, x1, x2 ;

6: a=complex16("2.3+1.6i") ;

7: b = complex16("5.1-4.3i") ;

8: c=complex16("2.7+1.4i") ;

9: d=b*b-4.0*a*c ; d = sqrt(d) ;

10: x1=(-b+d)/(2.0*a) ; x2=(-b-d)/(2.0*a) ;

11: cout << "x1=(" << x1.re << endl ;

12: cout << " " << x1.im << ")" << endl ;

13: d = a*x1*x1+b*x1+c ;

14: cout << " " << to_abi(d,"%11.3e") << endl ;

15: cout << "x2=(" << x2.re << "," << endl ;

16: cout << " " << x2.im << ")" << endl ;

17: d = a*x2*x2+b*x2+c ;

18: cout << " " << to_abi(d,"%11.3e") << endl ;

19: }

4 倍精度のプログラムに変更するために、main 文の前にあ
る宣言部分を変更、dcomplex を complex16 に変更し、定数
を complex16 関数を使う形に変更した。インクルードファイ
ル”real1632.h”では 4倍精度と 8倍精度の宣言なされているの
でこのファイルを読み込むことによって、これらの宣言を行う。
VS2019 C++の complexのテンプレートは、doubleと float型
の専用になっているため
complex<real16> a, b, c ;

complex<real32> p, q, r ;

のようにして、4倍精度の複素数は利用できない。gnu C++言
語の complexのテンプレートは 4倍精度や 8倍精度数に対して
も利用できるため、4倍精度や 8倍精度の複素数が容易に定義
でき、複素数の計算ができる。
複素数の定数は、次のように使われる。
a=dcomplex(2.3,1.6);

b=dcomplex(5.1,-4.3);

c=dcomple(2.7,1.4);

これを単純に次のように変換する事によって 4倍精度の複素数
定数にすることができる。
a=complex16(2.3,1.6);

b=complex16(5.1,-4.3);

c=comple16(2.7,1.4);

このように変換すると、数値はすべて倍精度の数値になり、計
算が 4倍精度で計算しても結果は倍精度の結果になる。この場
合次のように文字列で与えることによって、4倍精度の複素数
を与えることができる。
a=complex16("2.3+1.6");

b=complex16("5.1-4.3i");

c=comple16("2.7+1.4i");

このように記述すれば、途中に倍精度数が入らないので、文字

列から直接 4倍精度複素数に変換されるので、4倍精度の精度
を持つ数値になる。このように書くことによって、4倍精度の
数値を変数に設定できる。これらの 2次方程式のプログラムを
実行すると、それぞれ以下のように出力される。x1 および x2

は解であり、それを元の 2次方程式に代入した結果がその下に
表示している。倍精度計算結果

x1=(-0.122448,-0.379221)

(8.88178e-16,-4.44089e-16)

x2=(-0.495386,2.67858)

(8.88178e-16,-4.44089e-16)

4 倍精度計算結果
x1=( -0.12244828878754455157355041388783

-0.37922054713691835626636215328856)

( 9.861e-032, 2.465e-031)

x2=( -0.49538610611691404715256423579371,

( 2.6785836044617591205975723443714)

(-4.930e-032,-4.684e-031)

代入結果を見ると、倍精度では約 16桁、4倍精度では約 31

桁の精度で計算ができることがわかる。
4倍精度プログラムの complex16を complex32に変更し、計

算結果を 64桁出力するために書式を"%55.50g"に変更し、実行
する。

8 倍精度計算結果
x1の実部= -0.12244828878754455157355041388781543816744592021778

x1の虚部= -0.37922054713691835626636215328858124127396423062881

誤差= 4.786e-063-2.089e-063i

x2の実部= -0.49538610611691404715256423579371322425293624538732

x2の虚部= 2.6785836044617591205975723443713837890446648675715

誤差= 3.342e-063-2.355e-063i

この結果から、8倍精度で計算すると、約 63桁の精度で計算
できることがわかる。

3.1 複素数計算
C++言語にも浮動小数点数から複素数を構成するテンプレー

トが準備されている。Visual Studio 2019の C++言語のテンプ
レートプログラムは、floatと double専用のプログラムで、ユー
ザーが定義した数値に対しては使用することが出来ない。複素
数の絶対値を計算するために、オーバーフローを避けるために、
複素数 a+ bi対して、単純に√

a2 + b2 を計算することはない。
この場合、|a|と |b|の大きい数値を aとすると、|a|

√
1 + ( b

a )
2

と計算する。ユーザー定義の数値を long doubleに変換して、い
ろいろな計算を行っている。ユーザー定義の数値は long double

には変換できない場合がある。この場合この複素数テンプレー
ト・プログラムが利用できなくなる。また、このプログラムの
中には、無限大 (inf) や非数（NaN）が使われており、プログ
ラムとしては非常に完成度は高いが、通常ユーザー定義の数値
では、通常無限大や非数のような数値を定義することはないの
で、このプログラムは double型と float型以外ではほぼ使えな
いことになる。

4倍精度数や 8倍精度の複素数をテンプレート使わないでこ
れらの複素数のプログラムを作成し利用できるようにした。
この複素数を使って、次の非線形方程式の複素根を計算する。

この方程式は、実根 (0.739085133 · · ·)を持つが初期値選ぶこと
によって実根に収束しないようにした。

cos(x)− x = 0 (2)
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この代数方程式を初期値 −10 + 10i として Newton 法で解く。
このときの反復公式は、次のようになる。複素数でも実数でも
公式は同じになる。

xn+1 = xn +
cos(x)− x

sin(x) + 1
(3)

収束条件 |xn+1 − xn| < 1.0−25 を満たすまで計算した。14回
の反復計算で収束し

x = −9.1099874539365630067992197228856

+ 2.9501708616994369577625248695066i

が得られる。得られた複素数解を元の式に代入すると
1.48 × 10−31 + 6.16 × 10−31i となり、この数値が解である
ことがわかる。誤差の値から 4倍精度で計算されていることも
わかる。

3.2 代数方程式の数値解法
次の代数方程式を解く。

f(x) = 6x8+7x7+3x6−20x5−19x4−7x3−37x2+3x−17 = 0

この方程式は、8次方程式なので、解の公式は存在しないので、
数値的方法で解く必要がある問題である。

DK（(Durand-Kerner)法を使って解く。この方法は、複素根
を含め同時にすべての解を計算する方法である。1個しか求め
る必要がない場合には無駄な計算が含まれることになる。
すべての根を含む半径 R の円周上に、等間隔に n 個の根の

初期値 (推定値)を設定する。nは方程式の次数で、この例では
8次の方程式なので 8となる。

x
(0)
j = Re

π(4j+1)

2n
i (j = 0, · · · , n− 1) (4)

この設定した値から出発し、k = 0として、kを増加させて、xi

が収束するまで計算する。

x
(k+1)
i = x

(k)
i − f(x

(k)
i )

an

n∑
l=1

n∏
j=1

l̸=j

(
x
(k)
i − x

(k)
j

) (5)

これを要求精度 10−28 で計算すると 22回の反復計算で収束し、
次のような結果となった。

1:( 1.5758792984506248775233686114919e+00,

1.8546165863774635510287771464777e-33)

2:( 3.7038139387678158332341625849075e-01,

7.5002857100959697429470052045675e-01)

3:(-9.9443370822068890235480555370928e-01,

1.4177560911897148767167192481024e+00)

4:(-4.3531885866641590647261012664481e-02,

7.7903699624516082547793397271485e-01)

5:(-1.4073775646961937248327346623925e+00,

1.8312699312712186339556431561952e-33)

6:(-9.9443370822068890235480555370927e-01,

-1.4177560911897148767167192481024e+00)

7:(-4.3531885866641590647261012664472e-02,

-7.7903699624516082547793397271484e-01)

8:( 3.7038139387678158332341625849076e-01,

-7.5002857100959697429470052045676e-01)

この解を代入すると、次のような値になる。この解が方程式の
解であることがわかる。

1: 3.7470892997998060757057106850932e-30

2: 6.5779482442383393179848546664426e-31

3: 6.6184736517810088504901557516239e-30

4: 2.5520257804590383197218429553172e-31

5: 5.9164567891575885405879642396209e-31

6: 1.7375377754990257911855791048406e-29

7: 3.1479688738766701344483737927911e-31

8: 3.5553480537291203569689951272816e-31

4. 高精度数による性能評価
ここでは、N 元連立一次方程式の解を求める計算および実

FFTの性能評価を行った。

4.1 N元連立一次方程式
プログラム言語が提供するアセンブラーで記述された IEEE

型の 4倍精度の演算と本論文で扱っている二つの倍精度浮動小
数点数で実現されている 4倍精度との速度比較を行った。C++

言語で 4倍精度を扱えるコンパイラーで、無料で使える 64ビッ
トの gnu C++コンパイラーを使って比較した。
次のような N元連立一次方程式を解いた。今回では N=16、

32、64、128、256、512、1024、2048、4096の場合を計算した。
その結果を表 2に示す。

AX = B (6)

行列 Aの係数 ai,j と右辺の bi を次のように設定した。
もし i ̸= jのとき、Ai,j = mod(i+j−1, 7)+1, i = jのとき、

Ai,j = i+ 10とした。Bi = i+ 20とした。ここで、mod(x, y)

は C言語で x % y と同じことで、xを yで割りその余りを求め
る関数です。上の問題を解いて、その解を代入し B との差を求
め、その絶対値の最大値を求めた。
計算は、AとBの係数を設定して、解を得るまでの時間を何回

か反復計算させ計算時間が 1秒以上になるようにしてその実行
時間を測定した。計算時間は測定時間を反復回数で割って求め
たものである。計算機は Intel Core i9 10900K 3.7GHz, コンパ
イラーは tdm64-gcc-9.2.0 の C++を利用した。OS はWindos

10 である。次のようなコンパイラオプションでコンパイルし
た。以下に、prog.cppをこのオプションでコンパイルするとき
のコマンドを示す。
c:\>c++ -O3 -mavx2 -mfma -std=c++11 prog.cpp

real1632.cpp -lquadmath

real1632.cppは高精度計算ライブラリのソースプログラムであ
る。その結果を表 2に示す。Nは行列の大きさ
ここで、doubleと dは倍精度型、real16と r16は 2個の double

型で表現する 4倍精度、float128と f128はコンパイラーが提供
する IEEE754-2008の 4倍精度、real32と r32は 4個の倍精度数
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表 2 4 倍精度および 8 倍精度で N 元連立一次方程式の計算時間 (秒)

double real16 float128 real32

N 時間 時間 r16/d 時間 f128/d 時間 r32/d

16 7.61E-07 5.53E-06 7.26 5.53E-05 72.66 9.05E-05 118.92

32 5.79E-06 3.83E-05 6.62 3.96E-04 68.34 6.57E-04 113.47

64 4.24E-05 3.02E-04 7.11 2.86E-03 67.35 5.09E-03 119.90

128 1.34E-03 2.51E-03 1.87 2.19E-02 16.34 4.37E-02 32.55

256 1.82E-02 3.47E-02 1.90 2.30E-01 12.63 3.56E-01 19.56

512 1.66E-01 2.76E-01 1.66 1.91E+00 11.51 2.85E+00 17.12

1024 1.53E+00 3.33E+00 2.18 1.73E+01 11.34 4.95E+01 32.43

2048 1.70E+01 8.97E+01 5.29 2.11E+02 12.46 5.96E+02 35.15

4096 1.84E+02 7.97E+02 4.32 2.19E+03 11.87 4.97E+03 26.92

8192 4.64e+03 9.49E+02 2.05 - - - -

で表現する 8倍精度数を示す。r16/dは (r16の実行時間)/(dの
実行時間)、f128/dは (f128の実行時間)/(dの実行時間)、r32/d
は (r32の実行時間)/(dの実行時間)である。

real16の 4倍精度の計算では、Nが 100以下の小さな問題で
は、倍精度計算の 6～7倍の時間が掛かるが、N=1500あたりま
では倍精度計算の 2～3 倍とほぼハードウエア並みの速い速度
で計算できる。これ以降は 2～5 倍の時間がかかる。非常に大
きな行列の場合は 2倍程度で計算できるようである。
4.1.1 基数 8の実数高速フーリエ変換 (FFT)

ここでは、基数 8の実数 FFTの計算時間を doubleと real16

で測定した。プログラムは、ネット上で公開されている基数 8

の実数 FFT[5] を使用したこのプログラムは標本点数を int 型
で指定しているので 2147483647(231− 1)まで指定できるよう
になっていいる。ここでは 4294967296(232)点まで計算できる
ようにするため、int 型を long long int 型に変更した。4 倍精
度のプログラムに対しては、double型を real16型に変更し、定
数を 4倍精度数に変更した。
標本点数は、4=22 から 2 倍づつ、4294967296=232(4G) ま

で計算した。8倍精度で最大の標本数の実 FFTを実行に必要な
メモリは 64Gバイトであった。
計算機およびコンパイラーは連立一次方程式の計算と同じも

のを使用した。
その計算結果を表 3に示す。倍率とは、double型の時間を 1

としたときの 4倍精度 real16型の時間の割合である。
FFTは、メモリアクセスがランダムに近いためか、データ数

による double型の計算時間と real16型の計算時間の割合が約
5～9となり、連立一次方程式の計算と比較し、変化が少ない。

4.2 指数部の拡張
4倍精度、8倍精度と仮数部分は大きくなるが、指数部は倍精

度と同じ程度である。このために、指数部を 32 ビット等に拡
張するテンプレート・プログラム (ee real template.h)を作成し
た。このプログラムは四則演算に関しては比較的簡単に作成す
ることができる。これを使えば、アンダーフローやオーバーフ
ローことをのあまり心配しないで、プログラムを作成できる。
以下に 10000!と 1234512345 を計算するプログラムを示す。
1: #include "real1632.h"

2: #include "ee_real_template.h"

3: using namespace std ;

4: typedef ee_real_template<real32> ereal ;

5: void main()

6: {

7: ereal x, y ;

8: x = 1 ;

9: for( int i=1 ; i<=10000 ; i++ )

10: {

11: y = ereal( i ) ;

12: x *= y ;

13: }

14: cout << x << endl ;

15: int n=12345 ;

16: x = pow( ereal(n), n ) ;

17: cout << x << endl ;

18: }

このプログラムを実行すると次の結果が得られる。

2.846259680917054518906413212119868890148051e+ 35659

2.867865225003669442826455604983179963965839e+ 50509

10000!は 35660桁の数で、1234512345 は 50510桁の数値にな
ることがわかる。現在、平方根、指数対数関数は完成している
が、三角関数は出来ていない。sin(1.2345e12345)を考えると、
1.2345× 1012345 を 2π で割り、余りを求めその sin関数を計算
するが、あまり意味がないように思えるからである。

5. まとめ
仮数部を 2倍、4倍にする 4倍精度数と 8倍精度数の計算プ

ログラムとその入出力プログラムを C++言語を使って作成し
た。このプログラムを使えば、倍精度のプログラム等を容易に
4 倍精度や 8 倍精度のプログラムに変更できる。4 倍精度や 8

倍精度の複素数計算するために、高精度複素数も作成した。こ
のプログラムによって、複素数プログラムも容易に計算が可能
になった。このプログラムを使って、連立一次方程式と基数 8

の実 FFTの性能を調べた。連立一次方程式は、元数によって、
倍精度と高精度の性能差は大きく違う。実 FFT は倍精度と高
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表 3 4 倍精度および 8 倍精度で N 元連立一次方程式の計算時間 (秒)

標本点数 N double real16

時間 誤差 時間 誤差 倍率
4 1.31E-08 0.00E+00 6.84E-08 0.00E+00 5.20

8 1.61E-07 0.00E+00 8.59E-07 8.72E-33 5.32

16 1.95E-07 1.78E-15 1.56E-06 6.47E-32 8.00

32 4.27E-07 1.78E-15 2.87E-06 4.62E-32 6.72

64 7.86E-07 3.55E-15 5.97E-06 8.63E-31 7.59

128 1.61E-06 4.00E-15 1.29E-05 4.99E-31 8.03

256 3.48E-06 7.11E-15 2.74E-05 1.46E-30 7.89

512 7.12E-06 7.11E-15 5.93E-05 1.35E-30 8.33

1,024 1.44E-05 8.33E-15 1.25E-04 2.03E-30 8.70

2,048 3.06E-05 1.07E-14 2.65E-04 1.92E-30 8.68

4,096 6.19E-05 1.24E-14 5.59E-04 1.80E-30 9.03

8,192 1.46E-04 1.07E-14 1.18E-03 2.23E-30 8.10

16,384 2.91E-04 1.42E-14 2.44E-03 2.13E-30 8.38

32,768 6.28E-04 1.42E-14 5.19E-03 2.88E-30 8.26

65,536 1.44E-03 1.78E-14 1.08E-02 2.61E-30 7.51

131,072 3.05E-03 1.78E-14 2.22E-02 3.09E-30 7.29

262,144 5.90E-03 2.75E-14 4.59E-02 3.66E-30 7.79

524,288 1.28E-02 2.34E-14 9.64E-02 3.53E-30 7.55

1,048,576 2.46E-02 1.95E-14 2.00E-01 3.67E-30 8.12

2,097,152 5.89E-02 2.49E-14 4.30E-01 4.18E-30 7.30

4,194,304 1.28E-01 2.35E-14 8.90E-01 3.96E-30 6.95

8,388,608 3.15E-01 2.13E-14 1.88E+00 4.93E-30 5.96

16,777,216 6.27E-01 3.55E-14 3.83E+00 5.03E-30 6.11

33,554,432 1.47E+00 2.84E-14 8.03E+00 4.81E-30 5.48

67,108,864 2.79E+00 3.20E-14 1.68E+01 5.40E-30 6.00

134,217,728 6.59E+00 3.29E-14 3.50E+01 5.51E-30 5.31

268,435,456 1.33E+01 3.20E-14 7.14E+01 4.57E-30 5.38

536,870,912 2.85E+01 3.55E-14 1.47E+02 6.65E-30 5.14

1,073,741,824 5.68E+01 3.64E-14 2.95E+02 5.94E-30 5.20

2,147,483,648 1.18E+02 3.91E-14 6.19E+02 6.62E-30 5.26

4,294,967,296 2.38E+02 3.91E-14 1.26E+03 7.31E-30 5.29

精度数の性能は大きく違うが標本点数による違いは少ない。
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