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スピン数増加を抑えたイジングモデルのビット幅削減手法

谷地 悠太1 於久 太祐2 武笠 陽介2 多和田 雅師3 戸川 望2

概要：組合せ最適化問題を効率的に解く計算機としてアニーリングマシンが注目されている. アニーリン
グマシンでは組合せ最適化問題をイジングモデルと呼ばれるデータ構造に変換することで，元の組合せ最
適化問題を解法する．この際，イジングモデルの係数のビット幅はアニーリングマシンの扱える値の範囲
内に収める必要がある．本稿では，シフト法とスピン追加法を組合せた効果的なビット幅削減手法を提案
する．提案手法は，まずシフト法を適用することでイジングモデル全体の係数を大まかに削減し，その後，
アニーリングマシンの扱える値の範囲を超える係数について，さらにスピン追加法を適用する．その結果，
追加スピンを抑えながらビット幅変換前後でイジングモデルの基底状態（最低エネルギー状態）が変化す
ることを防ぐ．本稿では，提案手法を適用した際，基底状態を変化させない条件を理論的に見出すと同時
に，計算機実験により，シフト法ならびにスピン追加法と比較して，提案手法は追加スピンを削減しなが
ら，より広範囲のイジングモデルに対して基底状態を変化させずにビット幅を削減できることを示す．

1. はじめに
現在，配送ルートの最適化やジョブ管理スケジューリン

グの最適化といった実際の問題は組合せ最適化問題として
数理モデル化される．多くの組合せ最適化問題は NPまた
は NP困難な問題であり， 最適解を得るためには変数の
量に対して指数的な計算時間がかかる. 組合せ最適化問題
をより効率的に処理するハードウェアとして，アニーリン
グマシンが注目されている．アニーリングマシンとは，物
理現象を用いて組合せ最適化問題を解くハードウェアであ
り，量子アニーリングマシン [1], [2], [3], [4] や CMOSア
ニーリングマシン [5], [6], [7]，デジタルアニーラ [8] 等が
知られている．
アニーリングマシンで組合せ最適化問題の解を得る場

合，組合せ最適化問題をイジングモデル [9] に変換する必
要がある．イジングモデルはスピン，相互作用，外部磁場
の 3つから構成される統計力学モデルである．イジングモ
デルの例を図 1 に示す．スピンには+1/-1の 2値の向きが
あり, 外部磁場と呼ばれる強制力がかかっている. イジン
グモデル中の 2個のスピン同士には相互作用と呼ばれる強
制力がかかっている. あるスピンの向きはこれらの強制力
と周辺のスピンの向きによって決まる. アニーリングマシ
ンは，物理現象等を利用してイジングモデルのエネルギー
が低い状態を探索する．スピンの向きはこれらの強制力と
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周辺のスピンの向きによって決まる．この際，イジングモ
デルのスピンが表す 2値変数が定まると，エネルギーの値
を計算することができる．イジングモデルに対して，エネ
ルギー状態が最も低いスピンの向きを基底状態と呼び，そ
のときのイジングモデルのエネルギーを基底エネルギーと
呼ぶ
アニーリングマシンを用いて組合せ最適化問題を解く手

順を図 2に示す．図 2は以下の 5フェーズに分けられる．
フェーズ 1 解きたい組合せ最適化問題を目的関数や制約
関数で表し，論理イジングモデルとして定式化する．
論理イジングモデルとは，スピン数に制約がなく，任
意のスピン間に相互作用が働く接続辺を置くことがで
き，また外部磁場係数ならびに相互作用係数は任意の
実数を取ることができる．

フェーズ 2 定式化された論理イジングモデルを，実際の
アニーリングマシンへ埋め込むために物理イジングモ
デルにマッピングする．物理イジングモデルとは，ア
ニーリングマシンのトポロジ上に物理的接続のあるス
ピン間にのみ相互作用を置くことができるイジングモ
デルを指す．また物理イジングモデルでは，相互作用
係数と外部磁場係数が表現できる数値の範囲に制限が
ある．

フェーズ 3 アニーリングマシンが，物理イジングモデル
のエネルギーが低い状態を探索する．

フェーズ 4 アニーリングマシンが出力した物理イジング
モデルの状態を論理イジングモデルに復元する．

フェーズ 5 論理イジングモデルの状態を組合せ最適化問
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図 1: イジングモデルの例．
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図 2: アニーリングマシンを用いて組合せ最適化問題を解
く流れ．

題の解に変換する．
特にフェーズ 2 では，論理イジングモデルから物理イジ
ングモデルへマッピングする際に，論理イジングモデルか
ら物理イジングモデルのトポロジに変換する（トポロジ変
換）．論理イジングモデルの相互作用係数と外部磁場係数
のビット幅を物理イジングモデルの相互作用係数と外部磁
場係数のビット幅に変換（ビット幅変換）する必要がある．
実アニーリングマシンによって組合せ最適化問題を解法す
るには，トポロジ変換ならびにビット幅変換共に重要であ
るが，本稿では，特に後者のビット幅変換に着目すること
にする．特に，論理イジングモデルの相互作用係数と外部
磁場係数のビット幅は任意のものであるのに対して，実ア
ニーリングマシンが表す物理イジングモデルの相互作用係
数と外部磁場係数のビット幅は有限であり，いかにこれら
のビット幅を削減するかが重要となる．
既存のビット幅削減手法にはシフト法とスピン追加法 [10]

が存在する．シフト法は，元のイジングモデルの相互作用
係数や外部磁場係数の下位ビットを削減することでビット
幅を削減する手法である．シフト法は，スピン数が増加し
ないが基底状態が変換前後で必ずしも一致しない可能性が
ある．スピン追加法は，補助スピンを追加することで係数
の重みを分散させ，ビット幅を削減する手法である．スピ
ン追加法は，基底状態が変換前後で一致するが，スピン数
が増加する．
本稿では，シフト法とスピン追加法を組合せた効果的な

ビット幅削減手法を提案する．提案手法は，まずシフト法
を適用することでイジングモデル全体の係数を大まかに削
減し，その後，アニーリングマシンの扱える値の範囲を超

える係数について，さらにスピン追加法を適用する．その
結果，追加スピンを抑えながらビット幅変換前後でイジン
グモデルの基底状態が変化することを防ぐ．
本稿の貢献点は以下の通りである．

( 1 ) シフト法とスピン追加法を組合せたビット幅削減手
法を提案する.提案手法は，シフト法によりイジング
モデル全体の係数を大まかに削減し，さらにスピン
追加法により，すべての係数がアニーリングマシン
の扱える値の範囲に抑えることを可能とする．

( 2 ) 提案手法は，もとのイジングモデルの係数が一定の
範囲内であれば，ビット幅変換前後で基底状態を理
論的に変化させない．

( 3 ) 計算機実験により提案手法は既存手法に比べビット
幅削減量が同じならば追加スピン数や基底状態の変
化が少ないことを示す.

以下に本稿の構成を示す．2章で既存のビット幅削減手
法を説明する．3章でシフト法とスピン追加法を組合わせ
た手法を提案する．4章で提案手法の実験結果を示す．5

章で本稿をまとめる．

2. 既存のビット幅削減手法
本章では，既存のビット幅削減手法であるシフト法とス

ピン追加法 [10]を説明する．シフト法は，元のイジング
モデルの相互作用係数や外部磁場係数の下位ビットを削減
することでビット幅を削減する手法である．スピン追加法
は，補助スピンを追加することでビット幅を減らす手法で
ある．なお本稿では，各係数は符号ビット 1ビットと数値
ビットから構成されるものとする．

2.1 イジングモデルのビット幅削減問題
イジングモデルは G = (V,E)で表されるグラフ G上に

定義される．スピン σiは頂点 i ∈ V 上に定義され，Ji,j は
エッジ e = (i, j) ∈ E 上に定義される．イジングモデルの
エネルギー関数は式 (1)で表される．

HIsing =
∑

(i,j)∈E

Ji,jσiσj +
∑
i∈V

hiσi (1)

式 (1)を最小化するようなスピン σi の向き（+1あるいは
−1）をGの基底状態と呼び，その際の式 (1)の値を基底エ
ネルギーと呼ぶ．ただし，σi (i ∈ V )はスピンを表し ±1

の値をとる．Ji,j は σi と σj 間の相互作用を，hi は σi に
かかる外部磁場を表し任意の整数をとる．
式 (1)で表される任意のイジングモデル G = (V,E)を，

制約されたビット幅を持つイジングモデル G′ = (V ′, E′)

への変換は以下のようになる [10]．V ′ は V に対していく
つかのスピンを表す頂点を追加したものであり，E′ は追
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Algorithm 1 シフト法のアルゴリズム
Input: G = (V,E), wV , wE , borg, bdst

Output: G′ = (V ′, E′), w′
V , w′

E

d = 2(borg−bdst)

V ′ = V

E′ = E

for v in V ′ do

if wV (v) > 0 then

w′
V (v) = max

(
⌊wV (v)

d
⌋, 1

)
else if wV (v) < 0 then

w′
V (v) = min

(
⌈wV (v)

d
⌉,−1

)
end if

end for

for e = (i, j) in E′ do

if wE(e) > 0 then

w′
E(e) = max

(
⌊wE(e)

d
⌋, 1

)
else

w′
E(e) = min

(
⌈wE(e)

d
⌉,−1

)
end if

end for

加したスピンに対して，E にいくつかのエッジを追加し
たものを表す．また G = (V,E) は元のイジングモデル，
G′ = (V ′, E′)はビット幅削減後のイジングモデルと呼ぶ．
入力

(1) G = (V,E)

V :スピンの頂点の集合，E :エッジの集合
Z :整数の集合

(2) wV : V → Z, wE : E → Z\{0}
wV (v) :頂点 v ∈ V に対応するスピン

の外部磁場係数
wE(e) :エッジ e ∈ E に対応する相互作用係数

(3) rlower
V , rupperV , rlower

E , rupperE

対象マシンの外部磁場係数と相互作用係数の上
限と下限
なお，以下のように仮定する．
rupperV , rupperE > 0，rlower

V , rlower
E < 0

出力
(1) G′ = (V ′, E′)

(2) w′
V ′ → [rlower

V , rupperV ]

w′
E′ → [rlower

E , rupperE ]\{0}
ここで [m,n]はm以上 n以下の整数の集合を表す．なお，
外部磁場の値は 0を許容するが，相互作用の値は 0を許容
しない．

2.2 シフト法
シフト法は，元のイジングモデルの相互作用係数や外部

磁場係数の下位ビットを削ることでビット幅を削減する手
法である．シフト法のアルゴリズムを Algorithm1に示す．
borg は，与えられたイジングモデルのすべての係数を表現
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図 3: 相互作用と外部磁場が 4ビットで表されるイジング
モデルの例．

𝜎1

-3

2

2

𝜎2

𝜎3

+1

-1

-1

𝜎1

-3

2

2

𝜎2

𝜎3

図 4: 図 3のイジングモデルをシフト法により相互作用と
外部磁場が 3ビットで表されるイジングモデルへ変換した
例．
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図 5: シフト法適用により基底状態が変化する例．

するために必要なビット数を表す．bdst はビット幅削減の
目標とするビット数を表す．
相互作用係数と外部磁場係数が 4ビットで表されるイジ

ングモデルと基底状態を図 3 に，図 3 のイジングモデルを
シフト法により 1ビット削減したイジングモデルを例を図
4 に示す． 図 3の基底状態のエネルギー値はH1 = −15で
あり，図 4の基底状態のエネルギー値はH2 = −7である．
エネルギー値は異なるが，基底状態は一致する．シフト法
はスピン数を増やさないが，下位ビットを削除するため，
変換後の基底状態が一致しなくなる可能性がある．図 5に
シフト法の適用により基底状態が変化する例を示す．図
5(a)にシフト法適用前のイジングモデルを，図 5(b)にシ
フト法適用後のイジングモデルを示す．図 5(a)と図 5(b)

を比較すると，図 5(b)では図 5(a)の基底状態の他に，も
う一つの基底状態が存在する．
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Algorithm 2 相互作用係数の変換アルゴリズム
Require: G = (V,E), wV , wE

Ensure: G′ = (V ′, E′), w′
V , w′

E

V ′ = V,E′ = E

for e = (i, j) in E do

while wE(e) > rupperE do

wE(e) = wE(e)− rupperE

新たな頂点 v′ を生成し，V ′ に v′ を追加
新たなエッジ e′1 = (i, v′), e′2 = (v′, j)を生成し，E′ に e′1, e

′
2

を追加
w′

E(e′1) = rupperE , w′
E(e′2) = −rupperE

end while

while wE(e) < rlower
E do

wE(e) = wE(e)− rlower
E

新たな頂点 v′ を生成し，V ′ に v′ を追加
新たなエッジ e′1 = (i, v′), e′2 = (v′, j)を生成し，E′ に e′1, e

′
2

を追加
w′

E(e′1) = −rlower
E , w′

E(e′2) = −rlower
E

end while

w′
E(e) = wE(e)

end for

Algorithm 3 外部磁場係数の変換アルゴリズム
Require: G = (V,E), wV , wE

Ensure: G′ = (V ′, E′), w′
V , w′

E

V ′ = V,E′ = E

for v in V do

while wV (v) > rupperV do

wV (v) = wV (v)− rupperV

新たな頂点 v′ を生成し，V ′ に v′ を追加
新たなエッジ e′ = (v.v′) を生成し，E′ に e′ を追加
w′

E(e′) = −rupperV , w′
V (v′) = rupperV

end while

while wV (v) < rlower
V do

wV (v) = wV (v)− rlower
V

新たな頂点 v′ を生成し，V ′ に v′ を追加
新たなエッジ e′ = (v.v′) を生成し，E′ に e′ を追加
w′

E(e′) = rlower
V , w′

V (nv′) = rlower
V

end while

w′
V (v) = wV (v)

end for

2.3 スピン追加法 [10]

スピン追加法 [10]は，スピンを追加することでビット幅
を削減する．シフト法の欠点である基底状態が変換前後で
必ずしも一致しない問題点を解決する．スピン追加法は，
相互作用係数を変換するアルゴリズムと外部磁場係数を変
換するアルゴリズムの 2つからなる．相互作用係数を変換
するアルゴリズムを Algorithm2に示し，外部磁場係数を
変換するアルゴリズムを Algorithm3に示す．
図 6にスピン追加法による基底状態の例を示す．相互作
用係数，外部磁場係数が 3ビットで表すことのできるイジ
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(b) スピン追加法適用後のイジングモデルと基底状態．

図 6: スピン追加法による基底状態変化の例．

ングモデルを図 6(a) に示す．図 6(a)のイジングモデルか
ら，スピン追加法を適用により，相互作用係数と外部磁場係
数を 1ビット削減したイジングモデルを図 6(b)に示す．図
6(b)では，符号ビットを 1ビット，数値ビットを 1ビット
とし，合わせて 2ビットで各係数を表現している．すなわ
ち，図 6(b)では，rupperE = rupperV = 1，rlower

E = rlower
V = −1

としている．
Algorithm2より σ1と σ2の間の相互作用 J1,2について，

相互作用係数 2を 2ビットまで削減する．rupperE = 1なの
で，相互作用係数は wE((1, 2)) = 2 − 1 = 1とする．その
後スピン α1 を追加し，σ1 と α1 を相互作用係数 1で，σ2

と α1 を相互作用係数 −1で接続する．同様のアルゴリズ
ムを J2,3 にも適応する．
Algorithm3より σ4の外部磁場 h4について，外部磁場計
数−3を 2ビットまで削減する．rlower

V = −1なので，外部
磁場係数は wV (2) = −3 − (−1) − (−1) = −1となる．そ
の後，スピン α5 と α6 を外部磁場 −1で追加し，相互作用
係数を −1とする．同様のアルゴリズムを σ1 に適応する．
以上より，図 6(a)の状態から図 6(b)の状態へと変換す
る．変換しても補助スピンの状態を無視した場合，図 6(a)

と図 6(b)の基底状態は一致する．

3. シフト法とスピン追加法を組合せた手法
本章では，シフト法とスピン追加法を組合せた手法を提
案する．シフト法は，相互作用係数と外部磁場係数の下位
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ビットが 0でない場合に，変換前後で基底状態が変化する
可能性がある. 提案手法では，相互作用係数と外部磁場係
数の値のどれか一つの絶対値が一定の値以下になるまでシ
フト法を逐次的に適用し，次にスピン追加法を適用する．
提案手法は，スピン追加法と比較してスピンの増加を抑え
つつ，シフト法と比較して基底状態が変化することを防ぐ．

3.1 シフト法における基底状態の振る舞い
あるイジングモデルの相互作用係数 Ji,j と外部磁場
係数 hi の下位 1 ビットを削減する場合を考える．今，
M1 = (V1, E1)を相互作用のみで構成されたイジングモデ
ル，M2 = (V2, E2)を外部磁場のみで構成されたイジング
モデルとする．また簡単のため，M1 の相互作用係数 Ji,j

ならびにM2の外部磁場係数 hiはすべて正であるとし，す
べて 2の倍数であるとする．
M1 に関して，エネルギー関数H1 は式 (2) で表される．

H1 =
∑

(i,j)∈E1

Ji,jσiσj (Ji,j > 0) (2)

相互作用 Ji,j に対して下位 1ビットを削除するとエネル
ギー関数は式 (3) で表される．

H ′
1 =

∑
(i,j)∈E1

⌊
1

2
Ji,j

⌋
σiσj

2H ′
1 =

∑
(i,j)∈E1

Ji,jσiσj (3)

ここで式 (2)で表されるエネルギー関数を最小化するよう
なスピン σi（iはM1上の任意の頂点）の向き（+1か−1）
は，明らかに式 (3)で表されるエネルギー関数を最小化す
る．つまり式 (2)の基底状態と式 (3)の基底状態は一致す
ることになる．
また，M2 に関して，エネルギー関数 H2 は式 (4) で表

される．
H2 =

∑
i∈V2

hiσi (hi > 0) (4)

外部磁場 hiに対して下位 1ビットを削除するとエネルギー
関数は式 (5) で表される．

H ′
2 =

∑
i∈V2

⌊
1

2
hi

⌋
σi

2H ′
2 =

∑
i∈V2

hiσi (5)

ここで式 (4)で表されるエネルギー関数を最小化するよう
なスピン σi（iはM2上の任意の頂点）の向き（+1か−1）
は，明らかに式 (5)で表されるエネルギー関数を最小化す
る．つまり式 (4)の基底状態と式 (5)の基底状態は一致す
ることになる．
式 (3)と式 (5)より，任意のイジングモデルを表す式 (1)

は，係数の下位 1ビットを削除すると式 (6) となる．

H ′ =
∑

(i,j)∈E

[
1

2
Ji,j

]
σiσj +

∑
i∈V

[
1

2
hi

]
σi (6)

ここで [x] は小数値の切り捨て，すなわち x ≥ 0 のとき
⌊x⌋，x < 0のとき ⌈x⌉を表す．式 (6)のすべての Ji,j，hi

が 2の倍数の時，式 (6)は式 (7)に変換できる．

2H ′ =
∑

(i,j)∈E

Ji,jσiσj +
∑
i∈V

hiσi (7)

ここで式 (1)で表されるエネルギー関数を最小化するよ
うなスピン σi（i は頂点集合 V 上の任意の頂点）の向き
（+1か −1）は，明らかに式 (7)で表されるエネルギー関
数を最小化する．つまり式 (1)の基底状態と式 (7)の基底
状態は一致することになる．
したがって，相互作用係数と外部磁場係数が 2のべき乗
であるとき，シフト法の変換前後の基底状態は一致すると
考えられる．
上記を一般化すると以下のようになる．

定理 1. すべての相互作用係数 Ji,j とすべての外部磁場係
数 hi が整数 n > 0の倍数である場合，式 (8)と式 (9)の基
底状態は一致する．

H =
∑

(i,j)∈E

Ji,jσiσj +
∑
i∈V

hiσi (8)

H ′ =
∑

(i,j)∈E

[
1

n
Ji,j

]
σiσj +

∑
i∈V

[
1

n
hi

]
σi (9)

証明. イジングモデルのエネルギー関数は式 (10)で表さ
れる．

H =
∑

(i,j)∈E

Ji,jσiσj +
∑
i∈V

hiσi (10)

ここで，相互作用係数 Ji,j と外部磁場係数 hi が整数 nで
割り切れるので，式 (10)の相互作用係数と外部磁場係数を
nで割ると式 (11) となる．

H ′ =
∑

(i,j)∈E

[
1

n
Ji,j

]
σiσj +

∑
i∈V

[
1

n
hi

]
σi

nH ′ =
∑

(i,j)∈E

Ji,jσiσj +
∑
i∈V

hiσi (11)

式 (10)と式 (11)の右辺は一致している．よって，式 (10)

のエネルギー関数を最小化するようなスピン σi (i ∈ V )

の向き (+1か −1)は，明らかに式 (11)で表されるエネル
ギー関数を最小化する．以上より，式 (10)と式 (11)の基
底状態は同じになる．

定理 1より，相互作用係数 Ji,j と外部磁場係数 hi が整
数 nの倍数の場合，Ji,j と hiを nで除算した前後で基底状
態は一致する．一方で，相互作用係数 Ji,j と外部磁場係数
hi が nの倍数でない場合，式 (10)から式 (11)への変形が
できないため，除算前後で基底状態が一致しない可能性が
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(c) 図 8(a) にシフ
ト法を適用した結
果．

図 8: 係数の値が近い場合 (rlower
V = −7, rupperV = 7)．
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(b) 図 9(a) の係数
の下位 4 ビットを
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(c) 図 9(a) にシフ
ト法を適用した結
果．

図 9: 1つの係数が極端に大きい場合 (rlower
V = −7, rupperV =

7)．

ある．シフト法では，下位ビットを削減するため，n = 2

で切り捨て除算を繰り返すのと等価となる．よって，相互
作用係数と外部磁場係数が 2の倍数の場合は変換前後で基
底状態が一致するが，相互作用係数と外部磁場係数が 2の
倍数でない場合は変換前後で基底状態が一致しない可能性
がある．
上記より，シフト法の適用前後の基底状態が異なる原因

は以下の二つが考えられる．

原因 1 相互作用係数や外部磁場係数が奇数の場合，係数
を 2で除算した場合，切り捨てが生じるため．

原因 2 相互作用係数や外部磁場係数が ±1の場合，これ
以上除算ができず，そのまま ±1とするため．

原因 1に該当する例として，以下の 2つの係数の組合せ
が考えられる．

ケース 1 係数がすべて奇数の場合．

ケース 2 2つの係数 x, y の値が近い場合，2による除算
を行うと，切り捨てにより値の大小が変化する
場合．

図 7にケース 1の例を示す．図 7(b)のイジングモデル
は，図 7(a)のイジングモデルの相互作用係数を 1ビット削
減したものである．さらに図 7(c)のイジングモデルは，図
7(b)のイジングモデルの相互作用係数を 1ビット削減した
ものである．図 7(b)の J1,2の 2倍は図 7(a)の J1,2と等し
くない．また，図 7(c)のイジングモデルにおいて，図 8(b)

の J1,2 の 2倍は図 7(b)の J1,2 と等しくない．よって，図
7(c)は，図 7(a)に対して，相互作用係数の下位 2ビットを
削減しているが，変換前のイジングモデル (図 7(a))の係数
は，変換後のイジングモデル (図 7(c))の対応する係数の 4

倍には必ずしもなっていない．
図 8にケース 2の例を示す．シフト法適用前の図 8(a)

の相互作用係数 J2,3, J3,4, J4,1 の値はすべて異なっている
が，シフト法適用後の図 8(c)の相互作用係数 J2,3, J3,4, J4,1

の値はすべて等しくなっている．よって，図 8 では下位
2ビットを削除しているが，変換前のイジングモデル (図
8(a))の係数は，変換後のイジングモデル (図 8(c))の対応
する係数の 4倍には必ずしもなっていない．
原因 2に該当する例として，以下の 1つの係数の組合せ

が考えられる．

ケース 3 1つの係数が極端に大きいもしくは小さい場合．

図 9にケース 3の例を示す．極端に大きい相互作用係数
(図 9では 128)が rupperV = 7に収まるまで 2で除算される
(5回除算される)．この時，図 9(b)の J2,3と J3,4に対して
は，±1に対する 2の除算の結果として，そのまま±1を出
力する (図 9(c)の J2,3, J3,4)．結果，図 9(b)の J4,1 = 2に
対する 2の除算の結果である図 9(c)の J4,1 = 1と図 9(c)

の J2,3 = 1の値が等しくなる．よって，図 9(c)は，図 9(a)

に対して，下位 5ビットを削除しているが，変換前のイジン
グモデル (図 9(a))の係数は，変換後のイジングモデル (図
9(c))の対応する係数の 32倍には必ずしもなっていない．

3.2 シフト法に関する予備実験
シフト法の基底状態が不一致となる原因を検証した．

3.2.1 実験手順
実験手順を以下に示す．

( 1 ) 5種類のイジングモデルを用意する．用意したイジ
ングモデルを図 10に示す．

( 2 ) 図 10のイジングモデルの相互作用係数と外部磁場係
数に以下の 3つのケースで値を設定する．

(I) 各相互作用係数と外部磁場係数を ±8から ±100ま
での奇数とする．ただし，どの 2つの相互作用係数
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(a) モデル 1． (b) モデル 2． (c) モデル 3．

(d) モデル 4． (e) モデル 5．
図 10: 実験に用いたイジングモデル．

表 1: シフト法の変換前後での基底状態の変化に関する実
験結果．

モデル ケース 1 ケース 2 ケース 3

図 10(a) 一致 不一致 不一致
図 10(b) 一致 不一致 一致
図 10(c) 不一致 不一致 不一致
図 10(d) 一致 不一致 不一致
図 10(e) 一致 不一致 一致

と外部磁場係数も同じ値を取らない．(ケース 1)

(II) 各相互作用係数と外部磁場係数を ±8から ±100で
の整数とする．ただし，どの 2つの相互作用系数の
絶対値と外部磁場係数の絶対値の差は 10以内とす
る．(ケース 2)

(III) 各相互作用係数と外部磁場係数を ±8から ±100で
の整数とする．ただし，ただ 1つの相互作用係数も
しくは外部磁場係数を ±100から ±200までの整数
とする．(ケース 3)

( 3 ) イジングモデルの基底状態を総当たりで求める．

( 4 ) すべての係数が rlower
V = rlower

E = −7, rupperV =

rupperE = 7 の範囲内に収まるようにシフト法でイ
ジングモデルのビット幅を削減する．

( 5 ) ビット幅を削減したイジングモデルに対して，総当
たりで基底状態を求める．

( 6 ) 3で得られた基底状態と 5で得られた基底状態を比
較する．

組合せ (Ⅰ)は図 7の例に対応する．組合せ (Ⅱ)は図 8の
例に対応する．組合せ (Ⅲ)は図 9の例に対応する．
3.2.2 実験結果
シフト法を適用してイジングモデルを変換する前後を比

較した実験結果を表 1 に示す．

Algorithm 4 提案手法のアルゴリズム
Require: G = (V,E), wV , wE

Ensure: G′ = (V ′, E′), w′
V , w′

E

while True do

if す べ て の v の 内 ，1 つ 以 上 の v が rlower
V ≤

wV ′(v) and wV ′(v) ≤ rupperV then

break

end if

if す べ て の e の 内 ，1 つ 以 上 の e が rlower
E ≤

wE′(e) and wE′(e) ≤ rupperE then

break

end if

V ′ = V

E′ = E

for v in V ′ do

if wV (v) > 0 then

w′
V (v) = max

(
⌊wV (v)

2
⌋, 1

)
else if wV (v) < 0 then

w′
V (v) = min

(
⌈wV (v)

2
⌉,−1

)
end if

end for

for e in E′ do

if wE(e) > 0 then

w′
E(e) = max

(
⌊wE(e)

2
⌋, 1

)
else

w′
E(e) = min

(
⌈wE(e)

2
⌉,−1

)
end if

end for

end while

Algorithm2 の適用
Algorithm3 の適用

組合せ (Ⅰ)の基底状態は変換前後で一致していることか
ら，単純に奇数に対する除算による影響は小さいと考えら
れる．組合せ (Ⅱ)の結果より，係数の値が近い場合，切り
捨ての除算により値の大小関係が丸められることから，基
底状態に影響が出てくると考えられる．組合せ (Ⅲ)の結果
より，±1に対する除算において，除算の結果をそのまま
±1とすることにより，値の大小関係が丸められることか
ら，基底状態に影響が出てくると考えられる．

3.3 提案手法のアルゴリズム
3.2.2項で説明したように，シフト法は，ケース 1～ケー

ス 3においてビット削減によって，基底状態を変化させる
ことになる．このうち特にケース 2とケース 3では，基底
状態が大きく変化する．そこで，シフト法による基底状態
の変化を最小限に留めた上で，スピン追加法を適用するこ
とを考える．以下のアプローチをとる．
Step 1: シフト法を適用することにより， イジングモデ
ル全体の相互作用係数と外部磁場係数のビット幅を削
減する．

Step 2: Step 1の結果に対して，すべての相互作用係数
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(c)提案手法スピン
追加法部分適用後
のイジングモデル．

図 11: 提案手法適用の流れ．

が rlower
E 以上 rupperE 以下，外部磁場係数が rlower

V 以上
rlower
V 以下となるようにビット幅を削減する．

ここで，イジングモデル中の相互作用係数のいずれか 1

つが rlower
E 以上 rupperE 以下になるまで，あるいは外部磁場

係数のいずれか 1つが rlower
V 以上 rlower

V 以下になるまでシ
フト法を適用することを考える．もしここまでシフト法を
適用しないと，すべての相互作用係数はが rlower

E 未満ある
いは rupperE 以上であり，外部磁場係数は rlower

V 未満あるい
は rlower

V 以上であり，Step 2で極めて多くのスピンを追加
することなる．一方，Step 1でシフト法をさらに多く適用
すると，3.2.2項のケース 2あるいはケース 3のように，多
くの係数が同じ値になる，あるいは ±1になり，基底状態
の変化が生じる．つまり，Step 1は，イジングモデル中の
相互作用係数のいずれか 1つが rlower

E 以上 rupperE 以下にな
るまで，あるいは外部磁場係数が rlower

V 以上 rlower
V 以下に

なるまでシフト法を適用することが最も良い．なお，この
場合でも，一部の下位ビットはシフト法により削除される
が，3.2.2項のケース 1の予備実験のように，この影響は大
きくないと考える（詳細は，4章の実験結果を参照）．
提案手法のアルゴリズムを Algorithm4に示す．4スピ
ンのイジングモデルに対し，提案手法でビット幅を削減し
た例を図 11 に示す．ただし， rlower

E = −7, rupperE = 7と
する．まず，相互作用の内どれか 1つが rlower

E から rupperE

の範囲に収まるまで下位ビットの削除をする．次にスピン
追加法を用いて変換をする．図 11(b)では，J2,3 = −12を
2で割ると −6になるため，シフト法からスピン追加法に
変える．スピン追加法を元のイジングモデルに適用すると
10スピン増えるが，提案手法では 4スピン増える．

3.4 提案手法における基底状態の振る舞い
図 11の例において，元のイジングモデル (図 11(a))と
ビット幅削減後のイジングモデル (図 11(c))の基底状態を
考える．まず元のイジングモデルの相互作用係数はすべて
2の倍数となっている．すべての相互作用係数を 2で割る
と，図 11(b)のイジングモデルを得る．このとき定理 1に
より，元のイジングモデル (図 11(a))と図 11(b)のイジン
グモデルは基底状態が変化しない．また，その後，スピン
追加法により図 11(b)のイジングモデルから図 11(c)のイ

ジングモデルを得る．文献 [10]によれば，スピン追加法に
より基底状態は変化しない．つまり，図 11の例では元の
イジングモデル (図 11(a))とビット幅削減後のイジングモ
デル (図 11(c))の基底状態は一致する．
上記を一般化すると以下のようになる．

定理 2. あるイジングモデルのエネルギー関数が式 12で
表されるとする．

H =
∑

2pi,jJi,jσiσj +
∑

2qihiσi (12)

Ji,j , hi ̸= 0 は任意の奇数（最下位ビットが 1），pi, j ≥
0, qi ≥ 0 は整数とする．pi,j と qi が最小となるエッジ
(i, j) ∈ E と頂点 k ∈ V について，rlower

E ≤ Ji,j ≤ rupperE

または rlower
V ≤ hk ≤ rupperV であれば提案手法の変換前後

で基底状態は一致する．
　

証明. イジングモデルのエネルギー関数が式 (13) で表さ
れるとする．

H =
∑

(i,j)∈E

2pi,jJi,jσiσj +
∑
i∈V

2qihiσi (13)

最小の pi,j をとるエッジを (im, jm) ∈ E とする．最小の
qk をとる頂点 km ∈ V とする．
qkm

≥ pim,ij の場合を考える．rlower
E = −|Jim,jm |，

rupperE = |Jim,jm | とすると，提案手法ではどれか一つの
相互作用係数が rlower

E 以上 rupperE 以下，もしくは外部磁場
係数が rlower

V 以上 rupperV 以下になるまで下位ビットを削減
するため，シフト法適用時に削減するビット数は pim,jm と
なる．よって，式 (13)のシフト法適用後のエネルギー関数
は式 (14) となる．

H =
∑

(i,j)∈E

1

2pim,jm
2pi,jJi,jσiσj +

∑
i∈V

1

2pim,jm
2qihiσi

(14)

式 (14) に関して，qi ≥ qkm
≥ pim,jm かつ pi,j ≥ pim,jm

であるため，すべての係数は 2pim,jm で割り切れる．よっ
て定理 1より式 (13)から式 (14)の変形で基底状態は一致
する．以上より，このあとにスピン追加法を適用しても，
qkm ≥ pim,jm の時，各係数のビット幅を

[
rlower
E , rupperE

]と
すると提案手法の変換前後で基底状態は一致する．
pim,jm ≥ qkm

の場合を考える．rlower
V = −|hkm

|，
rupperV = |hkm

| とすると，提案手法ではどれか一つの相
互作用係数が rlower

E 以上 rupperE 以下，もしくは外部磁場係
数が rlower

V 以上 rupperV 以下になるまで下位ビットを削減す
るため，シフト法適用時に削減するビット数は qkm

とな
る．よって式 (13)のシフト法適用後のエネルギー関数は
式 (15) となる．

H =
∑

(i,j)∈E

1

2qkm
2pi,jJi,jσiσj +

∑
i∈V

1

2qkm
2qihiσi (15)
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式 (15)に関して，pi,j ≥ pim,jm ≥ qkm かつ qi ≥ qkm であ
るため，すべての係数は 2qkm で割り切れる．よって定理 1

より式 (13)から式 (14)の変形で基底状態は一致する．以上
より，このあとにスピン追加法を適用しても，pim,jm ≥ qkm

の時，各係数のビット幅を [rlower
V , rupperV

] とすると提案手
法の変換前後で基底状態は一致する．

なお，相互作用係数 2pi,jJi,j について，Ji,j < rlower
E あるい

は Ji,j > rupperE のとき，提案手法では，シフト法によって
pi,j 回以上ビットシフトすることになり，Ji,j の下位ビッ
トが削除されることになる．この場合には，ビット削減前
後で基底状態が変化する可能性がある．同様に，外部磁場
係数 2qihiについて，hi < rlower

V あるいは hi > rupperV のと
き，提案手法では，シフト法によって qi回以上ビットシフ
トすることになり，hiの下位ビットが削除されることにな
る．この場合には，ビット削減前後で基底状態が変化する
可能性がある．

4. 提案手法の評価実験
本章では，提案手法に対する 2種類の評価実験の結果を

示す．

4.1 整数分割問題を用いた提案手法の評価実験
提案手法を整数分割問題に用いて実験した．

4.1.1 整数分割問題
本実験では整数分割問題を用いる．整数分割問題とは，

与えられた正の整数列を二つの集合に分けた時に，それぞ
れの集合の和の差が 0になるかどうかを判定する問題であ
る．N 個の整数 n1, n2, ..., nN の整数分割問題は，スピン
σi を用いて式 (16) でイジングモデルに変換する [11]．

H =

(
N∑
i=1

niσi

)2

(16)

4.1.2 実験手順
実験手順を以下に示す．

( 1 ) 整数分割問題をイジングモデルに変換する．

( 2 ) イジングモデルの基底状態を総当たりで求める．

( 3 ) 提案手法でイジングモデルのビット幅を削減する．
またこのときの基底状態を求める．提案手法でイジ
ングモデルのビット幅を削減すると，スピン数が増
加し，総当りで基底状態を求めることが不可能とな
る．そこで，実アニーリングマシン [8]を用いて基底
状態を求める．なお，実アニーリングマシンを利用
した場合，必ずしも基底状態が求まるとは限らない
ことに注意する．

( 4 ) シフト法でビット幅削減したイジングモデルの基底

表 2: 各手法で整数分割問題を解いた実験結果 1．
分割対象の値 提案手法 シフト法 スピン

追加法

一致/不一致 スピン数 一致/不一致 スピン数

{i|i ∈ [10, 11]} 一致 2 一致 4

{i|i ∈ [10, 12]} 一致 3 一致 10

{i|i ∈ [10, 13]} 不一致 4 不一致 20

{i|i ∈ [10, 14]} 一致 7 一致 35

{i|i ∈ [10, 15]} 不一致 12 不一致 56

{i|i ∈ [10, 16]} 一致 18 一致 83

{i|i ∈ [10, 17]} 不一致 26 不一致 119

{i|i ∈ [10, 18]} 一致 35 不一致 164

{i|i ∈ [10, 19]} 不一致 47 不一致 221

{i|i ∈ [10, 20]} 不一致 61 不一致 287

表 3: 各手法で整数分割問題を解いた実験結果 2．
分割対象の値 提案手法 シフト法 スピン

追加法

一致/不一致 スピン数 一致/不一致 スピン数

{10i|i ∈ [1, 2]} 一致 2 一致 6

{10i|i ∈ [1, 3]} 一致 4 一致 28

{10i|i ∈ [1, 4]} 一致 11 一致 86

{10i|i ∈ [1, 5]} 一致 26 一致 209

{10i|i ∈ [1, 6]} 一致 52 不一致 430

{10i|i ∈ [1, 7]} 一致 96 不一致 794

{10i|i ∈ [1, 8]} 一致 162 不一致 1348

{10i|i ∈ [1, 9]} 不一致 260 不一致 2153

{10i|i ∈ [1, 10]} 不一致 397 不一致 3270

状態を総当たりで求める．

( 5 ) スピン追加法でイジングモデルのビット幅を削減し
た場合のスピン数を求める．

( 6 ) (2)，(3)，(4)で得られた解と (3)と (5)で得られたス
ピン数を比較する．

上記の問題に対して，物理イジングモデルの相互作用
係数ならびに外部磁場係数の範囲を rlower = −80 から
rupper = +80とし，この範囲に収まるようにビット削減
した．
4.1.3 実験結果
整数分割問題を提案手法を使いビット幅削減し実アニー

リングマシンで解いた実験結果と，シフト法を使いビット
幅削減し総当たりで解いた結果とスピン追加法で変換した
場合のスピン数をそれぞれ表 2と表 3に示す．
表 2に関して，シフト法と提案手法の変換前との基底状

態の一致数は提案手法が多くなった．表 3に関して，シフ
ト法と提案手法の変換前との基底状態の一致数は提案手法
が多くなった．
すべての組合せで提案手法で生成したイジングモデルの

スピン数はスピン追加法のスピン数よりも少なく, スピン
増加量を抑えられることを確認した．
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表 4: 各手法で図 10のイジングモデルを解いた実験結果．

イジングモデル 手法 削減の結果許容するビット幅
15 13 11 9 7 5 3

図 10(a)(提案ビット幅:11)
シフト法 一致 一致 一致 一致 一致 不一致 不一致
提案手法 一致 一致 一致 一致 一致 一致 一致

図 10(b)(提案ビット幅:11)
シフト法 一致 一致 一致 一致 一致 一致 一致
提案手法 一致 一致 一致 一致 一致 一致 一致

図 10(c)(提案ビット幅:11)
シフト法 一致 一致 一致 不一致 不一致 不一致 一致
提案手法 一致 一致 一致 一致 一致 一致 一致

図 10(d)(提案ビット幅:15)
シフト法 一致 一致 一致 一致 一致 一致 一致
提案手法 一致 一致 一致 一致 一致 一致 一致

図 10(e)(提案ビット幅:11)
シフト法 一致 一致 一致 一致 一致 一致 一致
提案手法 一致 一致 一致 一致 一致 一致 一致

4.2 定理 2の検証実験
定理 2で証明した提案手法の性質を検証した．

4.2.1 実験手順
実験手順を以下に示す．

( 1 ) 図 10に示した 5種類のイジングモデルを用意する．

( 2 ) 各係数を z = x× 2y とする．ただし，xに ±11から
±17の間の奇数，y に 2から 5のランダムな値を用
いた．

( 3 ) イジングモデルの基底状態を総当たりで求める．

( 4 ) シフト法でビット幅を削減したイジングモデルの基
底状態を総当たりで求める．

( 5 ) 提案手法でビット幅を削減したイジングモデルの基
底状態を実アニーリングマシン [8]で求める．

( 6 ) (3)と (4)と (5)で得られた基底状態を比較する．

上記の問題に対して，物理イジングモデルの相互作用係数
ならびに外部磁場係数の範囲を rlower = −15, rupper = 15

から rlower = −3, rupper = 3へと変化させながら，この範
囲に収まるようにビット削減した．
4.2.2 実験結果
図 10のイジングモデルを提案手法を使いビット幅削減

し実アニーリングマシンで解いた結果と，シフト法を使い
ビット幅削減し総当たりで解いた結果を表 4に示す．
表中の提案ビット幅は定理 2で求められるビット幅削減
の目標とする値を表す．表 4より，ビット幅削減の目標と
する値が定理 2で求められるビット幅削減の目標とする値
以上の場合，提案手法変換前後で基底状態が一致すること
を確認した．また，定理 2のビット幅削減の目標とする値
未満の場合でも，シフト法と比較して提案手法は基底状態
がより一致することを確認した．

5. おわりに
本稿では，ビット幅削減手法の新規手法として，シフト

法とスピン追加法を組合せた手法を提案した．また，シフ
ト法における基底状態のふるまいと，提案手法における特
定のイジングモデルでの基底状態の振る舞いについて証
明，検証した．提案手法はシフト法より基底状態が一致し
やすく，スピン追加法よりスピン数の増加を抑えられるた
め，より多くの問題を解くことができる可能性がある．今
後，提案手法とトポロジ変換を組合せ，任意の論理イジン
グモデルから特定の物理イジングモデルに変換する手法を
構築する．
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