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円周上のmax-min 5-dispersion問題
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概要：施設の配置候補点の集合が与えられたときに，指定した個数の施設を互いに離して配置する問題を
一般に dispersion問題という．本論文では，与えられた n個の点の集合が円周上にある場合に 5個の点を
互いに離して配置する問題を解く O(n)時間アルゴリズムを考える．
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Abstract: Given a set of possible locations for facilities. We wish to find a subset of locations so that a
designated cost is maximized. The problem is called the dispersion problem. In this paper we design an
O(n) time simple algorithm to solve the problem if all possible locations are on a circle and the size of the
subset is 5.
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1. まえがき

施設の配置候補点の集合が与えられたときに，指定した個

数の施設を互いに離して配置する問題を一般に dispersion

問題という [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11],

[12], [14], [15], [16], [18], [19]．たとえば，消防署は，互い

に離して配置することが望ましい．dispersion問題の多く

は NP困難であり [10], [19]，多項式時間のアルゴリズムを

設計することは難しいと思われる．この問題を解く指数時

間アルゴリズムも知られている [1]．本論文では，入力に制

約を加えた場合について，この問題を解くアルゴリズムを

設計する．特に，与えられた点の集合が円周上にある場合

の dispersion問題について考察する．

円周上の n個の点の集合を P = {p1, p2, . . . , pn}とする．
これらを施設の配置候補点の集合とする．P 中の 2 点 u

から v への円周に沿った時計回りの弧の長さを d(u, v)と

する．P と整数 k が与えられたとき，|S| = k となる集合
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S ⊂ P，で cost(S) = minx,y∈S{d(x, y)}が最大となるもの
を円周上の k-dispersionとよび，そのような S を求める問

題を円周上の max-min k-dispersion 問題とよぶ．L を円

周の長さとしたとき，cost(S) ≤ L
k であることが容易に分

かる．

円周上の max-min k-dispersion問題を，path partition

問題に帰着してからこれを解く O(n) 時間の複雑なアル

ゴリズムがある [18]．このアルゴリズムは，O(n)時間の

matrix search問題を解くアルゴリズム [13]をサブルーチ

ンとして用いており，実装は非常に困難である．

一方，特に，k = 3および 4のときは，円周上のmax-min

k-dispersion問題を解くO(n)時間の簡単なアルゴリズムが

ある [1], [17]．本論文は，円周上の max-min 5-dispersion

問題を解く O(n)時間のアルゴリズムを設計する．

本論文の構成は次のとおりである．2 章は準備である．

3 章は円周上のmax-min 5-dispersion問題を解くアルゴリ

ズムを提案する．4 章はまとめである．

c© 2021 Information Processing Society of Japan 931



情報処理学会論文誌 Vol.62 No.3 931–935 (Mar. 2021)

図 1 直線分への変形

Fig. 1 Transformation to a line segment.

2. 準備

P = {p1, p2, . . . , pn}を円周上の点の集合とし，これら
は円周上に時計回りにこの順に現れるとする．n ≥ 5とす

る．P の 5-dispersionを S = {q1, q2, q3, q4, q5} ⊂ P とす

る．q1, q2, . . .は円周上に時計回りにこの順で現れるとす

る．Lは円周の長さとする．

事実 1：d(q1, q2)，d(q2, q3)，d(q3, q4)，d(q4, q5)，d(q5, q1)

のいずれかは L
5 以上である．

一般性を失うことなく d(q5, q1) ≥ L
5 とする．点 pu ∈ P

から時計回りに 4L
5 進んだ円周上の点を buとする．また点

sから tへの時計回りの開区間を (s, t)と書く．これに tを

含む区間を (s, t]と書く．点 sから tへの時計回りの閉区

間を [s, t]と書く．

事実 2：q1 = pu とする．q5 は区間 (pu = q1, bu]中の P の

点で，bu に一番近い点としてよい．

そうでないときは点 q5 を，区間 (pu = q1, bu]中の P の

点で bu に一番近い点に置きかえても，costは変わらない．

もし costが大きくなれば S が P の 5-dispersionであった

ことに矛盾するからである．

円周の区間 (bu, pu = q1) を削除し，残りの部分を

各点の距離を保つように直線分に変形しよう（図 1

参照）．（このとき，円周上の点集合 P の 5-dispersion

S = {q1, q2, q3, q4, q5} ⊂ P は，（d(q5, q1) ≥ L
5 なので）直

線上の点集合 {pu = q1, pu+1, pu+2, . . . , q5}の 5-dispersion

である．

各点 pi ∈ P について，piから時計回りに 4L
5 進んだ点を

bi とし，円周から区間 (bi, pi)を削除した残りの部分の区

間 [pi, bi]を各点の距離を保つように上のように直線分に変

形し，この区間の P の点の集合を Pi とする．直線上の点

集合 Pi の 5-dispersionを求める問題を P (i)としよう．各

i = 1, 2, . . . , nについて，問題 P (i)の 5-dispersion Siを求

め，これらのうち最も cost(Si)が大きい Si を選べば，円

周上の点集合 P の 5-dispersionとなる．

補題 1. P (i)の 5-dispersionは O(n)時間で計算できる．

Proof. この問題の解を S = {pi, pa, pb, pc, pj}とする．一

図 2 4 つの区間 A，B，C，D

Fig. 2 The four intervals A, B, C, D.

般性を失わず，直線は水平であるとしてよい．x(pi) <

x(pa) < x(pb) < x(pc) < x(pj)とする．pi と pj は直線分

上の点集合 Piのうち，最も左にある点と最も右にある点と

してよい．このとき，区間 (pi, pj)を 4等分する点を左か

ら順に xL，xC，xRとする．これらの点により区間 (pi, pj)

を 4つの区間 A = (pi, xL]，B = (xL, xC ]，C = (xC , xR]，

D = (xR, pj)に分割する（図 2 参照）．

このとき 3点 pa，pb，pc を，区間 A，B，C，Dのどこ

に配置するかによって次の 3つの場合を考えよう．

場合 1 1つの区間に 3点を配置した場合

場合 2 2つの区間に 3点を配置した場合

場合 3 3つの区間に 3点を配置した場合

S は場合 1，2，3のいずれかである．それぞれの場合に

ついてコスト cost(S)が最大になる S = {pi, pa, pb, pc, pj}
を計算しよう．

場合 1 さらに 4つの場合に分けて考える．

場合 1 (a) B，C，Dが空のとき：

pcは xLに最も近いA上の点としてよい．{pi, pa, pb, pc}
は区間 [pi, pc]の 4-dispersionである．この 4-dispersion S′

を次のようにして計算しよう．S′は両端の 2点 pi，pcを含

むとしてよいので残りの pa，pbを計算しよう．区間 (pi, pc)

を 3等分する 2点を左から順に x′
L，x′

R としよう．2点 pa

と pbは 3つの区間 (pi, x
′
L]，(x′

L, x′
R]，(x′

R, pc)のいずれか

に配置する．すなわち少なくとも 1つの区間には，pa，pb

のいずれも配置しない．3つの場合に分けて考えよう．

(1) (pi, x
′
L]以外の 2つの区間に配置する場合．

pa は区間 (x′
L, pc)中の一番左の点としてよい．pb は pa

と pc の中点に最も近い P の点である．

(2) (x′
L, x′

R]以外の 2つの区間に配置する場合．

pa は区間 (pi, x
′
L]中の一番右の Pの点である．pb は区

間 (x′
R, pj)中の一番左の Pの点である．

(3) (x′
R, pj)以外の 2つの区間に配置する場合．

(1)と同様．

場合 1 (b) A，C，Dが空のとき：

pc は xC に最も近い B上の点である（ただし，pa は xL

に最も近いB上の点である）．{pi, pa, pb, pc}は区間 [pi, pc]

の 4-dispersionである．場合 1(a)と同様．

場合 1 (c) A，B，Dが空のとき：場合 1(b)と同様．

場合 1 (d) A，B，Cが空のとき：場合 1(a)と同様．

場合 2 さらに 6つの場合に分けて考える．

場合 2 (a) C，Dが空のとき：

pc は xC に最も近い B上の点である．{pi, pa, pb, pc}は
区間 [pi, pc]の 4-dispersionである．場合 1(a)と同様．
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場合 2 (b) B，Dが空のとき：

(1) Aに paと pb，Cに pcを配置する場合と (2) Aに pa，

Cに pbと pcを配置する場合がある．(1)の場合は pbは xL

に最も近い A上の点である．pa は pi と pb の中点に最も

近いA上の点である．pcは C上の任意の点である．(2)の

場合は pa は xL に最も近い A上の点である．pb は xC に

最も近い C上の点である．pc は xR に最も近い C上の点

である．

場合 2 (c) B，Cが空のとき：

(1) Aに paと pb，Dに pcを配置する場合と (2) Aに pa，

Dに pbと pcを配置する場合がある．(1)の場合，pbは xL

に最も近い A上の点である．pa は pi と pb の中点に最も

近い A上の点である．pc は xR に最も近い D上の点であ

る．(2)の場合も同様である．

場合 2 (d) A，Dが空のとき：

paは xLに最も近い B上の点である．pcは xRに最も近

い C上の点である．pbは paと pcの中点に最も近いB ∪C

の点である．

場合 2 (e) A，Cが空のとき：場合 2(b)と同様．

場合 2 (f) A，Bが空のとき：場合 2(a)と同様．

場合 3 さらに 4つの場合に分けて考える．

場合 3 (a) Dが空のとき：

pc は xR に最も近い C上の点である．{pi, pa, pb, pc}は
区間 [pi, pc]の 4-dispersionである．場合 1と同様．

場合 3 (b) Cが空のとき：

pcは xRに最も近いD上の点である．pbは xC に最も近

い B上の点である．pa は pi と pb の中点に最も近い A上

の点である．

場合 3 (c) Bが空のとき：場合 3(b)と同様．

場合 3 (d) Aが空のとき：場合 3(a)と同様．

次の補題がいえる．

補題 2. 場合 2(b)(1) の条件を満たす P (i) の 5 点 S =

{q1 = pi, q2, . . . , q5}で cost(S)が最大のものがあたえられ

たとき，場合 2(b)(1)の条件を満たす P (i + 1)の 5点があ

るならば，そのような 5点 S′ = {q′1 = pi+1, q
′
2, . . . , q

′
5}で

cost(S′)が最大なものは，O(ΔQ)時間で計算できる．こ

こで，ΔQは，次のように定義される．j = 1, 2, · · · , 5に
ついて Δqj を区間 [qj , q

′
j ]に含まれる P の点の個数とし，

ΔQ =
∑5

j=1 Δqj とする．

Proof. 区間 [q1 = pi, bi]と区間 [q′1 = pi+1, bi+1]を，対応

する P の点が重なるように重ねた区間を考えよう．座標の

原点を pi とする．

q′5は区間 [pi+1, bi+1]中の最も右にある点である．x(q5) ≤
x(q′5)であるので，x(q5)から時計回りに点を順にチェック

し，x(bi+1)を超えない最後の点を q′5 として選べばよい．

これはΔq5 + 1回のチェックで計算することができる．

また，x(pi) < x(pi+1)であるから x(bi) < x(bi+1)であ

る．よって，P (i)における xLを xi
Lとし，P (i+1)における

xLを xi+1
L とすると，x(xi

L) < x(xi+1
L )である．q′3 = pbは

区間 [pi+1, x
i+1
L ]中の最も右にある点である．x(q3) ≤ x(q′3)

であるので，x(q3) から時計回りに点を順にチェックし，

x(xi+1
L )を超えない最後の点を q′3 として選べばよい．これ

は，Δq3 + 1回のチェックで計算することができる．

また，x(pi) < x(pi+1)かつx(q3) ≤ x(q′3)であり，かつ，q2

は区間 [pi, q3]の中点に最も近いP の点，q′2は区間 [pi+1, q
′
3]

の中点に最も近い P の点，であるので x(q2) ≤ x(q′2) で

ある．x(p2) から時計回りに点を順にチェックし，区間

[pi+1, q
′
3] の中点をはじめて超えた点とその直前の点のう

ち，中点に近いほうの点を q′2 として選べばよい．これは，

Δq2 + 2回のチェックで計算することができる．

また q′4 は区間 Cの任意の点を選べばよいのでこれも q4

から時計回りに点を順にチェックすることにより，Δq4 +1

回のチェックで計算することができる．

すなわち，P (i)の S があたえられたとき，P (i + 1)の

S′ は O(ΔQ)時間で計算できる．

もし場合 2(b)(1) の条件を満たす P (i + 1) の 5 点がな

いときは，これをスキップし，そのような 5 点がある最

小の i′ > i なる P (i′) の 5 点 S′ = {q′1 = pi′ , q
′
2, . . . , q

′
5}

で cost(S′)が最大なものを，同様に O(ΔQ)時間で計算で

きる．

場合 2(b)(1)の条件を満たす P (1)の 5点は O(n)時間で

計算できるので，上の補題を i = 1, 2, 3, ...について（必要

によりスキップをいれながら）繰り返し適用することによ

り，次がいえる．i = 1, 2, 3, ...についてΔQを合計すると

O(n)であることに注意しよう．

補題 3. 問題P (1), P (2), · · · , P (n)の解のうち，場合 2(b)(1)

の条件を満たし，costが最大のものは O(n)時間で計算で

きる．

同様のことが，場合 2(b)(1)に限らず，それぞれの場合

についていえる．

3. 提案するアルゴリズム

円周上の 5-dispersion 問題を解くアルゴリズムを提案

する．

このアルゴリズムは，2 章のそれぞれの場合に cost が

最大となる解 5-dispersionを計算し，これらの中で最大の

costを持つものを出力する．

もし，問題 P (i)のそれぞれの場合の，5-dispersion S を

各 iについて，“独立”に計算すると，それぞれ O(n)時間

かかり，アルゴリズム全体でO(n2)時間となる．しかし補

題 3 に示したように，各 i = 1, 2, · · ·について，直前の問
題 P (i)の解を利用して問題 P (i + 1)の解を求めることに

より，特定の場合ごとに 5-dispersionを合計 O(n)時間で

計算できる．場合の個数は定数個なので，アルゴリズム全

体でも計算時間は O(n)となる．次の定理がいえる．
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Algorithm 1 Find-5-dispersion-on-circle

(P = {p1, p2, . . . , pn})
cost := 0

Ans := φ

for 2 章のそれぞれの場合について do

cost が最大の 5-dispersion S を (補題 2 の手法で効率的に) 計
算する
if cost(S) > cost then

cost := cost(S)

Ans := S

end if

end for

Output Ans

定理 1. 円周上の max-min 5-dispersion問題の解は O(n)

時間で計算できる．

4. むすび

P が円周上の点集合のとき，P の 5-dispersionを O(n)

時間で計算する簡単なアルゴリズムを設計した．ここで，

nは P 中の点の個数である．

文献 [1] の円周上の max-min 3-dispersion 問題を解く

O(n) 時間のアルゴリズムにおいても，各 pi を含む 3-

dispersionを利用して，pi+1 を含む 3-dispersionを計算し

ている．このとき，円周を 3つの領域に等分し，これらの

領域の境に最も近い候補点のみが解の候補になることを利

用して場合分けをしている．これに対し，文献 [17]の，円

周上のmax-min 4-dispersion問題を解く O(n)時間のアル

ゴリズムにおいては，同様に円周を 4等分した領域の境に

最も近い候補点に加えて，それらの中点に近い候補点も解

の候補になることを考え，場合分けをしている．

本論文では，各 pi ∈ P に対し，まず，長さ L
5 の弧を削除

し，直線分上の 5-dispersion問題 P (i)を定義し，これらの

解のうち最大のコストを持つものを計算することにより，

円周上の 5-dispersionを求めている．長さ L
5 の弧の削除に

より，場合分けの個数を大幅に削減している．6-dispersion

問題の計算も膨大な場合分けを用いれば可能であると思わ

れるが，場合分けの個数を大幅に削減する新たなアイディ

アを考察したい．

より一般的なmax-min k-dispersion問題を O(n)時間で

解くアルゴリズムを設計したい．
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