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動的計画法に基づくSimple Polygonization

列挙アルゴリズムの実験的評価

中畑 裕1,a) 堀山 貴史2 湊 真一1 山中 克久3

概要：平面上の n点に対し，それら n点を頂点とする単純多角形を simple polygonizationという．平面
上の n点が与えられたとき，simple polygonization すべてを多項式遅延（解 1つあたり多項式時間）で列
挙できるかは計算幾何学分野における重要な未解決問題である．山中らは，simple polygonizationを拡張
した surrounding polygonに対し，逆探索法に基づく多項式遅延の手法を与えた．山中らはこの手法を実
験的に評価し，凸包内部の点が少ない点集合に対して高速に動作することを報告したが，理論的裏付けは
示されていない．一方，中畑らは，動的計画法に基づく指数時間の前処理ののち，simple polygonization

を多項式遅延で列挙する手法を与えたが，実験的評価は行われていない．本稿では，山中らの手法が凸包
内部の点が少ない点集合に対して高速に動作することを裏付ける理論的解析を与える．また，中畑らの手
法を効率化するための枝刈りを提案し，その枝刈りを用いることで，中畑らの手法を同様の入力に適用し
た際の計算量の上界を指数的に改善できることを理論的に示す．中畑らの手法を実験的に評価し，提案し
た枝刈りの効果を調べるとともに，山中らの手法や全探索法との比較を行う．
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Experimental Evaluation of a Dynamic-Programming-Based Algorithm
for Enumerating Simple Polygonizations
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1. はじめに
P を平面上の n点の集合とする．ただし P のどの異なる

3点も一直線上にないとする．P の simple polygonization

とは，頂点集合がちょうど P であるような単純多角形で
ある．図 1 の P に対し，図の最下段にすべての simple

polygonizationを示す．simple polygonizationは計算幾何
学においてよく研究されている．たとえば，n点の集合に
対する simple polygonizationの個数の最大値に対する上
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界，下界が研究されており [1]，現在知られている最良の上
界は O(54.55n) [2], 下界は Ω(4.64n) [3]である．また，点
集合 P が与えられたとき，P の simple polygonizationの
個数を具体的に求める問題も研究されている．現在最速の
アルゴリズムはMarx and Miltzow [4]による nO(

√
n) 時間

のアルゴリズムである．いくつかの特殊ケースについては
多項式時間アルゴリズムが知られている [5], [6]が，一般
にこの問題が多項式時間で解けるかは未解決である [7]．
本稿では，平面上の点集合 P が与えられたとき，P の

simple polygonizationすべてをもれなく重複なく列挙する
問題を考える．この問題に対し，多項式遅延（解 1つあた
り多項式時間）のアルゴリズムが存在するかは未解決であ
る [8]．山中ら [9]は，simple polygonizationを一般化した
surrounding polygonに対して，多項式遅延のアルゴリズム
を与えた．単純多角形 Sが P の surrounding polygonであ
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図 1: surrounding polygonに対する家系木．

るとは，Sの各頂点が P に属し，かつ P のうち Sの頂点で
ない点はすべて S の内側にあることをいう．図 1の P に
対するすべての surrounding polygonは図中の S1, . . . , S13

である．surrounding polygonは simple polygonizationの
一般化なので，前者をすべて列挙すれば後者もすべて列挙
できる．ただしこのアルゴリズムは simple polygonization

に対して多項式遅延とは限らない．山中らはこの手法を実
験的に評価し，凸包内部の点が少ない点集合に対しては
surrounding polygonや simple polygonizationの数が少な
く，結果としてアルゴリズムが高速に動作することを報告
したが，理論的裏付けは示されていない．
一方，中畑ら [10]は，動的計画法に基づく異なるアプ

ローチを提案した．この手法は，指数時間の前処理ののち
に simple polygonizationを多項式遅延で列挙できる．よ
り正確には，指数時間・領域で simple polygonizationの集
合を表す有向非巡回グラフ (DAG)を構築する．このDAG

を用いることで，simple polygonizationを線形遅延で列挙
できる．また，列挙だけでなく，DAGの大きさに対する多
項式時間で，数え上げ，ランダムサンプリング，最適化も
可能である [10]．この手法はまだ実装評価されていない．
また，どのような入力に対して効率よく動作するかの理論
的解析もなされていない．
本稿では，山中らの手法が凸包内部の点が少ない点集合

に対して高速に動作することを裏付ける理論的解析を与え
る．また，中畑らの手法を効率化するための枝刈りを提案
し，その枝刈りを用いることで，中畑らの手法を同様の入
力に適用した際の計算量の上界を指数的に改善できること
を理論的に示す．中畑らの手法を実験的に評価し，提案し
た枝刈りの効果を調べるとともに，山中らの手法や全探索
法との比較を行う．
本稿の構成は次の通りである．2節で記法を導入し，3節
で山中らの手法を，4節で中畑らの手法を説明する．5節で
中畑らの手法を効率化するための枝刈りを提案する．6 節
で山中らの手法と中畑らの手法について，凸包内部の点が

少ない点集合に対する理論的解析を与える．7 節で実験結
果を示し，8 節で本稿をまとめる．

2. 準備
平面上の n点の集合を P とする．本稿を通し，P のど

の異なる 3点も一直線上にないとする．また，P のどの異
なる 2点も x座標が等しくないとする．これらの仮定のも
とで，P の点は x座標の昇順に一意に p1, . . . , pn と順序づ
けられる．たとえば図 1の P はこのように順序づけられ
ている．P の異なる 2点 pi, pj を端点とする線分を eij と
し，EP を P 上の異なる 2点を端点とする線分すべてから
なる集合とする．線分の集合 E′ ⊆ EP における点 p ∈ P

の次数とは，pを端点とする E′ 中の線分の個数である．

3. 山中らの手法
本節では山中らの手法 [9]を説明する．山中らの手法は，

simple polygonizationを一般化した surrounding polygon

を多項式遅延で列挙する手法である．1 節で述べたように，
単純多角形 S が P の surrounding polygonであるとは，S

の各頂点が P に属し，かつ P のうち S の頂点でない点は
すべて S の内側にあることをいう．図 1 が示すように，
surrounding polygonは simple polygonizationや凸包の一
般化である．
山中らの手法は列挙アルゴリズムの一般的な枠組みで

ある逆探索法 [11] に基づく．この手法では surrounding

polygon 間に親子関係を定め，その親子関係が定める木
（家系木）を深さ優先探索することですべての surrounding

polygonを列挙する．
surrounding polygon 間の親子関係を定義する．P の

surrounding polygon S を，その頂点を反時計周りに並べ
た（巡回する）列

⟨
p′1, . . . , p

′
|S|

⟩
で表す．Sの頂点 pが埋め

込み可能であるとは，pとその前後の頂点 pred(p), succ(p)

が囲む三角形が S の内部と交わりをもたないことをいう．
S が凸包でない限り埋め込み可能な頂点は存在する [9]．
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(a) 点集合 P . (b) P のすべての simple polygonization.

図 2: 点集合 P とすべての simple polygonization.

p が埋め込み可能なとき，p に対する埋め込み操作とは，
S から線分 (pred(p), p), (p, succ(p)) を削除し新たな線分
(pred(p), succ(p))を追加する操作である．たとえば図 1の
S2において，p2に対し埋め込み操作を行うと S1が得られ
る．このように，埋め込み操作によって新たな surround-

ing polygonが得られる．S の親を，S の埋め込み可能な
添字最大の頂点に対して埋め込み操作を行って得られる
surrounding polygonと定める．このように定めた親子関
係において，どんな surrounding polygonも親への変形を
繰り返すことで凸包に変形できることが示せる [9]ので，
親子関係は凸包を根として surrounding polygon全体を張
るような木をなす．この根付き木を surrounding polygon

に対する家系木という．図 1に入力の点集合 P と家系木
の例を示す．家系木を根から順に深さ優先探索することで
すべての surrouding polygonを列挙でき，ゆえにすべての
simple polygonizationも列挙できる．
家系木を根から深さ優先探索するために，埋め込み操作

の逆操作である掘削操作を定義する．surrounding polygon

S の辺 (p′, succ(p′)) と S 内部の点 p に対し，S から線分
(p′, succ(p′))を削除し新たな線分 (p′, p), (p, succ(p′))を追
加して得られる多角形を S(p′, p)とおく．S から S(p′, p)

を得る操作を掘削操作という．直感的には，掘削操作は p

に対する埋め込み操作の逆操作である．ただし S(p′, p)は
surrounding polygonとは限らない．そこでアルゴリズムで
は Sの可能な掘削操作を全通り試し，surrounding polygon

であって親が S であるものについてのみ探索を続行する．
この処理を家系木の根である凸包から順に深さ優先に行う
ことで，すべての surrounding polygonが列挙できる．
この手法の理論計算量は（surrounding polygon 1つあ
たり）O

(
n2 log n

)遅延 O
(
n2

)領域である．しかし定数倍
のオーバーヘッドを避けるため本稿では O

(
n3

)遅延の実
装を行った．

4. 中畑らの手法
本節では中畑らの手法 [10]を説明する．中畑らの手法は，
動的計画法に基づき指数時間かけて simple polygonization

の集合を表す DAGを構築する．その DAGを用いること
で simple polygonizationを多項式遅延で列挙できる．以
下ではまず構築する DAGがみたすべき条件を 4.1 節で説
明し，次にそのような DAGを構築するためのアルゴリズ

図 3: simple polygonizationの集合を表す DAG.

ムを 4.2 節で説明する．

4.1 構築するDAGがみたすべき条件
本小節では，中畑らの手法が構築する DAGがみたすべ

き条件を説明する．DAGは，入次数 0の頂点 ⊥と出次数
0の頂点 ⊤をちょうど 1つずつ持つ．直感的には，⊥は
初期状態，すなわち空集合に対応し，⊤は simple polygo-

nizationが完成した状態に対応する．辺には EP の元がラ
ベルとして対応づけられており，次のすべての条件をみた
す: (1) ある頂点から出る 2つの辺は同じラベルをもたず，
(2) 任意の ⊥-⊤パスにおいて，同じラベルが 2度あらわ
れることはなく，かつ (3) ⊥-⊤パスと P の simple poly-

gonizationとが 1対 1に対応している．図 3に，図 2(a)

の点集合に対するすべての simple polygonizationの集合
（図 2(b)）を表す DAGを示す．この DAGは (1)から (3)

の条件をすべてみたす．たとえば図 3における最左のパ
ス ⊥ → e13 → e12 → e34 → e24 → ⊤は，図 2(b)最左の
simple polygonizationと対応している．このような DAG

を構築できると，simple polygonizationの列挙はこのDAG

上の ⊥-⊤パスの列挙と等価であり，深さ優先探索によっ
て O(n)遅延で列挙できる．同様に，数え上げ，ランダム
サンプリング，最適化も DAGのサイズに対して多項式時
間で行える [10]．

4.2 DAGの構築アルゴリズム
本小節では，4.1 節の条件をみたすDAGを構築するアル

ゴリズムを説明する．アルゴリズムは，空集合から初めて，
線分を 1本ずつ追加していくことで simple polygonization

を構成する．その過程で，動的計画法に基づき等価な状態
を共有する．しかし，この方法では同じ解を重複して何度
も調べてしまう可能性がある．そこで一意化のために，線
分は下から上，左から右の順で追加するという規則を設
ける．この規則を設けることで，線分の非交差性も同時に
扱える [12]．図 3の任意の ⊥-⊤パスはこの規則をみたし
ている．E′ ⊆ EP に対して，ある simple polygonization

C ⊆ EP が存在して E′ を規則に従った線分の追加によっ
て C に変形できるとき，E′ は拡張可能であるという．ア
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図 4: 線分の集合 E′ とその状態．実線は E′ 中の線分を表
す．白，灰，黒の点はそれぞれ次数 0, 1, 2の点を表す．点
線は次数 1の点（パスの端点）と括弧の対応を表す．

ルゴリズムの過程で，拡張可能でないとわかった状態につ
いては枝刈りを行うことで計算量を削減する．
中畑らの手法は動的計画法に基づくため，状態の定義が

重要である．E′ ⊆ EP に対し，E′の状態 s(E′)を対 (m, v)

で定義する．ここで m ∈ {0, . . . , n}は，E′ = ∅のときは
m = 0, E′ ̸= ∅のときは E′ において最後に追加された線
分の左側の端点の添字である．また，vは長さ nの列であ
る．各 i ∈ {1, . . . , n}に対し，v[i] ∈ {◦, (, ), •}は点 pi ∈ P

の状態を表し，それぞれ以下の意味である:

• v[i] = ‘◦’のとき pi は次数 0である．

• v[i] = ‘(’のとき piは次数 1，すなわちパスの端点であ
り，同じパスのもう一方の端点より左側にある．

• v[i] = ‘)’のとき piは次数 1，すなわちパスの端点であ
り，同じパスのもう一方の端点より右側にある．

• v[i] = ‘•’のとき pi は次数 2である．

2 節で P のどの異なる 2点も x座標が等しくないと仮定
したので，各 E′ ⊆ EP に対し，pi の次数が 1のとき v[i]

が ‘(’であるか ‘)’であるかは一意に定まる．さらに，v の
‘(’, ‘)’のみに注目すると，バランスの取れた括弧列をなす．
バランスの取れた括弧列はパスの端点の対応関係を表し
ている．図 4にその例を示す．任意の E′

1, E
′
2 ⊆ EP に対

し，s(E′
1) = s(E′

2)であれば，今後 E′
1, E

′
2 にどのように線

分を追加したら simple polygonizationとなるかが等価で
あることがいえる [10]．よって定義した状態を用いて動的
計画法が実行できる．状態の数はmは O(n)通り，vは各
p ∈ P について 4通りより全体で O(4nn)通りである．状
態 sが拡張可能であるとは，状態が sとなるような任意の
E′ ⊆ EP が拡張可能であることをいう．
アルゴリズムは初期状態（空集合）に対応する頂点⊥か
ら順に幅優先的に DAGを構築する．その過程で，拡張可
能でないとわかった状態については枝刈りを行う．しかし
この枝刈りは完全ではなく，DAG構築後に ⊤に到達可能
でないとわかる頂点も一般には存在する．そのような不要
な頂点の作成を減らすための枝刈りを 5 節で提案する．
DAG構築アルゴリズムの理論計算量は O

(
4nn4

)時間・

(a)凸包による枝刈
りが可能な例．

(b)次数による枝刈
りが可能な例．

(c) 連結性による枝刈
りが可能な例．

図 5: 枝刈りが可能な例．実線は追加済みの線分を，点線
は今後追加できる線分を表す．白，灰，黒の点はそれぞれ
次数 0,1,2の点を表す．

領域である．4.1 節で述べたように，構築された DAGを
用いて O(n)遅延で simple polygonizationを列挙できる．

5. 中畑らの手法に対する枝刈りの提案
本節では，中畑らの手法を効率化するための枝刈りを提

案する．

5.1 凸包による枝刈り
本小節では凸包による枝刈りを提案する．図 5(a)の状

態を考える．図中の実線は追加済みの線分を，点線は凸包
の辺を表す．図では点 p1, p4 が p2, p5 を端点とするパスに
よって「分断」されている．そのため，p1 と p4 を通る 1

つの単純多角形をつくることができず，拡張可能でないた
め枝刈りできる．この状態を凸包を用いて判定する．
P の凸包上の点を反時計回りに p′1, . . . , p

′
k とおく．

凸包上の隣り合わない 2 点 p′i, p
′
j が同じパスの端

点であるとする．凸包から p′i, p
′
j を除くと，凸包は

2 つの部分にわかれる．それぞれに属する点の集
合を H1

i,j =
{
p′(i+1) mod k, . . . , p

′
(j+k−1) mod k

}
，H2

i,j ={
p′(j+1) mod k, . . . , p

′
(i+k−1) mod k

}
とおく．ここで a mod b

は aを bで割った余りを表す．図 5(a)の状態は，次の補
題の条件をみたさないので枝刈り可能であると言える．
補題 1. 拡張可能な状態 sにおいて，P の凸包上の隣り合
わない 2点 p′i, p

′
j が同じパスの端点であるとき，H1

i,j ,H
2
i,j

の両方に次数 2未満の点が存在することはない．
この判定は O

(
n3

)時間で可能であり，アルゴリズムの
計算時間をオーダーの意味で増加させない．なぜなら中
畑らの手法の計算量 O

(
4nn4

)は，O(4nn)個の状態ごとに
O
(
n3

)時間の計算を行っているとみなせるからである．こ
の枝刈りは凸包上の点が多い場合に特に効果が大きいと考
えられる．6.2 節ではそのような入力に対し，この枝刈り
を加えることで計算量の上界を指数的に改善できることを
理論的に示す．
なお，図 5(a)の例はこれから示す補題 1–3のうち補題 1

の条件でのみ枝刈り可能である．同様に，後に示す図 5(b),
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5(c)はそれぞれ補題 2, 3の条件でのみ枝刈り可能である．

5.2 次数による枝刈り
本小節では次数による枝刈りを提案する．状態 sにおい

て，線分 eij が以下の条件のいずれかをみたすとき，eij は
今後ずっと追加できない: (1) eij の上側に次数 1 以上の
点が存在する，(2) pi または pj が次数 2である，または
(3) pi, pj が同じパスの端点であり，かつ eij を追加しても
simple polygonizationが完成しない（孤立したサイクルが
発生する）．これらの条件を少なくとも 1つみたす線分の
集合を Edead(s)とおくと，次の補題が成り立つ．ただし以
下で，pi ∈ P の状態 sにおける次数とは，状態が sとなる
ような E′ ⊆ EP における pi の次数である．
補題 2. 状態 sが拡張可能ならば，すべての点 p ∈ P に対
し，pの sにおける次数と E \ Edead(s)における次数の和
が 2以上である．
補題 2の条件をみたさないとき状態 sは拡張可能では

ないため枝刈りできる．たとえば図 5(b)の状態を考える．
今 p1 は次数 0であるが，p1 に接続する線分のうち，今後
採用できるのは e12 のみである．なぜならば，e13 は端点
p3が次数 2のため Edead(s)に属し，e14, e15は次数 1の点
p2 の下を通るため Edead(s)に属するからである．よって
p1 が補題 2の条件に反するため枝刈りできる．なお，p5

についても同様である．
補題 2の条件を判定するには O

(
n2

)個の各線分につい
て Edead(s)に属するかの判定が必要であり，これは線分ご
とに O(n)時間で行える．よって全体の判定は状態ごとに
O
(
n3

)時間で可能であり，5.1 節の議論と同様にアルゴリ
ズムの計算量のオーダーを増加させないことが言える．

5.3 連結性による枝刈り
本小節では連結性による枝刈りを提案する．この枝刈り

は 5.2 節と同様の Edead(s)を用いる．
補題 3. 状態 s が拡張可能ならば，グラフ G(s) =

(P≤1(s), (EP \ Edead(s)) ∪ Epair(s)) は連結である．ただ
し P≤1(s)は sにおける次数が 1以下の点の集合であり，
Epair(v)は sにおいて同じパスの端点である点どうしを結
ぶ辺の集合である．
図 5(c) に枝刈り可能な例を示す．この例では G(s) =

({p2, p3, p4, p6, p7, p8} , {e23, e24, e34, e67, e68, e78}) となる
が，p2, p3, p4 と p6, p7, p8 とが非連結であり，今後 1 つ
の単純多角形にできないため枝刈りできる．この枝刈りは
5.2 節と同様の議論から状態ごとに O

(
n3

)時間で可能であ
り，アルゴリズムの計算量のオーダーを増加させない．

6. 理論的解析
本節では，凸包内部の点が少ない場合に山中らの手法と
枝刈りを加えた中畑らの手法が効率よく動作することを裏

付ける理論的解析を与える．以下では入力の点集合におけ
る凸包上の点の個数を k, 凸包内部の点の個数を rとおく．

6.1 山中らの手法
山中ら [9] は入力の点の個数を固定したとき，凸包内

部の点が少ないほど simple polygonizationや surrounding

polygonの数が少ないという実験結果を報告した．次の定
理はこの実験結果に対する理論的説明を与えるものであり，
凸包内部の点の個数 rが定数のとき，simple polygonization

や surrounding polygonが多項式個しかないことを述べて
いる．以下で#simp(P ),#surp(P )はそれぞれ P の simple

polygonization, surrounding polygonの個数を表す．
定理 1. #simp(P ) = O(r!nr)かつ#surp(P ) = O(r · r!nr)

が成り立つ．

Proof. P の任意の surrounding polygonは P の凸包上の
点をすべて頂点としてもつ．i = 0, . . . , rに対し，#surpi(P )

を頂点が k + i個である（凸包内部の点を i個頂点として
もつ）P の surrounding polygonの個数とする．このとき

#surpi(P ) ≤
i−1∏
j=0

(k + j)(r − j) (1)

が成り立つことを帰納法により示す．i = 0 のとき
#surp0(P ) = 1（凸包のみ）より成り立つ．ある i < r

について式 (1)が成り立つと仮定する．家系木において頂
点が k + (i + 1)個である任意の surrounding polygonは，
頂点が k+ i個である surrounding polygonの子である．頂
点が k + i個である任意の surrounding polygon S につい
て，Sの子の数は，Sに掘削操作を行って得られる S(p′, p)

の数でおさえられる．これは S の頂点 p′ が k + i 通り，
S 内部の点 pが r − i通りより高々 (k + i)(r − i)通りで
ある．よって #surpi+1(P ) ≤ #surpi(P ) · (k + i)(r − i) =∏i

j=0(k + j)(r − j) が成り立つ．ゆえに i + 1 について
も式 (1) が成立し，帰納法よりすべての i = 0, . . . , r に
ついて式 (1) が成り立つ．#simp(P ) = #surpr(P ) より
#simp(P ) ≤

∏r−1
j=0(k+ j)(r− j) = O(r!nr)が従う．また，

#surp(P ) =
∑r

i=0 #surpi(P ) ≤ 1 +
∑r

i=1 #surpi(P ) ≤
1 + r

∏r−1
j=0(k + j)(r − j) = O(r · r!nr) が成り立つ．

6.2 中畑らの手法
中畑らの手法における状態数は O(4nn)である．次の定

理は，中畑らの手法に補題 1の凸包による枝刈りを加える
ことで，凸包内部の点の個数 rが定数の場合には状態数を
O(3nn)へと指数的に改善できることを示している．
定理 2. 中畑らの手法に補題 1の枝刈りを加えたとき，状
態数は O(4r · 3nn)となる．

Proof. 状態 (m, v)の種類数を考える．mは O(n)通りで
ある．v において，各点の次数は 0, 1, 2の 3通りなので，

5ⓒ 2021 Information Processing Society of Japan

Vol.2021-AL-182 No.5
2021/3/17



情報処理学会研究報告
IPSJ SIG Technical Report

次数だけを考えると v の種類数は O(3n)通りである．そ
のそれぞれについて，次数 1の点がどのようにペアになっ
ているか（どの点とどの点が同じパスの端点となってい
るか）を考える．次数 1 の点は偶数個とする．パスのう
ち，凸包内部の点を少なくとも一方の端点とするものは
高々 r 個である．それらのパスの端点（高々 2r 個）のペ
アへの分け方は，パスどうしが非交差であることから長
さが高々 2r の括弧列で表現できるので O

(
22r

)
= O(4r)

通りである．残る次数 1 の点は偶数個で，すべて凸包上
にあり，凸包上の点どうしでペアとなる．これらの点の
ペアへの分け方が高々 2 通りであることを示す．これら
の点を反時計回りの巡回する列 H ′ = ⟨p′1, . . . , p′i⟩で表す．
iは偶数である．補題 1の枝刈りより，H ′ において隣り
合わない点どうしがペアになることはない．よって H ′

のペアへの分け方は (p′1, p
′
2), (p

′
3, p

′
4), . . . , (p

′
i−1, p

′
i)または

(p′2, p
′
3), (p

′
4, p

′
5), . . . , (p

′
i, p

′
1)の高々 2通りである．以上よ

り状態数は O(2 · 4r · 3n · n) = O(4r · 3nn)である．

7. 実験
本節で用いるプログラムはすべて C++で実装し，g++

5.4.0 で -O3 オプション付きでコンパイルした. 実行環
境は Intel Xeon(R) W-2133 CPU 3.60GHz x 6 processor,

256 GB, CentOS Linux release 7.6.1810 (Redhat) である．

7.1 中畑らの手法と枝刈りの効果の分析
中畑らの手法の性能と枝刈りの効果を分析するため，山中

ら [9]と同様の入力で実験を行った．入力は単位正方形内の
ランダムな点集合であり，k = 3, 4, . . . , 12, r = 0, 1, . . . , 9,

k+ r ≤ 12をみたす各 (k, r)について，凸包上の点が k個,

凸包内部の点が r個であるような点集合を 100個ずつ生成
した．枝刈りの効果を調べるため，動的計画法の状態数に
ついて次の 3つの値を調べた: (1) 5 節の枝刈りをどれも
加えなかったときの状態数，(2) 5 節の枝刈りをすべて加
えたときの状態数，(3) 完全に枝刈りができたと仮定した
ときの状態数．DAG構築後の simple polygonizationの列
挙は枝刈りの有無によらず同じ手続きなので，この実験で
はアルゴリズムは DAGの構築までのみ実行した．
表 1に実験結果を示す．表の各セルは 3つの値を含み，

上から順に (1)枝刈りなしのときの状態数#node(k, r), (2)

枝刈りありのときの状態数#prune(k, r)，(3)完全に枝刈り
ができたと仮定したときの状態数 #esse(k, r)である．値
はどれも各 (k, r)に対する 100ケースの平均値であり，小
数部分は切り捨てている．
表から次の基本的な傾向がわかる．#node(k, r),

#prune(k, r), #esse(k, r) のどの値も，k を固定すると r

の増加につれて増加し，r を固定すると k の増加につれ
て増加する．また，k + r を固定すると，k の減少（r の

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
r

100

101

102

ra
tio

 (l
og

)

pcdh
pdh
pch
ph
pcd
pd
pc

図 6: 枝刈りごとの効果．

増加） につれて，3 つの値は増加する傾向がある．これ
らの傾向は，山中らが報告した simple polygonizationや
surrounding polygonの数の傾向 [9]と同様である．
枝刈りごとの効果を調べるため，n = 12の点集合に対
し，凸包内部の点の個数 r = 0, . . . , 9を変化させたときの
ノード数を調べた．結果を図 6に示す．図の横軸は凸包内
部の点の個数 rであり，縦軸は枝刈りありのときの状態数
に対する枝刈りなしのときの状態数の比の対数である．以
下では凸包，次数，連結性による枝刈りをそれぞれ ph, pd,

pcと書き，たとえば連結性と次数の枝刈りを合わせたもの
を pcdのように書くことにする．図では pc, pd, ph, pdh

を点線で示し，pd, ph, pdhのそれぞれに pcを追加した
pcd, pch, pcdhを同色の実線で描いている．枝刈りを 1つ
だけ用いる pc, pd, phの効果を見ると，pcは他の枝刈り
に比べて効果が小さい．r ≤ 1のときは phが最も効果があ
るが，rの増加につれて pdよりも phの方が効果が減って
いく勢いが速いため逆転し，r ≥ 2のときは pdが最も効果
がある．なお，r = 9のときは k = 3であり凸包の分断が
起こらないため phは一切効果がない．pd, ph, pdhに pc

を追加した pcd, pch, pcdhは pcを追加しないときに比べ
て大きな差はないが若干効果が上がった．

7.2 手法間の比較
simple polygonization列挙について，中畑らの手法を山
中らの手法および全探索法と比較する．中畑らの手法は
DAG構築後DAG上の深さ優先探索によりすべての simple

polygonizationを出力する．山中らの手法は surrounding

polygon全体に対する家系木を深さ優先探索するが，家系
木における深さ最大の葉が simple polygonizationに対応
するので，そのような葉に到達するたびに simple polygo-

nizationを出力する．全探索法は頂点の順列を全通り試し，
simple polygonizationに対応するものをすべて出力する．
本節では中畑らの手法に枝刈りを加えないものを DP，加
えたものをDP PRUNEと呼び，山中らの手法を RVS，全
探索法を NAIVEと呼ぶ．
入力の点集合としては次の 2種類を用いた．1つ目は単
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表 1: 実験結果．表の各セルは上から順に，枝刈りをしなかったときの状態数，枝刈りをしたときの状態数，完全に枝刈り
ができたと仮定したときの状態数を表す．k = 3, 4, . . . , 12は凸包上の点の個数，r = 0, 1, . . . , 9は凸包内部の点の個数であ
る．小数部分は切り捨てている．

k r
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

3

5 19 70 245 820 2591 8178 25588 80819 244420
4 15 53 176 575 1757 5561 17174 53648 160680
4 10 24 62 148 348 806 1852 4179 9299

4

15 56 197 628 2006 6935 20635 63618 222264 -
7 30 108 362 1168 3839 11616 36300 119787 -
5 14 37 93 220 513 1157 2536 5706 -

5

47 158 535 1688 5797 15464 57169 162030 - -
13 56 209 706 2456 7279 24767 75793 - -
6 19 52 130 314 714 1611 3753 - -

6

133 481 1443 4828 15486 49303 148491 - - -
22 105 387 1407 4630 15839 50826 - - -
7 24 69 176 435 998 2268 - - -

7

425 1268 4337 12918 37915 122895 - - - -
40 194 757 2614 8820 30488 - - - -
8 29 88 228 561 1287 - - - -

8

1250 3279 10965 33536 95246 - - - - -
71 323 1351 5207 17160 - - - - -
9 35 109 292 717 - - - - -

9

2554 8570 30898 95659 - - - - - -
114 613 2571 10364 - - - - - -
10 40 130 358 - - - - - -

10

8494 23243 78315 - - - - - - -
210 1082 4789 - - - - - - -
11 46 156 - - - - - - -

11

21287 76845 - - - - - - - -
359 2125 - - - - - - - -
12 53 - - - - - - - -

12

56844 - - - - - - - - -
604 - - - - - - - - -
13 - - - - - - - - -

位正方形内のランダムな n点の集合である．この点集合は
10 ≤ n ≤ 16をみたす各 nに対して 100ケースずつ生成
した．2つ目は n点の double chain [3]であり，双曲線上
に等間隔に点を置いたような配置である．double chainは
simple polygonizationの個数#simp(P )に対して現在知ら
れている最良の下界を達成する点集合であり [3]，ランダム
な点集合より #simp(P )が大きくなることが予想される．
double chainにおいて，#simp(P )は nにのみ依存し，具
体的な点の座標に依存しない [3]．しかし中畑らの手法は
具体的な点の座標を枝刈りのために利用するため，点集合
全体をランダムに回転させたものを 4 ≤ n ≤ 16をみたす
偶数の各 nについて 100ケースずつ生成した．
計算時間の比較を図 7, 8に示す．図 7はランダムな点
集合，図 8は double chainに対するグラフである．グラフ
の横軸は入力の点の個数，縦軸は計算時間（秒）の対数で
ある．タイムアウトは 10分とし，10分以上かかったケー
スは 10分かかったと仮定して計算時間の平均値をとった．

10 11 12 13 14 15 16
n

10 2

10 1

100

101

102

103

tim
e 

(s
ec

)

NAIVE
DP_PRUNE
DP
RVS

図 7: ランダムな点集合に対する計算時間の比較．

入力の点集合がどちらの種類でも，計算時間は概ね RVS

< DP < DP PRUNE < NAIVEとなる傾向が見られた．
DPと DP PRUNEについては枝刈りにより不要なノード
の作成が減り DP PRUNE < DP となることを期待した
が，今回の実験でその傾向が見られたのはランダムな点
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図 8: double chainに対する計算時間の比較．

集合の n ≥ 13のときのみだった．ランダムな点集合では
n ≤ 12のとき DP < DP PRUNE, n ≥ 13のとき DP >

DP PRUNEと計算時間が逆転している．これは nが小さ
い範囲では枝刈りで減るノード数が小さく，計算時間の
オーバーヘッドが大きいためである．double chain では
DP PRUNEの DPに対するオーバーヘッドがランダムな
点集合より顕著に見られる．この理由は double chainの凸
包上の点が常に 4点と少ないためである．
NAIVEは n ≥ 14のすべてのケースでタイムアウトと

なったが，他の手法はすべてのケースで 10 分以内に終
了した．DP, DP PRUNEと RVSを比較すると，ランダ
ムな点集合では前者の方が後者より n = 10 で約 15 倍，
n = 16で約 5倍の時間がかかった．両者の差は nが大き
くなるほど小さくなる傾向が見られるため，n がより大
きい範囲では前者の方が後者より速くなる可能性がある．
入力が double chainのときはランダムな点集合のときよ
り DP, DP PRUNEと RVSとの差が小さい．この理由は，
double chainにおいては #simp(P )や #surp(P )が大きい
ため RVSは時間がかかるが，DP, DP PRUNEは状態を
まとめることで効率よく処理できているからだと考えられ
る．また n = 16では，DP, DP PRUNEがDAGの構築に
かかる時間のみを見ると，RVSの時間より短かった．DAG

は列挙だけでなくランダムサンプリングや最適化にも使え
る [10]ため，それらの目的のためには RVSですべて列挙
するよりも DPや DP PRUNEで構築された DAGを使う
ほうがよい．

8. おわりに
本稿では simple polygonizationを列挙する中畑らの手法

に対する枝刈りを提案した．枝刈りを用いることで，凸包
内部の点が定数個のとき計算量の上界を指数的に削減でき
ることを理論的に示した．また，山中らの手法についても
同様の入力について高速に動作することを裏付ける理論的
解析を与えた．中畑らの手法を実装し，枝刈りの性能を評
価するとともに，山中らの手法および全探索法と比較した．
中畑らの手法は simple polygonizationだけでなく非交差

な全域木など他の構造にも適用可能であることが示されて
いる．それらに対する実験的評価が今後の課題として挙げ
られる．また，中畑らの手法が多項式時間で終了する，あ
るいは真に指数時間かかる入力を示すことも重要である．
山中らの手法については，凸包内部の点が定数個のとき多
項式時間で終了することが定理 1から従う．また，double

chainにおいて simple polygonizationの個数は（したがっ
て surrounding polygonの個数も）Ω(4.64n) [3]となるか
ら，double chainが入力のとき山中らの手法は指数時間か
かる．より挑戦的な課題として，simple polygonizationに
対し指数時間の前処理を用いない真に多項式遅延の列挙ア
ルゴリズムが存在するかは，依然として未解決である．
謝辞 本研究は JSPS科研費 JP18H04091, JP18K11153,

JP19J21000, JP19K11812, JP20H00605, JST CREST JP-

MJCR18K3の助成を受けたものです．
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