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順列グラフのカラフル独立集合問題に対するアルゴリズム

吉村 仁志1,a) 小林 靖明1 山本 章博1

概要：グラフのカラフル独立集合問題は，頂点に色がついたグラフが与えられ，頂点集合の部分集合で独立
かつカラフル，つまり部分集合内の任意の頂点が互いに隣接せずかつ色が相異なるもので最大の要素数の
ものを見つける問題である．この問題は，通常の最大独立集合問題の一般化であり，与えられたグラフが
特定のグラフクラスに属する場合でも興味深い分析が行われている．本研究では，与えられたグラフが順
列グラフの場合を考え，この問題の固定パラメータアルゴリズムや指数時間厳密アルゴリズムを議論する．

1. はじめに
グラフ G = (V,E)の頂点部分集合が独立集合であると

は，その部分集合の任意の 2頂点が互いに隣接しあわない
ことである．最大独立集合問題は，与えられたグラフに対
して要素数最大の独立集合をひとつ求める問題であり，グ
ラフ上の NP困難問題として最も有名なもののひとつであ
る．また，与えられたパラメータ kに対して，大きさ k以
上の独立集合をグラフが持つかどうかを判定する問題は，
パラメータ化計算量理論の観点で非常に重要な問題であ
り，多くの問題に対して下界を導くための出発点となって
いる．
最大独立集合問題の一般化として，カラフル独立集合問

題は，Gの各頂点に色が塗られた場合を考える．この問題
は，Gと頂点の色関数 c : V → {1, 2, . . . , ℓ} (ただし，cは
頂点彩色とは限らない)，正整数 kが与えられたとき，Gに
大きさ k 以上の独立集合 S で，任意の u, v ∈ S において
u ̸= v ならば c(u) ̸= c(v)であるようなものを見つけるの
が目的である．別の表現をすれば，S に含まれる頂点が相
異なる色を持つように大きさ k以上の独立集合を含むかを
問う問題である．また，そのような kを最大化する問題を
最大カラフル独立集合問題と呼ぶ．
このように「カラフル」という制約を課した問題は様々

知られており，Rainbow Matching [8] は辺に色がつ
いたグラフから「カラフル」制約を満たしながら大きな
マッチングを見つける問題であり，固定パラメータ容易
性 [9], [10], [14]，近似アルゴリズム [14]の観点から研究がな
されている．Job Interval Selectionは，区間集合とそ
の集合上の分割が与えられて，互いに交わりの無い最大の
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区間集合で分割の各ブロックと最大ひとつしか選ばれない
という制約を満たすものを見つける問題であり，Rainbow

Matchingと同様に固定パラメータ容易性 [2], [3]，近似ア
ルゴリズム [6], [17]の研究が行われている．これらの問題
には，多項式時間可解な組合せ構造同士の「交差」が容易
に解けるか，という背景があり，「カラフル」制約はマトロ
イドの言葉では分割マトロイドの特別な場合に対応してい
る．また，これらの問題は別の視点から見ると，グラフク
ラスの制限されたカラフル独立集合問題であり，Rainbow

Matchingはライングラフ，Job Interval Selection

は区間グラフの最大カラフル独立集合問題であり，「カラフ
ル」制約が無い場合にはそれぞれ多項式時間可解である．
本研究では，順列グラフ上で最大カラフル独立集合問

題を考える．n頂点 m辺の順列グラフの最大独立集合は
O(m+n log n)時間で計算可能である [11], [16]一方，最大
カラフル独立集合問題は順列グラフでも NP困難である．
そこで，本研究では順列グラフのカラフル独立集合問題の計
算複雑性を固定パラメータ容易性の観点から分析する．頂
点数 nの順列グラフ G = (V,E)と関数 c : V → {1, . . . , ℓ}
と正整数 k が与えられたとき，大きさ k 以上の独立集合
S ⊆ V で，|{c(v) : v ∈ S}| = |S|であるものを見つける
のが目的である．この問題に対して，シンプルな 2ℓnO(1)

時間アルゴリズムを与える．一般に k ≤ ℓでであるため，
f(k)nO(1)時間アルゴリズムの存在は，この結果から直ちに
導かれるということはない．そこで本研究では 5.18knO(1)

時間の決定性アルゴリズムと 2knO(1) 時間の乱択アルゴリ
ズムと与える．また，順列グラフ上のカラフル独立集合問題
を解く 2n/2nO(1)時間アルゴリズムを与える．これらの結果
はRepetition Free Longest Common Subsequence

に対する結果 [1], [4]や Job Interval Selectionに対す
る結果 [3]から着想を得ている．
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2. 諸定義
正整数 kについて，[k] = {1, 2, . . . , k}と定義する．

2.1 グラフ
本稿では順列グラフを扱う．G = (V,E) とし，V =

{1, 2 . . . , n}とする．Gが順列グラフであるとは，ある全
単射 π : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}で，

{i, j} ∈ E ⇐⇒ (i− j)(π(j)− π(i)) > 0

を満たすものが存在するときである．また，順列グラフが
与えられたとき，その順列表現 πは線形時間で計算可能で
ある [15]．頂点部分集合 S ⊆ {1, . . . , n}が独立集合である
ことの必要十分条件は，数列 (π(1), π(2), . . . , π(n))におい
て S に対応する部分列が増加列である．
頂点の (彩色とは限らない) 色関数を c : V → [ℓ] とす
る．C ⊆ [ℓ]と X ⊆ V において，X が C-カラフルである
とは，任意の相異なる u, v ∈ X について c(u) ̸= c(v)かつ
C = {c(v) : v ∈ X}を満たすときである．

2.2 カーネル化と下界
ここでは，パラメータ化計算量理論におけるカーネル化
の簡易的な説明とその下界について説明する．
入力が問題例 I とパラメータ k の対となる判定問題を
考える．この判定問題に対するカーネル化とは，(I, k)の
対を入力として同じ判定問題に対する問題例とパラメー
タの対 (I ′, k′) を出力するような多項式時間アルゴリズ
ム Aで，(1) (I, k)が受理 ⇐⇒ (I ′, k′)が受理，かつ (2)

|I|+ k′ ≤ g(k)を満たす g が存在することである．カーネ
ル化の出力 (I ′, k′)をカーネルと呼び，特に g が多項式関
数であるときに Aは多項式カーネル化と呼ぶ．
多項式カーネル化の条件付き非存在性を示すために，以
下の定義と補題を用いる．
定義 1. パラメータ付き判定問題 P に対する OR 合成ア
ルゴリズムとは，P の t 個の問題例とパラメータの対
(I1, k), . . . , (It, k)が与えられたとき，

∑
1≤i≤t |Ii|+ kの多

項式時間で動作し，問題 Pの (I, k′)で
• (I, k′)が受理 ⇐⇒ ある (Ii, k)が受理
• k′ ≤ kO(1)

を満たすものを出力するアルゴリズムである．
補題 1 ([5]). パラメータ付き判定問題 PのOR合成アルゴ
リズムが存在すると仮定する．Pのパラメータを入力の一
部とした問題が NP完全であるとき，NP ⊆ coNP/poly出
ない限り，Pに対する多項式カーネル化は存在しない．

2.3 マトロイドと代表集合族
有限集合 E とその部分集合族 I ⊆ 2E が以下の条件を満

たすとき，対M = (E, I)をマトロイドと呼ぶ: (1) ∅ ∈ I;
(2) 任意の X,Y ⊆ E について X ⊆ Y かつ Y ∈ I ならば
X ∈ I; (3) X,Y ∈ Iかつ |X| < |Y |ならば，ある e ∈ Y \X
で X ∪ {e} ∈ I となるものが存在．このとき，I の要素は
(Mにおける)独立集合と呼ばれる．
E 上の分割マトロイドとは，E の分割 {E1, E2, . . . , Eℓ}
と正整数 d1, d2, . . . , dℓ において，X ∈ I ⇐⇒ 任意の
1 ≤ i ≤ ℓにおいて |X ∩ Ei| ≤ di と独立集合を定義したと
きの対 (E, I)である．頂点に色のついたグラフ (G, c)を考
えたとき，Ei = {v ∈ V : c(v) = i}かつ di = 1と定義する
と，最大カラフル独立集合問題は (分割マトロイド的)独立
集合かつ (グラフ的)独立集合のいずれも満たす最大のもの
を見つける問題である．
最大カラフル独立集合問題に現れる分割マトロイドは線

形マトロイドである．これは，各頂点を ℓ次元の列ベクト
ルとして，c(v) = iのときに i番目の成分を 1，それ以外の
成分を 0としたような行列を考えることで確認できる．
定義 2. p, qを正整数とし，M = (E, I)をマトロイドとす
る．F ⊆ I を各集合の要素数が pであるような独立集合族
とする．部分集合族 F ′ ⊆ F が F を q-代表するとは，任
意の大きさ q以下の任意のX ⊆ E に対して，もしX と互
いに素な Y ∈ F で X ∪ Y ∈ I を満たすものが存在するな
らば，あるX と互いに素な Y ′ ∈ F ′ でX ∪ Y ′ ∈ I を満た
すものが存在するときである．
定理 1 ([7]). M = (E, I)を線形マトロイドとし，体 F上
の行列表現として与えられたとする．F ⊆ I を大きさ pの
独立集合族としたとき，F を q-代表する集合族 F ′ ⊆ F で
|F ′| ≤

(
p+q
q

)であるものを O(
(
p+q
p

)
|F|(pω +

(
p+q
p

)ω−2
))回

の F上の算術演算で計算可能である．ここで，ω < 2.373

とする．

2.4 算術回路と多項式
変数集合が X = {x1, . . . , xn} で体 F 上の多項式 f ∈

F[x1, . . . , xn]が単調な算術回路として与えられることを考
える．ここで，算術回路とは各ゲートが入力として多項式
を受け取り，和または積を計算するような回路のことであ
る．また，算術回路が単調であるとは，どの負項を含まな
いことである．多項式 f において，単項式が多重線形で
あるとは，どの変数もその単項式中に高々一度しか現れ
ないことである．例えば，4x1x5x7 などは多重線形である
が，3x2

3x4 は多重線形ではない．，f が次数 k の多重線形
単項式を含むかどうかを判定する問題である．Koutisと
Williams [12], [13], [18]は単調な算術回路として与えられ
た多項式 f に次数がちょうど kであるような単項式が存在
するかどうかを判定する乱択アルゴリズムを与えた．
定理 2 ([12], [13], [18]). 単調な算術回路 C と正整数 kが
与えられたとき，C によって表現される (F上の)多項式 f
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が次数 kの多重線形単項式を含むかどうかをO(2k|C|)回の
F上の算術演算で達成する乱択アルゴリズムが存在する．

3. Repetition Free Longest Common

Subsequenceとの関係
Repetition Free Longest Common Subsequence

(以下，RFLCS) とは，与えられた２つの文字列の最長反
復フリー共通部分列を求める問題である．ある文字列が反
復フリーであるとは，同じ文字を含まないことである．ま
た，増加部分列は狭義増加部分列 (つまり，真に値が増加
する部分列) を増加部分列と呼ぶことに注意する．
定理 3. RFLCSから順列グラフ上の最大カラフル独立集合
問題への多項式時間帰着アルゴリズムが存在する．
RFLCSの入力であるふたつの文字列を A = a1a2 · · · an
と B = b1b2 · · · bm (ai, bj ∈ Σ)とし，最大カラフル独立集
合問題の入力 (G, c)を以下のように構成する．
各文字 s ∈ Σについて fA(s)で sのAにおける出現回数

とする．B の各文字 bi を連続する fA(bi)個の bi で置き換
えた文字列をB′ = b′1b

′
2 · · · b′|B′|とする．また，置き換えた

部分をBiと表記し，それぞれをブロックと呼ぶ．このとき
AとBの反復フリー共通部分列はAとB′の反復フリー共
通部分列であり，またその逆も成立する．数列 σを以下の
ように定義する．各 1 ≤ i ≤ |B′|について b′i が Bj に含ま
れると仮定し，Bj の中で出現する位置を k (1 ≤ k ≤ |Bj |)
とする．このとき，文字 b′i は |Bj |回文字列 A中に出現す
るため，σ(i)を Aにおける文字 b′i の k 番目の出現位置と
する．ただし，σ(i)は σにおける i番目の数字とする．具
体的な例は以下のようである．
例 1. A = abacbdbd，B = babbdccb とする．この
とき，B′ = bbbaabbbbbbddccbbb である．数列 σ は
(2, 5, 7, 1, 3, 2, 5, 7, 2, 5, 7, 6, 8, 4, 4, 2, 5, 7, 6, 8)である．
数列 σ を用いて以下のように順列 π = [|B′|] → [|B′|]を
構成する．σの各要素について二項関係 ≺を
• σ(i) ̸= σ(j)のとき，σ(i) ≺ σ(j) ⇐⇒ σ(i) < σ(j)

• σ(i) = σ(j)のとき，σ(i) ≺ σ(j) ⇐⇒ i > j

と定義する．このように定義された二項関係 ≺は σ の要
素上の全順序である．この ≺に従って，π(i) < π(j) ⇐⇒
σ(i) ≺ σ(j)となるように πをユニークに構成できる．
例2. 数列σを (2, 5, 7, 1, 3, 2, 5, 7, 2, 5, 7, 6, 8, 6, 8, 4, 4, 2, 5, 7)

とすると，πを

(5, 12, 18, 1, 6, 4, 11, 17, 3, 10, 16, 14, 20, 13, 19, 8, 7, 2, 9, 15)

のように定義する．上の表現は i番目の成分が π(i)の値と
定義した数列である．
このように定義された πにおいて，長さ kの増加部分列
があることと，σにおいて長さ kの狭義増加部分列である

ことは等価である．
πによって定義される順列グラフ G = ([|B′|], E)につい

て，色関数 c : [|B′|] → [ℓ]を b′i = b′j ⇐⇒ σ(i) = σ(j)と
なるように定める．このとき以下が成立する．
補題 2. 頂点に色がついた順列グラフ (G, c)に大きさ k の
カラフル独立集合があることと，Aと B′ に長さ k の反復
フリー共通部分列が存在することは等価である．

証明. πを順列グラフ Gによって定義される順列とする．
G = (V,E)の (cにおける)大きさ k のカラフル独立集合
を S ⊆ V とし，S によって定義される π の増加部分列を
考え，Sに対応する πの添字集合を I とする．B′の部分列
S = b′i1b

′
i2
· · · b′ik (任意の 1 ≤ j ≤ k について ij ∈ I) とし

たとき，この部分列が Aと B′ の反復フリー共通部分列で
あることを示す．cの定義より，反復フリーであることは明
らかである．任意の i, j ∈ I (i < j)について，σ(i) < σ(j)

であり，aσ(i) は b′i と一致するため，部分列 S が Aと B′

の共通部分列であることがわかる．
S = b′i1b

′
i2
· · · b′ik が Aと B′ の反復フリー共通部分列と

する．このとき，任意の 1 ≤ j < j′ ≤ k において，σ(ij)

と σ(ij′)の大小関係を考える．b′ij と b′ij′ が Aに現れる出
現位置は，b′ij の方が先であるため，σ(ij) < σ(ij′)である．
よって，σ(i1) · · ·σ(ik)は増加部分列であり，S が反復フ
リーであることより，対応するGの頂点集合はカラフルで
ある．

RFLCSは NP困難であることが知られているため，以
下の系が得られる．
系 1. 順列グラフ上の最大カラフル独立集合問題は NP困
難である．

4. 固定パラメータ容易性と多項式カーネルの
困難性

4.1 色数をパラメータアルゴリズム
定理 4. 順列グラフのカラフル独立集合問題を解く O∗(2ℓ)

時間アルゴリズムが存在する．

証明. 各 C ⊆ [ℓ]と 1 ≤ i ≤ nについて，lis(C, i)を部分
数列 (π(1), . . . , π(i)) の増加部分列 (π(i1), . . . , π(it)) で以
下の条件すべてを満たすものが存在するかどうかを表すと
する:

• 1 ≤ j < j′ ≤ tにおいて c(ij) ̸= c(ij′)

• it = i

• C = {c(π(ij)) : 1 ≤ j ≤ t}．
これらの条件を満たすような増加部分列を (C, i)増加部分
列と呼ぶ．ここで，条件より任意の (C, i)増加部分列の長
さは |C|と一致することに注意する．このとき，
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lis(C, i) =



true i = 0 ∧ C = ∅

false i = 0 ∧ C ̸= ∅

false i > 0 ∧ c(i) /∈ C∨
0≤j<i

π(j)<π(i)

lis(C \ {c(i)}, j) i > 0 ∧ c(i) ∈ C

が成り立つことを帰納法で示す．ただし，便宜的に π(0) = 0

としている．
i = 0の場合は明らかであるため，i > 0と仮定する．ま

た，c(i) /∈ C の場合も明らかであるため，そうでないと
仮定する．長さが lis(C, i)であるような (π(1), . . . , π(i))

の (C, i)増加部分列を (π(i1), . . . , π(it))とする．このとき
(π(i1, . . . , π(it−1)))は (C\{c(i)}, it−1)増加部分列であるた
め，左辺が真ならば右辺も真である．また，lis(C\{c(i)}, j))
が真であるような 0 ≤ j < iが存在するとき，(C \{c(i)}, j)
増加部分列の末尾に π(i)を追加することで (C, i)増加部分
列を得られるため，右辺が真なら左辺も真である．
この再帰式を動的計画法を用いて評価することで，カラ
フル独立集合問題を解くことができる．

4.2 解サイズをパラメータとした決定性アルゴリズム
定理 5. 順列グラフに大きさ k 以上のカラフル独立集合が
あるかどうかを判定する O∗(5.18k)時間決定性アルゴリズ
ムが存在する．
アルゴリズムは本質的に定理 4と同様であるが，定理 1

を用いることで実行時間を高速化する．各 0 ≤ i ≤ n と
0 ≤ j ≤ kについて，Fi,j ⊆ 2[ℓ] を lis(C, i)が真となるよ
うな C で要素数が jであるようなものの集合とする．つま
り，Fi,j = {C ⊆ [ℓ] : lis(C, i) = true ∧ |C| = j}とする．
アルゴリズムは帰納的に Fi,j を構築していくが，計算過程
において Fi,j を代表集合族 Ri,j で置き換える．具体的に
は，以下のような手続きである．
1 R0,0 = {∅}とし，任意の j > 0についてR0,j = ∅.
2 各 1 ≤ i ≤ nについて以下を実行．
2.1 各 1 ≤ j ≤ kについて以下を計算．

Ri,j :=
∪

0≤i′<i
π(i′)<π(i)

{C ∪ {c(i)} : C ∈ Ri′,j−1 ∧ c(i) /∈ C}.

2.2 各 1 ≤ j ≤ kについて以下を計算．

Ri,j := Reduce(Ri,j).

3 Ri,k ̸= ∅であるような 1 ≤ i ≤ nが存在すれば Yesと
答え，そうでなければ Noと答える．

ここで，手続き Reduce(Ri,j)はRi,j の (k− j)-代表する集
合族を求める手続きで定理 1において述べたものである．
このアルゴリズムの正しさは以下の補題から得られる．

補題 3. 各 1 ≤ i′ < i について，Ri′,j−1 が Fi′,j−1 を
(k − j + 1)-代表すると仮定する．このとき，

Ri,j :=
∪

0≤i′<i
π(i′)<π(i)

{C ∪ {c(i)} : C ∈ Ri′,j−1 ∧ c(i) /∈ C}

によって定義されたRi,j は Fi,j を (k− j)-代表する．さら
に，Reduce(Ri,j)も Fi,j も (k − j)-代表する．

証明. Ri,j が Fi,j を (k − j)-代表するかを確認するため
には，「任意の大きさ k− j 以下のX ⊆ [ℓ]に対して，もし
Gが (X ∪ Y )-カラフルな独立集合を持つような X とは互
いに素な Y ∈ Fi,j が存在するならば，X とか互いに素な
Y ′ ∈ Ri,j でGが (X ∪Y ′)-カラフルな独立集合となるよう
なものが存在する」という命題を示せば良い．そこで，X

および Y を以上の命題の仮定部分の通りとする．Ri′,j−1

が Fi′,j−1 を (k − j + 1)-代表しているため，X ∪ {c(i)}と
は互いに素な Y ′′ ∈ Ri′,j−1でGが (X ∪ Y ′′ ∪ {c(i)})-カラ
フルな独立集合を持つものが存在する．Ri,j の定義より，
Y ′′ ∪ {c(i)} ∈ Ri,j なので主張を満たす．また，代表する
性質は推移的であるため，補題が成立する．

このアルゴリズムの計算時間は，|Ri,j |の大きさと手続
き Reduceに大きく依存することが観察できる．定理 1よ
り，Ri,j の大きさは

(
k

k−j

)以下であり，Reduceによる計
算時間は

O

((
k

k − j

)
·

(
pω +

(
k

k − j

)ω−2
)

· |Ri,j | · n

)

であり，これは 2ωknO(1) と表すことができる．よって定
理 5が得られる．

4.3 解サイズをパラメータとした乱択アルゴリズム
定理 5の実行時間は乱択を許容することで改善すること
ができる．
定理 6. 順列グラフに大きさ k 以上のカラフル独立集合が
あるかどうかを判定する O∗(2k)時間乱択アルゴリズムが
存在する．

証明. 順列グラフのカラフル独立集合問題を単調な算術
回路の多重線形単項式検出に帰着し，定理 2を適用するこ
とで定理を証明する．
順列グラフ G = (V,E) のカラフル独立集合問題を解

くための算術回路を以下のように構成する．変数集合を
{x1, . . . , xℓ}とし，多項式 fi,k を以下のように定義する．

fi,k =



1 i = 0 ∧ k = 0

0 i = 0 ∧ k > 0∑
0≤j<i

π(j)<π(i)

fj,k−1 · xc(i) otherwise.
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ただし，π(0) = 0とする．このように定義された多項式に
ついて，fi,j が次数 j の多重線形単項式を含むこととに大
きさ kのカラフル独立集合が存在することは等価であるこ
とが定理 4と同様に証明できる．また，算術回路の大きさ
は nの多項式のため，定理 2より定理が成り立つ．

4.4 色数をパラメータとした多項式カーネル化の下界
定理 7. NP ⊆ coNP/polyでない限り，順列グラフの最大
カラフル独立集合問題に対する ℓをパラメータとした多項
式カーネルは存在しない．

証明. OR合成アルゴリズムを与える．t個の順列グラフ
と頂点の色関数の対 (Gi, ci)が与えられたとする．このと
き Gを異なる Gi と Gj の各頂点を辺で接続して得られる
グラフとする．このときGが順列グラフであることは，順
列グラフは補グラフに関して閉じていること，および各Gi

の補グラフの直和が順列グラフであり，その補グラフが G

と一致することから確認できる．このとき，Gにおいて異
なるふたつの部分グラフ Gi と Gj から独立集合を選ぶこ
とができないため，Gに大きさ k以上のカラフル独立集合
が存在することと，ある Gi が大きさ k 以上のカラフル独
立集合を持つことが透過である．

5. 指数時間厳密アルゴリズム
定理8. 順列グラフに最大カラフル独立集合を解くO∗(2n/2)

時間アルゴリズムが存在する．

証明. この定理のアルゴリズムのアイデアは，定理 4のア
ルゴリズムにおいて，「カラフル」制約を満たすために使用
した色集合 C ⊆ [ℓ]は，本質的には順列グラフ G = (V,E)

中に 2回以上出現するもののみが重要である．
C≥2 ⊆ [ℓ]を c(u) = c(v)を満たす相異なる頂点 u, v ∈ V

が存在するような色 c(u) の集合とする．そのため，各
t ∈ [ℓ] \C≥2 について c(u) = tを満たす頂点 u ∈ V は最大
でひとつである．定理 4の再帰式を変更して，以下のよう
に定義する．各C ⊆ C≥2と 1 ≤ i ≤ nについて，lis′(C, i)
を部分数列 (π(1), . . . , π(i))の増加部分列 (π(i1), . . . , π(it))

で以下の条件を満たす最大の長さとする．
• 1 ≤ j < j′ ≤ tにおいて c(ij) ̸= c(ij′)

• it = i

• C = {c(π(ij)) : 1 ≤ j ≤ t} ∩ C≥2．
このとき，

lis′(C, i) =

0 i = 0 ∧ C = ∅

−∞ i = 0 ∧ C ̸= ∅

max
0≤j<i

π(j)<π(i)

lis(C, j) + 1 i > 0 ∧ c(i) /∈ C≥2

−∞ i > 0 ∧ c(i) ∈ C≥2 \ C

max
0≤j<i

π(j)<π(i)

lis(C \ {c(i)}, j) + 1 i > 0 ∧ c(i) ∈ C≥2 ∩ C

が成り立つ．ただし，便宜的に π(0) = 0とする．この再帰
式の正しさは定理 4と同様であり，その評価は 2|C≥2|nO(1)

時間で可能であるため，|C≥2| ≤ n/2 より定理が得られ
る．
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