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大規模電磁場問題に対する反復法における 

フィルインと加速係数の性能評価 
 

桝井晃基 1 伊野文彦 1  

 

概要：高周波電磁場問題などで得られる複素対称線形方程式は収束性が悪いことが知られている．反復法の収束性を
改善させるには前処理手法が重要となり，対称行列においては IC分解前処理が広く使われている．一方で，その研究
例の多くはフィルインを付さない IC(0)前処理であり，IC(1)以上を用いた反復法やその加速係数に関する研究例は少

ない．また，具体的な実装方法を示した文献等もない．そこで，今回は高周波電磁場問題を対象として，IC(0), IC(1), 

IC(2)前処理の反復法を実装したのち，それぞれにおける加速係数の影響を調査し，その性能評価について報告する． 

 

 

キーワード：反復法，前処理，電磁場解析，フィルイン，IC(不完全コレスキー分解) 

 
 

1. 緒言   

がん治療などで使われるハイパーサーミアの人体への

影響[1]や電車内における携帯電話着信の影響[2]のシミュ

レーションにおいては辺要素有限要素法による時間調和渦

電流解析[3]や高周波電磁場解析[4]が用いられる．これらか

ら得られる複素対称線形方程式の求解においては，反復法

の収束性が悪いことが知られている．また，解析する対象

が大規模・複雑になるにつれ収束性はさらに悪化する．こ

の線形方程式の求解は解析の計算時間の大部分を占めるた

め，シミュレーションが実用時間内に終わらない場合があ

る．そのため，この反復法に対する高速化は重要であり，

需要が高まっている． 

対称線形方程式に対する反復法としては，Krylov 部分空

間法の 1 つである共役勾配(Conjugate Gradient: CG)法やそ

の複素数版である共役直交共役勾配(Conjugate Orthogonal 

Conjugate Gradient: COCG)法[5]が広く用いられてきた．近

年は，共役残差(Conjugate Residual: CR)法やその複素数版で

ある共役直交共役残差 (Conjugate Orthogonal Conjugate 

Residual: COCR) 法 [6] や 最 小 残 差 (MINimal RESidual: 

MINRES)法アルゴリズムに基づいた MINRES-like_CS 法

[7]やCOMINRES-QLP法[8]など新たな反復法の開発も進ん

できている． 

このような反復法において収束性を向上させるために

前処理を施すことが一般的でおり，対称線形方程式に対す

る前処理としては不完全コレスキー分解（IC, Incomplete 

Cholesky）前処理がよく知られている．特に辺要素有限要

素法による電磁場解析分野では，加速係数付き IC 前処理

[9]が広く用いられている．この加速係数は反復回数に大き

く影響する重要なパラメータであり，通常 1.0 よりも少し

大きな値が用いられる．最適な加速係数の値の自動決定に
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関する研究も行われているが[10][11]，大規模解析でも実用

的な手法は確立されていない． 

また，IC 前処理の多くは前処理行列と係数行列の非ゼロ

要素位置が同じ，すなわちフィルインを行わない IC(0)が用

いられている．フィルインを付した IC(𝑝)前処理[12](𝑝がフ

ィルインレベル)に関する研究例はあるものの，複数のフィ

ルインレベルと計算時間について詳細に調査した文献はな

く，実装方法を示した論文もない．特に電磁場解析におけ

る事例は無く，最適な前処理手法やそのフィルインレベル

は不明である．  

疎行列向け反復法ライブラリのうち広く使われている

ものとしては，Lis[13]や PETSc[14]などがあげられ，特に

Lis では 10 種類の前処理を選択できる．Lis には非対称行

列向けの ILU(𝑝)[15]前処理が実装されているが，対称行列

向けの IC(𝑝)前処理は実装されていない．さらに，実際の実

装手法について示した論文も無いため，ライブラリを利用

する人自らが IC(𝑝)前処理について手法を考案，実装しなけ

ればいけない． 

そこで本研究では反復法の計算時間削減を目的として，

フィルインを付した IC 前処理の実装方法を示す．また実

装の後，数値実験として，主に高周波電磁場解析を対象と

し，得られる複素対称線形方程式に対して数値実験を行う．

これにより，高周波電磁場解析向けの最適なフィルインレ

ベルや加速係数について調査し，有効性を検討する． 

2. 前処理手法 

IC 前処理は対称行列𝐴を下三角行列𝐿とその転置行列𝐿𝑇，

また対角行列𝐷を用いて𝐴 ≒ 𝐿𝐷𝐿𝑇と分解する手法である．

対称行列向けの前処理として IC 前処理以外にも SSOR 前

処理，対角スケーリング前処理などがよく知られている．

対角スケーリング前処理や SSOR 前処理は前処理行列のた
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めのメモリ消費が少なくて済むが，IC 前処理はこの 2 つに

比べ収束性が良くなる場合が多い．一方で IC(𝑝)前処理には

加速係数やフィルインといった要素があり，𝑝がフィルイ

ンのレベルを表し，𝑝 = 0，すなわちフィルインを行わない

IC(0)においては係数行列と前処理行列の非ゼロ要素位置

が同じであるが，IC(1)以上ではフィルインが発生し，係数

行列ではゼロであった要素位置に前処理行列には非ゼロの

値が入ることになる．まず式(1)に IC 分解におけるフィル

インのレベル付けを行う式を示す．ただし，𝐿𝑒𝑣𝑒𝑙𝑖𝑗は前処

理行列の下三角要素𝐿𝑖𝑗のレベルを表し，𝐿𝑒𝑣𝑒𝑙𝑖𝑗の初期値は

係数行列の非ゼロ要素位置は 0，それ以外は無限大として

前処理行列すべての要素について計算する．行列の自由度

を𝑁としたとき，𝑖を 1 から𝑁まで増大させ，その中で𝑗を 1

から𝑖まで増大させる． 

このループが終了したのちに，IC(1)の場合，𝐿𝑒𝑣𝑒𝑙𝑖𝑗=1 と

なっている要素位置を新しく前処理行列の非ゼロ要素とし

て追加する． 

 

𝐿𝑒𝑣𝑒𝑙𝑖𝑗 = min
1≤𝑘≤min⁡(𝑖,𝑗)

{𝐿𝑒𝑣𝑒𝑙𝑖𝑘 + 𝐿𝑒𝑣𝑒𝑙𝑘𝑗 + 1}      (1) 

 

しかし，この手法を式(1)の計算順序通りに実装した場合，

行列の全要素位置（対称行列の下三角部分全て）について

調べるので，問題が大規模になるにつれ前処理計算にかか

る時間も増大する．そこで，COO（COOrdinate）形式を用

いて計算量の削減を目的とした IC(𝑝)前処理手法を図 1 に

示す．この手法では，行列を列方向に見ていき，その列に

含まれる非ゼロ要素位置から追加の非ゼロ要素位置を計算

するものとなっている．図 1 のように𝑚を 1 から𝑁まで増

大させたとき，(𝑖,𝑚), (𝑗,𝑚), (𝑘,𝑚), (𝑙, 𝑚)に非ゼロ要素が含

まれている場合，新たに(𝑗, 𝑖), (𝑘, 𝑖), (𝑘, 𝑗), (𝑙, 𝑖), (𝑙, 𝑗), (𝑙, 𝑘)に

非ゼロを追加していく．この手法の場合計算量のオーダは

係数行列の非ゼロ要素数に依存するため，疎行列において

は式(1)そのものの手法に比べ計算量を削減できる． 

 

図 1  IC(1)前処理による非ゼロ要素位置の決定方法 

 

図 2 IC(1)前処理の非ゼロ要素位置の計算手法 

 

 

図 3 IC(𝑝)前処理の計算手法 

 

また，この手法を実現するために今回実装したプログ

ラムの流れを図 2 に示す．ただし，今回は実際の実装を考

え，入力は CRS（Compressed Row Storage）形式の係数行列，

出力は CRS 形式の前処理行列となっている． 

図 3 に，𝐿𝑒𝑣𝑒𝑙𝑖𝑗を決定した後のフィルイン付きの IC 前

処理の計算手法を示す．ここで，𝛼は加速係数を表す．この

アルゴリズムにおいて例えば𝐿𝑒𝑣𝑒𝑙𝑖𝑗 = 1のとき，𝐿2,3の要素

は，IC(0)の時はゼロとして計算されるが，IC(1)以上では非

ゼロとして計算される．一般に，レベルを増やすと非ゼロ

要素が増え前処理行列が係数行列に近づくため，収束性が

良くなる可能性が高い．しかし，非ゼロ要素数は増加する

ため，前処理行列の計算や反復中の前進・後退代入に伴う

計算時間が増加する．つまり，フィルインレベルを上げた

時の収束性の改善効果が薄い場合，1 反復当たりの計算量

の増加により結果として総計算時間が増大する可能性があ

る． 

1.  CRS 形式の係数行列を COO 形式に変換 

2.  係数行列の非ゼロ要素を𝑗の要素で昇順にソート 

3.   𝑗の要素でソートしたうえで𝑖の要素も昇順にソート 

4.  図 1 の手法により前処理行列の探索・追加 

5.  追加要素位置の重複部分を削除 

6.  前処理行列の非ゼロ要素を𝑖の要素で昇順にソート 

7.  ⁡ 𝑖の要素でソートしたうえで𝑗の要素も昇順にソート 

8.  生成した COO 形式の前処理行列を CRS 形式に変換 
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そこで，図 1 および図 2 の方法で IC(𝑝)前処理を実装し

たのち，高周波電磁場問題における反復法について，IC 前

処理のフィルインレベルおよび前処理に含まれる加速係数

の値を変化させたときの性能を評価する．これにより，高

周波電磁場問題に最適なフィルインレベルや加速係数を調

査すると同時に反復法の計算時間削減を目指す． 

 

3. 数値実験 

3.1 実行環境 

数値実験に用いた計算機は Intel Core i9-9900K 3.60GHz

の CPU と 32 GB のメモリで構成されており，使用言語は

C 言語，コンパイラは gcc 10.2.0，コンパイル時の最適化の

オプションは-O3 とした． 

 

3.2 高周波電磁場問題に対する性能評価 

高周波電磁界のモデルとして，変位電流を含む Maxwell

方程式から導かれる電場𝐸を未知数とする波動方程式を考

える． 

 

ただし，𝜇は透磁率，𝜖0は真空の誘電率，𝜖′は比誘電率，

𝜔は単一角周波数，𝑖は虚数単位，𝐽は電流密度である．式(2)

に全周囲で電場𝐸の接線方向がゼロとなる境界条件を与え，

辺要素有限要素法を適用する． 

テスト問題として，TEAM Workshop Problem 29[16]として

知られる医療用リエントラント型空洞共振器の高周波電磁

界解析を考える． 

図 4 に形状を示す．中心部には円盤状の誘電体ファント

ムを設置している．ただし，比誘電率𝜖′ = 80.0, 導電率𝜎は 

0.52 (S/m)とした．また，単一角周波数は𝜔 = 2𝜋𝑓とし，周

波数𝑓を 300 (MHz)とした． 

今回は未知数 134,573, 439,176, 979,464, 1,646,787 の中規

模から大規模の問題を構築した．これらの複素対称線形方

程式の構築には，ADVENTURE プロジェクト[17]が提供す

る ADVENTURE_Magnetic を用いる． 

 

 

 

図 4 TEAM Workshop Problem 29 によるテストモデル 

 

 

解くべき方程式を𝐴𝐱 = 𝐛とし， COCG法で解くことを考

える．ただし，𝐴は複素対称行列であり，初期解を𝐱0 = 0と

する．収束判定は相対残差ノルム ‖𝐫𝑛‖2/⁡‖𝐫
0‖2が10−9以下

となったときとした．IC 前処理のフィルインレベルが計算

性能に与える影響を評価する．今回はフィルインレベル𝑝

を 0, 1, 2 とし，IC 前処理に含まれる加速係数𝛼を 1.03～1.15

としたときの性能を評価した．まず，表 1 にフィルインの

レベルに応じた前処理行列𝐿の非ゼロ要素数を示す．ただ

し，𝑁は問題のサイズ（行列の自由度）である． 表 1 より，

フィルインのレベルを 1 つ上げるにつれ問題のサイズによ

らず前処理行列の非ゼロ要素数は 2～3 倍に増加すること

が分かった． 

 

表 1 前処理手法適用後の前処理行列の 

非ゼロ要素数 

 

 

 

 

 

 

 

∫ rot𝐄ℎ ⋅ 𝜇
−1rot𝐄ℎ

∗𝑑Ω
Ω

−∫ (𝜔2𝜀′ − 𝑗𝜔𝜎)𝐄ℎ ⋅ 𝐄ℎ
∗𝑑Ω

Ω

= 𝑗𝜔∫ 𝐉ℎ ⋅ 𝐄ℎ
∗𝑑Ω

Ω

 

(2) 

𝑁 𝑝 = 0 𝑝 = 1 𝑝 = 2 

134,573 1,129,211 2,094,069 4,680,923 

439,176 3,737,923 9,853,213 27,919,791 

979,464 8,387,104 22,268,604 63,799,785 

1,646,787 14,148,990 37,688,670 108,516,995 
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図 5 自由度 134,573 の行列に対する反復回数 

 

 

図 7 自由度 439,176 の行列に対する反復回数 

 

 

図 9 自由度 979,464 の行列に対する反復回数 

 

 

図 11 自由度 1,646,787 の行列に対する反復回数 

 

図 6 自由度 134,573 の行列に対する計算時間 

 

 

図 8 自由度 439,176 の行列に対する計算時間 

 

 

図 10 自由度 979,464 の行列に対する計算時間 

 

 

図 12 自由度 1,646,787 の行列に対する計算時間 
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表 2 最良な加速係数を選択した時の性能評価 

 

 

次に，反復法を実行し収束するまでの反復回数およびそ

の計算時間を図 5 ～ 図 12 に示す．さらに，4 つのケース

において最速であった場合の加速係数とそのときの結果を

表 2 に示す．ただし，計算時間の単位は秒である． 

図 5 ~ 12 より，フィルインレベルを上げることで問題の

サイズや加速係数に関係なく収束性が改善しており，電磁

場解析の問題において有効であるということが示された．

特にどのケースにおいてもフィルインレベルを 0 から 1 に

上げたときに大きな収束性の改善効果があることが分かっ

た．また，問題サイズが 134,573 以外の問題においては，

フィルインレベルを 1 から 2 に上げた時にも大きな収束性

の改善効果が見られた． 

一方で，計算時間の観点からは，ほぼすべてのケースに

おいてフィルインを付した IC 前処理の時がフィルインを

付さない IC(0)の時よりも計算時間が短いことが分かった．

また，最良な加速係数を選択した場合においては問題のサ

イズ 134,573の中規模問題では IC(1)が最適な手法であった

が，それ以外の大規模問題においては IC(2)が最適な前処理

手法であることが分かった．これは，問題が大規模になる

について係数行列の条件数が高くなり収束性が悪くなる

（=反復回数が増大する）ため，フィルインレベルを上げた

ことによる収束性の改善効果がより大きくなったためだと

考えられる． 

 また，表 2 より，問題のサイズによる最適な加速係数の

値は IC(0)では問題のサイズが大きくなるにつれ最適な値

も大きくなったが，IC(1)では 1.05 付近，IC(2)では 1.03 付

近と一定の値となることも分かった．さらに，図 6, 8, 10, 

12 より，IC(2)は加速係数によっては IC(0), IC(1), IC(2)の中

で最も時間がかかる場合があるため，加速係数の値に注意

する必要がある． 

 

4. 結言 

今回は高周波電磁場解析で出てくる複素対称行列に対して

IC(𝑝)前処理の計算手法を提案し，フィルインのレベルを変

えた反復法を実装して性能を評価した．その結果，以下の

知見が得られた． 

 フィルインを付した IC 前処理により従来の IC(0)前

処理に比べ計算時間の削減に成功した． 

 

 

 フィルインのレベルを上げることで前処理行列の非

ゼロ要素数は増加し，反復法の収束性は改善する． 

 高周波電磁場問題についてはすべてのケースにおい

てフィルインが有効． 

 中規模問題に対しては計算時間の観点から IC(1)が優

位に立つが，大規模問題に対しては IC(2)が優位に立

つ． 

 IC(2)を用いる場合は加速係数の値に注意する必要が

ある． 

  

今後は大規模な問題や，周波数や導電率を変えた問題に

対して実行し，最適なフィルインレベルの調査や提案シス

テムの有効性を検討していく．さらに，他分野の問題にも

適用することで，汎用性についても調査していく． 
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