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時間発展Stokes方程式に対する粗格子集約を用いた
Multigrid Reduction in Timeの適用

依田 凌1,a) 中島 研吾1 Matthias Bolten2 藤井 昭宏3

概要：時間発展偏微分方程式に対する時間並列解法 (parallel-in-time) は，近年の大型計算機の超並列構成

により注目されている．その有力解法のひとつに，時間領域に Multigrid Reduction法を適用して時間並

列性を抽出するMultigrid Reduction in Time (MGRIT)がある．しかし一般のMultigrid法と同様に，超

並列環境においては最も粗いレベルの通信コストが増加し，スケーラビリティの悪化が問題となる．そこ

で本研究では，(1) 粗いレベルで並列度を段階的に落とす粗格子集約 (coarse-grid agglomeration)，(2) 最

も粗いレベルにおける緩和法の利用，(3) Krylov部分空間法への前処理としての利用，の 3つの手法を検

討し，MGRITのスケーラビリティ向上を図る．数値実験では時間発展 Stokes方程式を対象とし，3つの

手法を全て組み合わせたソルバが，従来手法に対して約 10.52倍の高速化を達成した例を示す．

1. はじめに

本研究では時間発展偏微分方程式に対する時間並列解

法 (parallel-in-time) を考える．時間方向から並列性を抽

出するこの試みは 50 年以上の長い歴史を持ち，Gander

による包括的なサーベイ論文がある [1]．また近年の大

型計算機が膨大な演算コアにより高性能化を図る超並列

構成であることから，超並列環境を効率的に利用するた

めの新たな並列化可能性として時間並列解法は注目を集

めている．Ong と Schroder は種々の時間並列解法を実

行時間短縮と並列化効率の観点からまとめており [2]，有

力解法のひとつとして Multigrid 法に基づく解法を挙げ

ている．具体的には Hortonと Vandewalleによる Space-

Time Multigrid (STMG) [3]，Minion と Emmett による

Parallel Full Approximation Scheme in Space and Time

(PFASST) [4]，Falgout等による Multigrid Reduction in

Time (MGRIT) [5]である．本研究ではMGRITに焦点を

当てる．MGRITは時間方向にMultigrid Reduction法 [6]

を適用して時間方向から並列性を抽出する手法であり，様々

な応用問題でその有効性が確認されている．例として圧縮

性Navier-Stokes方程式 [7]，eddy-current問題 [8]，線形弾

性方程式 [9]，inviscid Burgers方程式 [10]への適用が挙げ

られる．MGRITは通常のMultigrid法と同様に最も粗い

レベルにおいて直接解法が用いられることが多く，この演
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算は各プロセスに分散されたデータをマスタープロセスへ

集約する必要がある．しかしながら超並列環境で想定され

る数千から数万プロセスからマスタープロセスへの集約

は，通信コスト増加によるスケーラビリティの低下につな

がる恐れがある．

本研究では MGRIT のスケーラビリティを高めるため

に，以下の 3つの手法を用いる．

1つめは粗格子集約 (coarse-grid agglomeration) [11]で

ある．この手法は，粗いレベルにおいて並列度を段階的

に落とし，最も粗いレベルにおける通信コストの削減を

図る．Geometric Multigrid法では中島 [12]が，Algebraic

Multigrid法では Adams等 [11]や野村等 [13]が知られて

いる．また時間並列に対しては，Speckらが PFASSTと空

間方向への並列Multigrid法の組み合わせを検討し，時空

間並列化を最適化における粗格子集約の可能性を示唆して

いる [14]．本研究ではMGRITへ粗格子集約を適用し，時

間方向に粗いレベルの効率的な集約を図る．

2つめは最も粗いレベルにおける緩和法の利用である．

前述の通りこのレベルでは直接解法が用いられていること

が多い．しかし粗いレベルを再帰的に構築することが困難

な場合は，粗いレベルの自由度が増え，直接解法のコスト

は増加する．この状況は時間並列解法においても対象問題

が持つ時間刻み幅の制約などから現実的に考えられる．そ

こでこの手法は直接解法の代わりに緩和法を用いる．つま

り最も粗いレベルにおける逐次処理を排除して，全処理を

並列実行可能にする．直接解法を用いた場合と比較してソ

ルバの収束性は悪化するものの，超並列環境を十分に活用
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できる利点を持つ．

3つめは Krylov部分空間法への前処理としての利用で

ある．対象問題が線形の場合，時間並列解法は時空間線形

方程式を構築する．これを巨大な 1つの線形方程式とみな

すことで Krylov 部分空間法を適用できる．この手法は，

McDonald等の all-at-once approachと呼ばれる手法 [15]

の発想と同様である．しかし [15]ではブロック巡回行列に

基づく前処理を提案し評価している．本研究ではMultigrid

法に基づく時間並列解法MGRITを Krylov部分空間法の

前処理として利用することが相違点であり，著者等が提案

した手法でもある [16]．

本研究では上述した 3つの手法を MGRIT に適用しそ

の有効性を検証する．最も粗いレベルにおける緩和法と

して FCF-relaxationを用いて，Krylov部分空間法として

Generalized Minimal Residual (GMRES) 法を用いる．数

値実験では時間発展 Stokes方程式を対象する．この問題

は離散化により鞍点系 (saddle-point systems) が得られ

る．鞍点系に対する数値解法は多数存在し，Benzi等によ

るサーベイが詳しい [17]．Multigrid法に関するだけでも，

強力な緩和法が多数知られており [18][19][20]，近年でも

local Fourier analysisによる収束性解析が盛んに行われて

いる [21][22]．しかし本研究では時間並列化の影響にのみ

焦点を絞り検証を行う．そのため鞍点系に対する上記の並

列化手法は利用せずに，その求解には直接解法を用いてい

る．空間並列化と組み合わせた評価は今後の課題である．

以下の章は次のように構成される．2章ではMGRITの

アルゴリズムについて述べる．3章では本研究でMGRIT

へ適用する 3つの手法を紹介する．4章では時間発展 Stokes

方程式に対する数値実験を示す．最後に 5章では結論と今

後の課題を述べる．

2. Multigrid Reduction in Time

(MGRIT)

はじめに，線形の時間発展方程式に対する時間逐次解

法 (Time-marching method) を考える．これは各タイムス

テップ毎に逐次的に解を求める手法を指す．ここで支配方

程式にある空間離散化と陰解法による時間離散化を適用

した場合に注目する．空間方向の自由度を Nx，タイムス

テップ数をNtと置く．この時，未知数ベクトルui ∈ RNx，

外部流入ベクトル gi ∈ RNx，離散化に基づく係数行列

Φ ∈ RNx×Nx を用いて，時間発展の関係を式 (1)と書ける．

なお右肩文字 iは各タイムステップを表す．u0 = g0

Φui+1 = ui + gi+1 (i = 0, 1, · · · , Nt − 1)
(1)

つまり時間逐次解法は式 (1)を逐次的に Nt 回解く手法で

ある．この手法は各タイムステップにおいて，Nx サイズ

の線形方程式を解く際に空間方向の並列性を持つ一方で，

時間方向の並列性は持っていない．

Falgout等は時間領域にMultigrid Reduction法 [6]を適

用して時間方向から並列性を抽出するMultigrid Reduction

in Time (MGRIT) を提案した [5]．この手法は，時間方向

に Nt 個のグリッド点を明示的に構築し，全タイムステッ

プの未知数ベクトル ui をまとめて 1本の未知数ベクトル

u ∈ RNt×Ns とみなす．そのため反復の対象となる方程式

は，式 (2)の巨大な時空間線形システム Au = g であり，

Nx サイズのブロック行列で構成される．

Au =


I

−I Φ

.. .
. . .

−IΦ




u0

u1

...

uNt−1

 =


g0
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...

gNt−1

 = g (2)

次に式 (2)に対して時間方向に並列に動作する緩和法を

考える．MGRITは粗格子率 mを導入して，各タイムス

テップにC点または F点とラベル付けする．タイムステッ

プ i (0 ≤ i ≤ Nt − 1)が，t ≡ 0 (mod m)の場合は C点

に，t ̸≡ 0 (mod m)の場合は F点に対応する．この F点，

または C点において時間逐次法を適用する緩和法をそれ

ぞれ F-relaxationと C-relaxationと呼ぶ．図 1に m = 4

における緩和法の模式図を示す．なお赤の頂点が C点，黒

の頂点が F点を指す．図 1より，C点から始まるmタイ

ムステップを 1 区間とした時，区間の境目で時間方向の

依存性が切られていることが確認できる．そのためどちら

の緩和法も区間単位で時間方向に並列に動作できる．また

F-relaxation，C-relaxation，F-relaxationの順番に適用す

る緩和法を FCF-relaxationと呼ぶ．

g1 g2 g3 g5 g6 g7 g9 g10 g11 g13 g14 g15

F-relaxation:

g4 g8 g12 g16

C-relaxation:

図 1 Sketch of each relaxation with m = 4. The red-points

indicate the C-points. The black-points denotes the F -

points.

次に粗格子補正について考える．粗格子率 mを用いた

粗格子化を時間方向に適用するため，粗いレベルにおいて，

タイムステップ数が Nt/m である誤差方程式 Acec = rc

∈ R(Nt/m)×Nx が構築される (式 (3))．Ac 内のブロック行

列 Φc ∈ RNx×Nx は通常，元々の支配方程式を再離散化し

て構築され，m倍拡大した時間刻み幅が用いられる．

Acec =


I

−IΦc
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さらに細かいレベルと粗いレベルを移動する制限演算子 R

と補間演算子 P を定義する．制限演算子 Rは細かいレベ

ルの全ての C点を粗いレベルへ制限し，補間演算子 P は

粗いレベルの全ての点を細かいレベルの C点へ補間する．

よって細かいレベルと C点の個数は，粗いレベルの点の個

数と一致する．

以上より MGRIT を導出できる．2 レベルにおけるア

ルゴリズムを Algo. 1に示す．1行目は pre-smoothingの

FCF-relaxation を適用している．2 行目では残差を計算

し粗いレベルへ制限する．3 行目より制限された残差を

打ち消す補正量を求め，4 行目で細かいレベルへ補正す

る．最後に 5行目で post-smoothingの F-relaxationを適

用する．3行目の粗格子ソルバには直接解法として時間逐

次法が用いられる．本研究ではこの箇所に緩和法である

FCF-relaxationを用いる手法を検討するが詳細は 3章で述

べる．また Algo. 1を再帰的に適用することでマルチレベ

ルを構成できる．

Algorithm 1 Two-level Multigrid Reduction in Time

(MGRIT) (A, g, u, m)

1: Apply FCF-relaxation to Au = g.

2: Restrict the residual to the coarse grid from the fine-grid.

rc = R(g −Au).

3: Solve Acec = rc.

4: Prolongate the error to the fine-grid from the coarse grid.

u = u+ Pec.

5: Apply F-relaxation to Au = g.

3. MGRITのスケーラビリティ改善手法

本章では，本研究で利用する，MGRITのスケーラビリ

ティ向上を図る 3つの手法について述べる．

3.1 粗格子集約 (Coarse-grid Agglomeration)

本節ではMultigrid法の並列実装について考える．一般

的なMultigrid法の実装は，最も粗いレベルで全てのプロ

セスからマスタープロセスへ未知数を集約して，直接解法

を適用することが多い．しかしこの実装は，超並列環境に

おいては数千～数万程度のプロセスから 1 つのプロセス

へ集約する必要があり，この際の通信コスト増加は無視

できなくなる．この問題に対し，Adams等は粗格子集約

(coarse-grid agglomeration)の必要性が強調している [11]．

この手法は，最も粗いレベルでのみ集約を行うのではなく，

その前の粗いレベルから段階的に集約を行う．つまりある

レベルからレベル数を増やす毎に並列度は減少する．よっ

て最も粗いレベルにおける集約では，そのレベルの active

プロセスのみが対象となるため，通信コストの増加が抑え

られる．図 2に，3レベル 8プロセス (P0, . . ., P7)おけ

る粗格子集約の例を示す．青の矢印は集約を表す．例えば

レベル 0からレベル 1にかけて，P1は P0へマージされ

る．そのためレベル 1における P1は，activeプロセスか

ら inactiveプロセスになり，その状態を赤のバツ印で表し

ている．また一度 inactiveとなったプロセスは，以降のレ

ベルにおいても同様に inactiveとなる．粗格子集約は各レ

ベルで異なる acitveプロセス数を持つ階層構造を与える．

P0 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7

P0 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7

P0 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7

agglomeration agglomeration

Level=0

Level=1

Level=2

図 2 3 レベル 8 プロセス (P0, . . ., P7) における粗格子集約の例．

青の矢印は集約を，赤のバツ印は inactive プロセスを表す．

次に，MGRITに対する粗格子集約を考える．時間方向

に割り当てられた各プロセスは，時間領域を分割し，分散

されたタイムステップ数を持つ．本研究では，各プロセス

が持つタイムステップ数が粗格子率以下になった場合に集

約を行う，という基準を採用している．なぜならMGRIT

の緩和法は粗格子率単位で並列性を持っており，これ以上

細かい単位で分散しても逐次処理と同じになるためであ

る．ここでタイムステップ数はプロセス数で割り切れると

いう仮定を置き，時間方向には構造格子であることを踏ま

えれば，どのレベルにおいて，どのプロセスがどのプロセ

スとマージされるべきか，は簡単に Algo. 2で求められる．

ここではタイムステップ数Ntと粗格子率m，レベル数 L，

Algorithm 2 How to determine the process number to

be merged (Nt, m, L, Pt, rank_id)

1: dist_Nt[0] = Nt / Pt ▷ Distributed number of time-steps

2: p_width[0] = 1 ▷ Width between active processes

3: for lvl = 1 to L− 1 do

4: dist_Nt[lvl] = dist_Nt[lvl-1] / m ▷ Coarsening

5: p_width[lvl] = 1

6: if dist_Nt[lvl] < m then

7: if dist_Nt[lvl] == 0 then

8: continue ▷ Process rank_id is inactive.

9: end if

10: p_width[lvl] = m/dist_Nt[lvl]*p_width[lvl-1]

11: merged_id = rank_id - (rank_id%p_width[lvl])

12: end if

13: end for

時間並列度 Pt，プロセス番号rank_idを仮定する．各レベ

ルでプロセスに割り当てられるタイムステップ数を表す

dist_Ntと，activeプロセス間の幅を表すp_widthを導入す

る．最終的にrank_idは，11行目で求められるmerged_id

へマージされる．そのため Algebraic Multigrid法におけ

る粗格子集約のような複雑な処理は必要ない [11][13]．し

かしながら，粗いレベルの activeプロセスには，自身の細

かいレベルとは異なる時間領域が割り当てられることに注
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意が必要である．図 3に具体例を示す．各色は各プロセス

に割り当てる分散された時間領域を指す．プロセス 0に対

応する青色の領域に注目すれば，各レベルにおいて異なる

時間領域を持つことが確認できる．この時，対象とする問

題の係数行列が時間に対して不変の場合，全てのタイムス

テップにおいて同じ係数行列を利用できる．しかし逆に係

数行列が時間に依存して変化する場合，細かいレベルで利

用しなかった係数行列も構築して利用する必要がある．本

研究の数値実験では時間に対して不変の係数行列を想定し

ているため，粗いレベルの右辺，つまり残差ベクトルのみ

を集約している．

Level=0

Level=1

Level=2

P0 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7

図 3 3 レベル 8 プロセス (P0, . . ., P7) かつ粗格子率 m = 2 にお

ける MGRIT に対する粗格子集約．各色は各プロセスが持つ

分散された時間領域を示す．粗いレベルの active プロセスは

細かいレベルの自身と異なる時間領域を持つ．

3.2 最も粗いレベルにおける緩和法の利用

3.1節で述べた粗格子集約手法を用いることで，超並列

環境においても，粗いレベルの効率的な処理が期待される

とはいえ，これとは別に最も粗いレベルにおける直接解法

の計算コストを考える必要がある．MGRITの直接解法と

は，最も粗いレベルのタイムステップ数回，時間逐次解法

を適用することであるため，タイムステップ数が多いほど

計算コストは高くなる．このコストが問題となる状況は，

対象とする問題が持つ時間刻み幅の制限により，時間方向

にマルチレベルを構築することが困難な場合に考えられる．

この手法は最も粗いレベルにおいて直接解法の代わりに

緩和法を利用する．具体的には FCF-relaxationを 1回適

用する．ここで FCF-relaxationの適用回数もパラメータ

として考えられるが，複数回適用するほど直接解法の処理

に近づくため，本研究では 1回適用のみを検討する．この

手法は時間方向に逐次的な処理である直接解法を排除する

ため収束性は悪化するものの，全ての演算を時間方向に並

列に実行できる．よって高い並列性を十分に活用できる利

点を持つ．本研究ではこの手法をMultilevel-FCFと呼ぶ．

本来MGRITの最も粗いレベルのソルバは規定されていな

いため，この手法も広義にMGRITに含まれる．しかし本

研究では明確に区別するためこの名称を利用する．Algo.

3にMultilevel-FCFのアルゴリズムを示す．ここで下付き

文字 lはレベル数を表す．通常のMGRITと異なる箇所は

2行目のみであり，最も粗いレベルにおいても緩和法であ

る FCF-relaxationが適用されている．

Algorithm 3 Multilevel-FCF (A, g, u, m)

1: if l is the corasest level, L then

2: Apply FCF-relaxation to ALeL = rL. ▷ Approximate

solves instead of the direct method

3: else

4: Apply FCF-relaxation to Alul = gl.

5: Restrict the residual to the coarse-grid from the fine-grid.

rl+1 = Rl(gl −Alul).

6: Solve on next level: Multilevel-FCF(Al+1, rl+1, el+1,

m).

7: Prolongate the error to the fine-grid from the coarse-grid.

ul = ul + Plel+1.

8: Apply F-relaxation to Alul = gl.

9: end if

3.3 Krylov部分空間法への前処理

3.2節のMultilevel-FCFでは収束性の代わりに並列性を

優先した．しかし可能であるならば，収束性悪化による極

端な反復回数の増加は避けるべきである．そこで本節で

は，高い並列性を維持した上で収束性の向上を図るために，

Krylov部分空間法との併用を考える．すなわち式 (2)を 1

つの線形システムとみなして Krylov部分空間法を適用し，

MGRITやMultilevel-FCFをその前処理として利用する．

ソルバ単体で利用した場合と比較して，Krylov部分空間法

による収束性の加速が期待される．

式 (2)の係数行列は非対称であるため，本研究ではKrylov

部分空間法として Generalized Minimal Residual (GM-

RES) 法 [23]を用いる．GMRESは残差ベクトルの L2ノ

ルムを最小化する多項式を選択し，残差単調減少性を持

つ．GMRESは右前処理が可能であり，Algo. 4に右前処

理付き GMRESのアルゴリズムを示す．3行目が前処理部

分に対応しており，ここで MGRIT や Multileve-FCF を

適用する．すなわち，初期値ベクトルを zk = 0として，

Algo.1 の MGRIT(A,vk, zk, m) や Algo.3 の Multilevel-

FCF(A,vk, zk, m) を呼ぶ．13 行目の最小化問題では，

Hessenberg行列 H̃ 行に対してGivens回転を適用し上三角

化して解いている．

Algorithm 4 Preconditioned GMRES (A, g,u0, M , k)

1: r0 = g −Au0, β = ||r0||2, and v1 = r0/β

2: for k = 1, · · · ,maxiter do

3: zk = M−1vk ▷ Preconditioning part.

4: ω = Azk ▷ SpMV for the space-time matrix.

5: for j = 1, · · · , n do ▷ Gram-Schmidt process.

6: hj,k = (ω,vj)

7: ω = ω − hj,kvj

8: end for

9: hk+1,k = ||ω||2
10: vk+1 = ω/hk+1,k ▷ Normalization.

11: end for

12: Zk = [z1, · · · ,zk], H̃k = {hi,j}1≤i≤k+1,1≤j≤k, e1 =

(1, 0, · · · , 0)∗.
13: uk = u0 + Zky

(
y = argmin||βe1 − H̃kyk||

)
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最後にMGRITやMultilevel-FCFと GMRESを併用し

た場合の並列性と追加演算コストについて考える．GMRES

の主要な計算は，疎行列ベクトル積 (sparse matrix-vector

multiplication, SpMV) である．この SpMVは式 (2)の行

単位で並列性を持っており，MGRITやMultilevel-FCFの

緩和法より高い並列性を持っている．そのため Krylov部

分空間法の併用によって，ソルバの並列性は低下しない．

さらにその計算量は，陰解法による離散化の場合，MGRIT

やMultilevel-FCFの緩和法と比較すると比較的小さい．な

ぜなら各緩和法は空間サイズの線形方程式を解く必要があ

るのに対し，式 (2)に対する SpMVは空間サイズの行列に

よる数回の SpMVに対応するためである．

4. 数値実験

4.1 時間発展 Stokes方程式

2次元時間発展 Stokes方程式は未知数 (u, v, p)を持つ．

それぞれ uは x方向の速度，v は y 方向の速度，pは圧力

を表す．支配方程式は式 (4)から式 (6)で与えられる．

∂tu−∆u+ ∂xp = fx (4)

∂tv −∆v + ∂xp = fy (5)

−∂xu− ∂yv = 0 (6)

ここで∆はラプラシアンを指し，∂t := ∂/∂t，∂x := ∂/∂x，

∂y := ∂/∂y である．式 (4) と式 (5)は運動方程式を表し，

式 (6)は連続の式に対応する．この支配方程式は，流体速

度が非常に遅く，粘性が非常に大きい現象を記述している．

離散化にはスタガード格子 (staggered grid)と呼ばれる，

異なる箇所に未知数 (u, v, p)を配置する格子を用いる．二

次元領域 Ω = [0, 1]2における具体例を図 4に示す．圧力 p

の離散点は各セルの中心に配置される．また垂直方向の辺

の中点に x方向の速度 uが，水平方向の辺の中点に y方向

の速度 vが配置される．本実験では全ての境界でDirichlet

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x-direction

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

y-
di

re
ct

io
n

Staggered grid
Velocity x
Velocity y
Pressure

図 4 二次元領域 Ω = [0, 1]2 におけるスタガード格子．青点と橙点，

緑点はそれぞれ u, v, p に対応する．

境界条件を仮定する．そのためこの離散化により線形の鞍

点系が構築されるものの，その係数行列はフルランクで一

意な解を持つことが保証される．

本数値実験では，支配方程式の 1つの解析解に基づく右

辺ベクトル f1 と f2 を用いる．それは sinタイプの解析解

で次式で与えられる．

u = +sin(2πx) sin(2πy) cos(t) (7)

v = +cos(2πx) cos(2πy) cos(t) (8)

p = − cos(2πx) sin(2πy)1/(t+ 1) (9)

fx = − sin (t) sin (2πx) sin (2πy)

+8π2 sin (2πx) sin (2πy) cos (t)

+
2π sin (2πx) sin (2πy)

t+ 1
(10)

fy = − sin (t) cos (2πx) cos (2πy)

+8π2 cos (t) cos (2πx) cos (2πy)

−2π cos (2πx) cos (2πy)

t+ 1
(11)

図 5に式 (7)の u，式 (8)の v，式 (9)の pの関数の概形を示

す．タイムステップ 0における初期推定値またはDirichlet

境界条件における境界値は，解析解の関数値を用いて定め

られる．また他のタイムステップの初期推定値にはゼロベ

クトル 0を用いている．

X
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u = + sin(2 x)sin(2 y)cos(t)
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v = + cos(2 x)cos(2 y)cos(t)

X
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p = cos(2 x)sin(2 y)(1/(t + 1))

図 5 Sin-type solutions for time-dependent Stokes problems at

initial time-step t = 0.

4.2 比較対象とするソルバと実行環境の設定

本研究で検討する 3つの手法の性能評価のために，従来

手法も含めた次の 6つのソルバを比較対象とする．本節以

降も同じソルバの表記を用いることに注意されたい．

( 1 ) Time-marching method: 従来手法．時間逐次解法

( 2 ) simple MGRIT: 従来手法．粗格子集約無しMGRIT

( 3 ) MGRIT(AGG)

( 4 ) MGRIT(AGG)-GMRES

( 5 ) Multilevel-FCF(AGG)

( 6 ) Multilevel-FCF(AGG)-GMRES

従来手法には時間逐次解法と，粗格子集約機能を持たない

MGRITを用いており，後者は「simple MGRIT」と表記

する．また「(AGG)」はそのソルバが粗格子集約を持つこ

とを表し，「-GMRES」は前処理付き GMRESを表す．

計測環境には計算ノードに Intel Xeon Platinum 8280

(CascadeLake) を 2ソケット搭載している Oakbridge-CX

(OBCX) を利用し，1コア 1プロセスの Flat MPIモード
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で実行した．またバージョン 2019.5.281の Intelコンパイ

ラを用いた．各反復ソルバにおける収束判定には相対残差

の 2ノルムが 10−12 以下を用いた．またどのソルバも各タ

イムステップにおいて空間サイズの線形方程式を解く必要

がある．本研究では時間並列化の影響に焦点を絞るため空

間並列化は行わずに LU分解を利用した．それは求解コス

トが全てのタイムステップで同じ計算量であり，時間並列

化の分析が容易になるためである．また本数値実験では空

間サイズの係数行列は時間に対して不変で一度分解した行

列は再利用できるため，分解コストは計測時間に含めずに

前進・後退代入部のみを計測した．

4.3 粗格子集約の強スケーリング性能

粗格子集約手法の強スケーリング性能を検証するために，

MGRIT(AGG)の実行時間に注目する．比較対象は時間逐

次解法と simple MGRITとする．空間自由度N2
x = 132と

タイムステップ数 Nt = 65, 536，粗格子率 m = 4を固定

し，時間並列度 Pt を変化させた場合の実行時間を図 6に

示す．

図 6では時間逐次解法は時間方向に並列性を持たない

ため一定の値がプロットされている．この問題設定では

simple MGRITは 5レベルを構築すると，最終的に各プロ

セスに 1タイムステップしか割り当てられないため，効率的

に実行できる最大のレベル数と並列数は L = 5と Pt = 256

に制限される．そのため simple MGRITは Pt = 256にお

いて，時間逐次解法と比較して約 3倍の実行時間削減を達

成したものの，最も粗いレベルのコストが増加しており，

これ以上の高速化は難しい．これに対しMGRIT(AGG)は

より多いレベル数とより高い並列数で動作できる．そのた

めプロセス数の増加に伴い実行時間を削減し，最終的に

L = 7 かつ Pt = 4096 において，時間逐次解法と比較し

て約 25倍の実行時間削減を達成した．図 6より粗格子集

約の適用による MGRIT のスケーラビリティ改善を確認

した．

4.4 Multilevel-FCFの収束性への影響

最も粗いレベルにおいて緩和法の利用したソルバの収束性

を評価するため，Multlevel-FCF(AGG)とMGRIT(AGG)

の反復回数に注目する．空間自由度 N2
x = 132 とタイムス

テップ数 Nt = 14, 336，さらに時間並列度 Pt = 896も固

定し，粗格子率 mとレベル数 Lを変化させた場合の反復

回数と実行時間を表 1に示す．

表 1 より，レベル数 L の増加，あるいは粗格子率

m の増加に伴い，Multilevel-FCF(AGG) の反復回数は，

MGRIT(AGG)の反復回数と同等になることを確認した．

前者の場合，レベル数 Lの増加に伴い，最も粗いレベルの

タイムステップ数 Ntc = Nt/m
L−1 は減少している (表 1

の列 “Ntc”を参照)．そのため最も粗いレベルにおける緩
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# of processes

2 1
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Ti
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e 
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ec
]

Strong scaling with agglomeration, Nt=65536

Time-marching method
simple MGRIT (Lev=5)
MGRIT(AGG) (Lev=7)

図 6 Run times of MGRIT (blue, circle marker) and

MGRIT(AGG) (orange, squared marker) with N2
x = 132,

Ω = [0, 1]2, Nt = 65536, T = [0, 1], and a coarsening factor

m = 4. The dashed red line indicates the time-marching

method without parallelization.

和法はそのレベルの直接解法を良く近似し，同等の収束性

をもたらした．具体的にm = 2かつ L = 2と L = 8の場

合，Multilevel-FCF(AGG)とMGRIT(AGG)の反復回数

はそれぞれ，L = 2では 26回と 15回であったが，L = 8

ではどちらも同じ 15回となった．後者の場合は，粗格子

率mの増加に伴い，C 点の区間幅が広がるため，より収束

性の高い緩和法となるためである．

Multilevel-FCF(AGG)がMGRIT(AGG)と同等の収束

性を与える場合，より一反復のコストが軽い Multilevel-

FCF(AGG)が全体の実行時間が短いことも表 1より確認

できる．しかしMultilevel-FCF(AGG)の収束性は，最も

粗いレベルのタイムステップ数Ntc に依存することに注意

する必要がある．つまりNtc が十分に小さく直接法を良く

近似する場合，また高い並列度を踏まえて反復回数の増加

が許容される場合に有効だと考えられる．

4.5 前処理による収束性向上

GMRESへの前処理による収束性への影響を評価するた

めに，ソルバとして用いた場合と前処理として用いた場合を

比較する．すなわち，Multilevel-FCF(AGG)とMultilevel-

FCF(AGG)-GMRES，MGRIT(AGG)とMGRIT(AGG)-

GMRESを比較する．特に表 1内で最も反復回数の削減

が大きい場合に絞り，図 7に各ソルバの収束履歴を示す．

図 7の左図はm = 2かつ L = 9に対応し，右図はm = 4

かつ L = 4に対応する．どちらの場合も前処理として利

用することで，2回から 4回の反復回数削減を確認した．

これは劇的な改善では無いものの，3.3節で述べたように

GMRESとの併用による追加演算コストは比較的小さいた

め (表 1の列 “time/it.”を参照)，たとえ数回の削減であっ

たとしても全体の実行時間の削減につながった．結果とし
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表 1 Time-to-solution in seconds and number of iteartions with N2
x = 132, Nt = 14336,

and Pt = 896 (16 nodes / 56 cores). m: coarsening factor. L: number of levels.

Ntc: number of time-steps on the coarsest level. The rightmost column (“time/it.”)

indicates the averaged run time of one iteration.

m L Ntc solver time [sec] it. time/it.

2 5 896 simple MGRIT 2.7046 13 0.2080

simple MGRIT-GMRES 2.5215 12 0.2101

2 8 112 Multilevel-FCF(AGG) 0.4505 26 0.0173

Multilevel-FCF(AGG)-GMRES 0.4334 24 0.0181

MGRIT(AGG) 0.6010 15 0.0401

MGRIT(AGG)-GMRES 0.5322 13 0.0409

2 9 56 Multilevel-FCF(AGG) 0.3069 17 0.0181

Multilevel-FCF(AGG)-GMRES 0.2656 14 0.0190

MGRIT(AGG) 0.4416 15 0.0294

MGRIT(AGG)-GMRES 0.3917 13 0.0301

2 10 28 Multilevel-FCF(AGG) 0.2848 15 0.0190

Multilevel-FCF(AGG)-GMRES 0.2586 13 0.0199

MGRIT(AGG) 0.3649 15 0.0243

MGRIT(AGG)-GMRES 0.3255 13 0.0250

4 4 224 Multilevel-FCF(AGG) 0.4089 27 0.0151

Multilevel-FCF(AGG)-GMRES 0.3697 23 0.0161

MGRIT(AGG) 0.9823 16 0.0614

MGRIT(AGG)-GMRES 0.8630 14 0.0616

4 5 56 Multilevel-FCF(AGG) 0.2783 16 0.0174

Multilevel-FCF(AGG)-GMRES 0.2570 14 0.0184

MGRIT(AGG) 0.4414 16 0.0276

MGRIT(AGG)-GMRES 0.3995 14 0.0285

8 3 224 Multilevel-FCF(AGG) 0.2922 16 0.0183

Multilevel-FCF(AGG)-GMRES 0.2837 15 0.0189

MGRIT(AGG) 0.9331 15 0.0622

MGRIT(AGG)-GMRES 0.9519 15 0.0635

8 4 28 Multilevel-FCF(AGG) 0.3411 15 0.0227

Multilevel-FCF(AGG)-GMRES 0.3546 15 0.0236

MGRIT(AGG) 0.3836 15 0.0256

MGRIT(AGG)-GMRES 0.3941 15 0.0263

て m = 4かつ L = 4におけるMultilevel-FCF(AGG)は，

前処理として利用することで，反復回数を 27回から 23回

へと約 14.81%削減し，実行時間を 0.4089秒から 0.3697秒

へと約 9.59%削減した．

4.6 3つの手法を全て組み合わせたソルバの有効性

上記の節では 3 つの手法それぞれに注目してその影響

を確認した．本節では最後に表 1における最も実行時間

が短いソルバに注目する．それは m = 4 かつ L = 5 の

Multilevel-FCF(AGG)-GMRESであった．これを表 1内

に太字で示している．Multilevel-FCF(AGG)-GMRES は

本研究で検討した 3 つの手法を全て組み合わせたソルバ

である．粗格子集約，最も粗いレベルにおける緩和法の利

用，GMRESへの前処理としての利用，という順番に適用

した場合の実行時間の変化を見ると，それぞれの手法は

約 6.13倍，約 1.59倍，約 1.08倍の高速化を達成した．結

果として，Multilevel-FCF(AGG)-GMRES は，従来手法

である simple MGRIT と比較して約 10.52倍の高速化を

達成した．この傾向は問題サイズと並列数を増やした場

合でも同様に確認された．空間自由度 N2
x = 212，タイム

ステップ数 Nt = 57344，並列度 Pt = 3584における反復

回数と実行時間を表 2に示す．この問題設定における最

も実行時間が短いソルバは m = 2かつ L = 11における

Multilevel-FCF(AGG)-GMRES であり，時間逐次解法と

して比較して 36.97倍の高速化を達成した．

5. おわりに

本研究では時間発展 Stokes方程式に対して，粗格子集

約手法，最も粗いレベルにおける緩和法の利用，GMRES

への前処理としての利用，の 3つの手法を MGRIT に適

用した．粗格子集約を行うことで，高並列度環境において

も粗いレベルの効率的な並列処理を可能にし，その改善効
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表 2 Time-to-solution in seconds and number of iterations with N2
x = 212, Nt = 57344,

and Pt = 3584 (64 nodes / 56 cores). m: coarsening factor. L: number of levels.

Ntc: number of time-steps on the coarsest level. The rightmost column (“time/it.”)

indicates the averaged run time of one iteration.

m L Ntc solver time [sec] it. time/it.

- - - Time-marching method 93.4030 - -

2 5 3584 simple MGRIT 88.4082 13 6.8006

simple MGRIT-GMRES 81.7821 12 6.8152

2 10 112 Multilevel-FCF(AGG) 4.0378 22 0.1835

Multilevel-FCF(AGG)-GMRES 3.7205 20 0.1860

MGRIT(AGG) 5.7740 15 0.3849

MGRIT(AGG)-GMRES 5.0513 13 0.3886

2 11 56 Multilevel-FCF(AGG) 2.8648 15 0.1910

Multilevel-FCF(AGG)-GMRES 2.5265 13 0.1943

MGRIT(AGG) 4.3359 15 0.2891

MGRIT(AGG)-GMRES 3.7921 13 0.2917

2 12 28 Multilevel-FCF(AGG) 2.9867 15 0.1991

Multilevel-FCF(AGG)-GMRES 2.6299 13 0.2023

MGRIT(AGG) 3.6647 15 0.2443

MGRIT(AGG)-GMRES 3.2160 13 0.2474

4 5 224 Multilevel-FCF(AGG) 3.8426 23 0.1671

Multilevel-FCF(AGG)-GMRES 3.3902 20 0.1695

MGRIT(AGG) 8.5754 15 0.5717

MGRIT(AGG)-GMRES 8.0294 14 0.5735

4 6 56 Multilevel-FCF(AGG) 2.9724 16 0.1858

Multilevel-FCF(AGG)-GMRES 2.6386 14 0.1885

MGRIT(AGG) 4.7192 16 0.2949

MGRIT(AGG)-GMRES 4.2667 14 0.3048

4 7 14 Multilevel-FCF(AGG) 3.2796 16 0.2050

Multilevel-FCF(AGG)-GMRES 2.9102 14 0.2079

MGRIT(AGG) 3.5275 16 0.2205

MGRIT(AGG)-GMRES 3.1321 14 0.2237

8 4 112 Multilevel-FCF(AGG) 3.2141 15 0.2143

Multilevel-FCF(AGG)-GMRES 3.0413 14 0.2172

MGRIT(AGG) 6.7425 15 0.4495

MGRIT(AGG)-GMRES 6.3415 14 0.4530

果が最も高かった．また最も粗いレベルにおける緩和法の

利用では，そのレベルのタイムステップ数が十分小さい場

合には緩和法は直接解法を良く近似し，高い並列性を維持

したまま同様の収束性を提供することが分かった．さらに

GMRESへの前処理として利用することで，反復回数の削

減は僅かであるものの，少ない追加コストで収束性を改善

した．結果としてこの 3つの手法全てを組み合わせること

で，従来のMGRITと比較して実行時間を 10.52倍短縮し

た．本研究では，この組み合わせがMGRITのスケーラビ

リティを向上させる例を示した．

また本研究では時間並列化のみに焦点を当てて実験を

行った．そのため検討した各手法を空間並列化と組み合わ

せて評価する必要がある．今後の課題として，[17]に挙げ

られるような鞍点系に対するMultigrid法を適用すること

が挙げられる．また応用問題としてジオダイナミクスに基

づく大きな粘性係数を持つ Stokes流れへの適用も検討し

ている．
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