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パリティ因子のための二部的カテドラル標準分解

喜多 奈々緒1,a)

概要：グラフの T -ジョインは完全マッチングの一般化に相当する古典的な概念である．一方，マッチング

理論においては標準分解と呼ばれる一連の構造定理がその基盤を成す．したがって完全マッチングと T -

ジョインのアナロジカルな関係に基づき T -ジョインのための標準分解を与えることによってその理論基盤

を構築することが期待できる．本研究ではこのような狙いのもと，T -ジョインのための二部グラフの標準

分解を与える．マッチングのための二部グラフの標準分解としては Dulmage-Mendelsohn 分解が知られて

おり，一方で非二部グラフの標準分解としてはカテドラル分解が知られる．本研究において，二部グラフ

の T -ジョインはマッチングとは異なる T -ジョイン特有の性質を持ち，Dulmage-Mendelsohn分解より複

雑でありかつカテドラル分解と似て非なる標準分解によって構造を把握されることを明らかにする．

Bipartite Cathedral Canonical Decomposition for Parity Factors

1. はじめに

1.1 最小ジョイン問題

グラフの T -ジョイン [15]はマッチング理論 [14]におけ

る古典的な対象であり，これは 1-因子（完全マッチング）

の概念を偶奇性の観点で一般化したものに相当する．グラ

フと点の集合 T が与えられたとき，枝の集合 F が T -ジョ

インであるとは，T のいかなる点についても F の枝が奇数

本接続しており，T に含まれない点には F の枝が偶数本接

続していることをいう．グラフの T -ジョインは，各連結成

分が T の点を偶数個含むとき，かつそのときに限り存在す

る．この条件を満たすようなグラフ Gと点の集合 T の対

(G,T )はグラフト（graft）と呼ばれ, Gの T -ジョインはグ

ラフト (G,T )のジョインとも呼ばれる．本稿では主に後

者の記法を用いる．グラフトにおいては，最小ジョイン，

すなわち最小の枝数からなるようなジョインが関心の対象

となる．グラフ Gが特に 1-因子を持つグラフであり T が

その点集合であるとき，枝の集合 F が 1-因子であること

とジョインであることは同値となる．すなわち，グラフト

は 1-因子を持つグラフの一般化であり，最小ジョインは 1-

因子の一般化であるといえる．

また，グラフの最小ジョイン問題は無向グラフ上の様々
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な経路問題を従えることが知られている．例えば，無向グ

ラフにおける 2点間の最短経路問題や，中国人配達夫問題

（Chinese Postman Problem）は最小ジョイン問題として

定式化される．また，ジョインは Tutteの 4-整数流予想な

どグラフ理論の古典的未解決問題と関連が深い．

グラフトと最小ジョイン問題はこのように古くから重要

な問題として関心を集めており，主にマッチング理論の観

点からその解明がなされてきた．しかし 1-因子やその他の

種類の古典的な因子と比べ，ジョインは特異な性格を持つ

ことが認識されており，未解明の部分も多い．

1.2 マッチング理論と標準分解

1-マッチングの理論においては総称して標準分解（canon-

ical decomposition） [14], と呼ばれる一連の構造定理が理

論基盤をなす．標準分解として Gallai-Edmonds 分解や

Dulmage-Mendelsohn分解をはじめいくつかの種類のもの

が知られているが，いずれも与えらえたグラフに対して一

意に定まる分割を定め，その分割で以ってグラフが持つ全

ての最大 1-マッチングの構造を一括して記述する性格を持

つ．このような性格ゆえに標準分解たちは 1-マッチングの

理論において算法および構造研究両面から強力かつ汎用的

な道具として機能してきた．

既存の標準分解としては，Gallai-Edmodns分解 [4], [5]，

古典的および一般化 Kotzig-Lovász 分解 [6], [7], [10], [11],

[12], [13]，Dulmage-Mendelsohn分解 [1], [2], [3]，カテド
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ラル分解 [6], [7]が知られている．まずGallai-Edmonds分

解は，最大 1-マッチングの欠損部分に注目しグラフ構造を

記述するものであり，本質的に 1-因子を持たないグラフ

に対する構造定理である．後に続く標準分解たしは本質的

に 1-因子を持つグラフあるいはその特殊クラスを対象とす

る．因子成分は 1-因子を持つグラフの構成単位である．す

なわち 1-因子を持つグラフは一般に因子成分とその間を

つなぐ枝から構成される．これらの標準分解は因子成分の

内部構造や因子成分がどのように全体を構成するかを明ら

かにすることによって 1-因子の性質を明らかにする．古典

的および一般化 Kotzig-Lovász 分解は点集合の上にある同

値関係を入れることによって因子構造を把握する．古典的

Kotzig-Lovász 分解 [10], [11], [12], [13] は因子連結グラフ

と呼ばれる 1-因子を持つグラフのうち特殊な条件を満たす

クラスを対象とし，一般化Kotzig-Lovász 分解 [6], [7]はそ

のその 1-因子を持つ一般のグラフに対する一般化である．

Dulmage-Mendelsohn分解はカラークラスの存在を前提と

して，因子成分が全体を構成する規則をある半順序で特徴

づけることによって二部グラフ特有のマッチング構造を記

述する．カテドラル分解は 1-因子を持つ一般のグラフを対

象とする総合的な標準分解である．これは因子成分が全体

を構成する非二部的な規則を半順序で特徴づけるととも

に，一般化 Kotzig-Lovász分解を理論の構成要素とする．

1.3 最小ジョイン問題のための標準分解理論

したがって 1-因子と最小ジョインのアナロジカルな関係

を踏まえれば，グラフトの標準分解を得ることによって最

小ジョイン研究の基盤を確立できることが期待できる．グ

ラフトは 1-因子を持つグラフの一般化であるから，1-因子

を持つグラフに対する非自明な構造を記述する標準分解を

まずグラフトに対するものへと一般化する必要がある．し

たがって，古典的または一般化 Kotzig-Lovász標準分解，

Dulamge-Mendesohn 標準分解，カテドラル標準分解のグ

ラフト版を得ることを目指すべきである．そのようなもの

としてまず Sebö により古典的 Kotzig-Lovász 標準分解の

グラフトへの一般化が提案された．また，Kita [8]は一般化

Kotzig-Lovász 標準分解のグラフトへの一般化を提案した．

1.3.1 Dulmage-Mendelsohn分解と二部グラフト

また，Kita [9] は二部グラフトのための Dulamage-

Mendelsohn 分解を与えた．二部グラフから成るグラフ

トは二部グラフトと呼ばれる．また，グラフトの構成単

位たる因子成分は容易に定義される．ここでは Dulmage-

Mendelsohn分解と同様に因子成分がどのようにグラフト

全体を構成しているかを特徴づけるべく，二部グラフトの

因子成分の間に，1-因子の Dulmage-Mendelsohn分解にお

ける半順序の一般化となるある二項関係を定義し，これが半

順序であることを示すことによって Dulmage-Mendelsohn

分解の一般化を達成した．

しかし，Kita [9] による二部グラフトの Dulmage-

Mendelsohn 分解では捉えきれない最小ジョインの性質

がある．すなわち，二部グラフトの標準分解が達成するべ

きこととして，因子成分による二部グラフトの構成的特徴

付け，およびマッチング理論において重要である増加道の

特徴付けがあるが，これらは Kita [9]によっては捉えきれ

ていない．すなわち，二部グラフトの最小ジョインにはに

二部グラフの 1-因子にはない最小ジョイン特有の複雑な性

質が示唆される．したがって因子成分を構成単位として二

部グラフトにおける最小ジョインの構造を把握するために

は，Dulmage-Mendelsohn的関係に比してより広く多様な

構造を捉える必要があるといえる．

1.4 本研究：二部的カテドラル分解

これに対して本研究では二部グラフト特有の性質を捉え

る新たな標準分解を与える．すなわち，本研究では因子成

分の関係を表現する新たな二項関係を導入し，これが半順

序であることを示す．この二項関係は Kita [9]で与えた二

項関係を包含するゆえ，本研究において導出した成果は

Kita [9]を含意しており，したがって二部グラフトにおけ

るDulmage-Mendelsohn的構造を捉えるとともに，先行研

究では捉えきれなかった構造を把握する．すなわち，さら

には任意の二部グラフトの構造を因子成分から構成的に特

徴づけることを可能にする．また，本研究の成果において

は増加道の構造が特徴づけられる．

ここで得られた因子成分による二部グラフトの構成は，

カテドラル標準分解に似て非なる構造を持つ．カテドラル

標準分解は 1-因子を持つ一般のグラフにおいて因子成分

による全体の構成を因子成分の間のある半順序関係で以っ

て捉える．この構造は非二部グラフ特有の構造であり二部

グラフにおいては非自明には現れない構造であるが，二部

性を捉えることができるカテドラル分解のそれに似て非な

る半順序関係を見出すことによって二部グラフト特有の構

造を特徴づけることができる．したがって本研究で与える

二部グラフトの標準分解を二部的カテドラル標準分解と呼

ぶ．また，二部的カテドラル標準分解はグラフトの一般化

Kotzig-Lovász 分解と独立に与えられるが，前者の半順序

構造と後者による点集合の分割は互いに関連することが示

される．

二部的カテドラル標準分解を導出するにあたっては，

Sebö [16]によるグラフトの距離定理を用いることによっ

て，一般の二部グラフトに対する問題をコームとよばれる

特殊な二部グラフトの問題へと帰着する．グラフとある最

小ジョイン F が与えられたとき，枝重み wF を e ∈ F に対

しては wF (e) = −1，一方 e ̸∈ F に対しては wF (e) = 1と

定義し，さらにこの枝重みについて２点間の距離を定義す

ることができる．この距離に関する構造定理を Seböが与

えており，これは Seböの距離定理と呼ばれる．距離定理に
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よって，与えられた任意の二部グラフトに対し，カラーク

ラスのアナロジーとなる集合をひとつ固定することによっ

て，一般の二部グラフトはコームと呼ばれる特殊な二部グ

ラフトの再帰的な一意和として表現される．したがって任

意の二部グラフトに対して標準分解を与えることはコーム

に対して標準分解を与えることに帰着される．この観察に

基づき，本研究ではコームの標準分解を与えることによっ

て一般の二部グラフトの標準分解を与える．

2. グラフトとジョイン

ここではグラフトとジョインについての基本的な定義を

与える．

定義 1. グラフGと点の集合 T ⊆ V (G)に対し，枝の集合

F ⊆ E(G)が T -ジョインであるとは，任意の点 v ∈ V (G)

について，vが T の点ならば F の枝が奇数本接続しており，

そうでなければ偶数本接続していることをいう．グラフ G

の T -ジョインは対 (G,T )のジョインとも呼ばれる．さら

に Gの各連結成分が T の点を偶数個持つとき対 (G,T )は

グラフトと呼ばれる．

観察 1. 対 (G,T )はグラフトであるとき，またそのときに

限りジョインを持つ．

グラフト (G,T )における最小ジョインに含まれる枝の

本数を ν(G,T )で表す．

定義 2. グラフト (G,T )において最小ジョインに含まれう

る枝は許容枝と呼ばれる．二点 u, v間に許容枝のみで構成

されるパスが存在するとき uと v は因子連結と呼ばれる．

あらゆる２点が因子連結であるようなグラフトは因子連結

であるという．グラフトにおいて極大な因子連結部分グラ

フトは因子成分と呼ばれる．グラフト (G,T )の因子成分

の集合を G(G,T )で表す．

定義 3. グラフト (G,T )について，GがカラークラスAと

Bから成る二部グラフであるとき，(G,T )を二部グラフト

と呼び，さらに Aと B をグラフト (G,T )のカラークラス

と呼ぶ．また，Gがカラークラス Aと B から成る二部グ

ラフであるようなグラフト (G,T )に対し，(G,T ;A,B)で

以ってカラークラスに非対称な順序が付与された二部グラ

フトを表す．

定義 4. グラフト (G,T ) と X ⊆ V (G) に対し，|T ∩ X|
が奇数であるときグラフト (G/X, T \X ∪ {x})，|T ∩X|
が偶数であるときグラフト (G/X, T \ X) を，(G,T ) の

X による縮約と呼び，(G,T )/X で表す．また，任意の

H ∈ G(G,T )に対しX∩V (H) ̸= ∅が V (H) ⊆ Xを含意す

るとき，(G[X], T ∩X)はグラフトであり，これを (G,T )[X]

で表す．

3. コームおよび準コーム

定義 5. 二部グラフト (G,T ;A,B)について，B ⊆ T かつ

ν(G,T ) = |B|が成り立つとき，これをコームと呼ぶ．二

部グラフト (G,T ;A,B)について，ν(G,T ) = |B ∩ T |が成
り立つときこれを準コームと呼ぶ．コームまたは準コーム

(G,T ;A,B)に対し，Aを背集合，B を歯集合と呼ぶ．

定義 6. 連結な準コーム (G,T ;A,B)と r ∈ B \T が，あら
ゆる v ∈ B \ {r}について ν(G,T∆{r, v}) = ν(G,T )を満

たすとき，これを rを起点とする臨界的準コームと呼ぶ．

4. Sebö の距離構造

(G,T )をグラフトとし，F をその最小ジョインとする．

パス P に対しその F -重みを |E(P ) \ F | − |E(P ) ∩ F |で
以って定義する．二点 x, y ∈ V (G)に対し，λ(x, y;F ;G,T )

で以って xと yの間の F -重み最小パスの値とし，xと yの

間の F -距離と呼ぶ．

事実 1. F -距離の値は F に依らない．

したがって λ(x, y;F ;G,T )を λ(x, y;G,T )と略記する．

以下は Seböの距離定理より観察される．

定理 1. 二部グラフト (G,T ;A,B)に対し，以下を見たす

集合 X ⊆ Aが存在する．

(i) G − X の連結成分の集合を K とすると，いずれの
K ∈ Kも T の点を奇数個含む．

(ii) K = {K1, . . . ,Kl}，ただし l ≥ 1 とすると，

(G,T )/K1/ · · · /Kl は X を背集合，{k1, . . . , kl}を歯
集合とするコームである．ただし i ∈ {1, . . . , l}につ
いて ki はKi に対応する縮約点を表す．

(iii) 各 K ∈ K について，X の近傍であるような点

rK ∈ B∩V (K)が存在し，(K, (T ∩K)∆{rK})は任意
の点 v ∈ V (K)に対し λ(rK , v;K, (T ∩K)∆{rK}) ≤ 0

を満たす．

また逆に，任意のコームと (iii)の条件を満たす二部グラ

フトの集合 K から上記の操作の逆を辿ることでグラフト
(G,T )を構成することができる．

5. グラフトの一般化Kotzig-Lovász 分解

定義 7. グラフト (G,T ) の２点 u, v ∈ V (G) に対し，

u = v または u と v は同じ因子成分に含まれかつ

ν(G,T ) = ν(G,T∆{u, v}) を満たすとき u ∼(G,T ) v で

あると定義する．　

定理 2 (Kita [8]). ∼(G,T ) は V (G)上の同値関係である．

商集合 V (G)/ ∼(G,T ) を P(G,T ) で表す．また，H ∈
G(G,T ) に対し，V (H) の分割をなす同値類の族を

P(H;G,T )で表す．この商集合は (G,T )の一般化Kotzig-

Lovász分解と呼ばれる．

6. 二部的カテドラル標準分解

定義 8. (G,T ;A,B) をコームグラフトとし，G1, G2 ∈
G(G,T )とする．このときG1 ≼ G2であるとは，以下を満

たすような集合 X ⊆ V (G)が存在することと定義する．

(i) V (G1) ∪ V (G2) ⊆ X.
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(ii) 任意の H ∈ G(G,T ) について，V (H) ∩ X ̸= ∅ は
V (H) ⊆ X を含意する．

(iii) (G,T ;A,B)[X]/G1はA\V (G1)を背集合，B\V (G1)∪
{g1}を歯集合とする準コームであり，かつ g1 を起点

として臨界的である．ただしここで g1はG1に対応す

る縮約点を指す．

定理 3. 任意のコームグラフト (G,T ;A,B) に対し，

(G(G,T ),≼)は半順序集合である．

半順序集合 (G(G,T ),≼)をコーム (G,T ;A,B)の二部的

カテドラル分解と呼ぶ．さらに次々節で示すように，二部

グラフトの再帰構造において登場するコームの特徴付けが

二部的カテドラル分解を用いて成されるため，距離定理と

組み合わせることによりこれは一般の二部グラフトの標準

分解を与える．

二項関係≼はKita [9]で与えられたDulmge-Mendelsohn

的半順序を含む．したがって定理 3は Kita [9]の主結果を

含む．

7. 上界のカテドラル構造

因子成分 H ∈ G(G,T ) に対し，≼ に関する H の狭義

上界の集合を U(H)で表す．U(H)に含まれる点の集合を

U(H)と表す．グラフトの二部的カテドラル分解と一般化

Kotzig-Lovász分解は独立に定義および導出されるが，以

下のような非自明な相互関係がある．

定理 4. (G,T ;A,B)をコームとする．H ∈ G(G,T )とす

る．G[U(H)]の各連結成分K に対し，S ∈ P(H;G,T )か

つ S ⊆ V (H) ∩B である同値類 S が存在して，K のH に

対する近傍は全て S に含まれる．

8. 再帰構造となるコームの特徴付け

定理 5. コームグラフト (G,T ;A,B)について以下は同値

である．

(i) ある r ∈ A が存在して全ての x ∈ V (G) に対し

x ∈ A ならば λ(x, r;G,T ) = 0 であり x ∈ B なら

ば λ(x, r;G,T ) = −1が成り立つ．

(ii) 半順序集合 (G(G,T ),≼) には最小元 H が存在し，

r ∈ V (H) ∩Aが成り立つ．

この定理と距離定理および定理 3によって任意の二部グ

ラフト標準分解が与えらえる．
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[16] Sebö, A.: Undirected distances and the postman-
structure of graphs. J. Comb. Theory, Ser. B 49(1), 10–39
(1990)

4ⓒ 2021 Information Processing Society of Japan

Vol.2021-AL-181 No.1
2021/1/28


