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位相推定アルゴリズムを用いた
分子のエネルギー計算にかかるコストの推定

小林　望1,4 御手洗　光祐2,3 中川　裕也4

概要：誤り訂正量子コンピュータでの実行が期待されている位相推定アルゴリズムは,量子化学や物性物
理などで現れる sparseなハミルトニアンの固有エネルギーを高速に計算可能であり,物質設計や化学反応
予測を通して様々な社会課題への実応用が期待されている.そのような応用を考えていく上で,実用的な問
題に対して位相推定アルゴリズムの計算コストがどの程度必要になるかを推定することは非常に重要であ
る.本研究では,位相推定アルゴリズムを用いた分子のエネルギー計算に必要な計算コストを推定し,様々
な分子の入力に応じて予想計算コストを出力するプログラムを作成した. この計算コストは量子計算に伴
う種々のエラー量の関数として与えられるが,入力分子に依存するエラーとしてトロッター分解に伴うもの
がコストに大きく寄与する.大きな分子ではこのエラーを直接計算することは難しいため,我々は [1]に従
いモンテカルロ法を用いて推定を行った.さらに考える分子系と欲しい精度を与えたとき,上記の計算コス
トの推定を制約条件付き最適化問題とみなすことで,欲しい精度を満たすようにエラー量を最適化し全体の
計算コストを推定するプログラムの実装を行った.

1. イントロダクション
近年, 量子計算分野の目覚ましい発展に伴い量子コン
ピュータへの社会的な関心が高まっている. 量子コン
ピュータを用いた高速な計算アルゴリズムのうち, 様々な
社会課題への応用が最も期待されているものの一つが位相
推定アルゴリズムである. 位相推定アルゴリズムは,現在実
現しつつある Noisy Intermediate-Scale Quantum device

(NISQデバイス)と呼ばれる誤り訂正機能を持たない量子
コンピュータでの実行は難しいと考えられるものの, 対応
する古典計算アルゴリズムと比べて指数的に高速であるこ
とがほぼ確実視されており, 将来的に誤り訂正ありの量子
コンピュータが実現した際のキラー・アプリケーションと
して注目を集めている [2].

位相推定アルゴリズムの適用先として注目されている分
野の一つが量子化学である.量子化学では原子や分子のエ
ネルギーを量子力学のシュレーディンガー方程式に基づき
精確に計算することを目標とするが, 古典コンピュータに
よる愚直な計算では必要な計算リソースが原子数の増加に
伴い指数関数的に増加してしまう. そのため,シュレーディ
ンガー方程式に基づいた第一原理的な量子化学の計算を金
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属錯体や酵素などの産業応用上で重要な分子系に適用する
のは困難である. 一方,誤り訂正ありの量子コンピューター
上で動作する位相推定アルゴリズムを用いると, 量子化学
計算に必要な計算リソースは原子数に対して多項式程度に
なり,古典アルゴリズムに対して指数的な加速が得られる.

量子化学計算による精確な分子エネルギーの計算を大規模
な系で行えるようになると, 素材開発や化学合成など広範
囲な産業応用が期待でき, 社会的インパクトが非常に大き
い. そこで, 誤り訂正ありの量子コンピュータが将来実現
された時に備え, 具体的にどの程度の大きさの分子でどの
程度の計算リソースが必要になるのかを見積もっておくこ
とは重要である.

本研究では, 先行研究である [1]に従い様々な分子につい
て位相推定アルゴリズムを用いた際の計算コストの推定を
行った. 2章ではまず位相推定アルゴリズム及びこれに伴
う誤差の評価と計算コストの見積もり方法について解説を
行う.そしてこれらの手法を実際の分子に適用した結果を
3章で示す. 最後に 4章では今後の展望について議論する.

2. 手法
本章ではまず位相推定アルゴリズムについて簡単に紹介

した後に,それを分子のエネルギー計算にどのように適用
するかを説明する. 続いて位相推定アルゴリズムを実際の
量子コンピュータに実装する際にトロッター分解と呼ばれ
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図 1 位相推定アルゴリズムで用いる量子回路. 図中の QFT は量子
フーリエ (逆) 変換を表す.

る近似を用いるが,この近似にかかる誤差の見積もりを行
う. 最後にトロッター分解以外の誤差量についても考慮し
た上で分子のエネルギー計算にかかる計算コストの見積も
りを行う.この計算コストは上述の種々の誤差量に依存す
る関数となるが,これをどのようにして最小化するかを解
説する.

2.1 位相推定アルゴリズム
位相推定アルゴリズム (Quantum phase estimation;

QPE) は, n 量子ビット上のユニタリ演算子 U の固有値
ei2πϕ を量子コンピューター上で求めるアルゴリズムであ
る (詳細は [3]を参照されたい). まず,ユニタリ演算子 U

の固有状態 |ψ⟩として U |ψ⟩ = ei2πϕ |ψ⟩を満たすものを量
子コンピュータ上に用意する. 厳密な固有状態 |ψ⟩を量子
コンピュータ上に用意することは簡単ではないが, 所望の
(固有値 eiϕ をもつ)固有状態と十分大きな重なりをもつ状
態を |ψ⟩として用意できれば,位相推定アルゴリズムは問
題なく動作することが知られている. この状態 |ψ⟩に対し
新たに補助 qubitを t個付け加え,図 1のような量子回路
を作用させることで, 量子コンピュータ上の状態は次のよ
うに変化する:

|ψ⟩ |0⟩⊗t QPE−−−→ |ψ⟩ |ϕ̃⟩ . (1)

ここで ϕ̃ = ϕ1ϕ2 · · ·ϕt は ϕを 2進数表示した際に t桁目
まで展開したビット列である (2進数展開が t桁で終わらな
い場合は補正が入る):

ϕ = 0.ϕ1ϕ2 · · ·ϕt :=
t∑

i=1

ϕi2
−i,

ϕi = 0, 1 (i = 1, . . . , t).

つまり, 位相推定アルゴリズムは状態 |ψ⟩の固有値の 2進
数表示を, 補助ビットに転写するアルゴリズムである. 図 1

の量子回路を作用させた後, 補助 qubitを測定すれば固有
値の 2進数表示が取り出せることになる.

2.2 位相推定アルゴリズムによる分子のエネルギー計算
前節で紹介した位相推定アルゴリズムは, エルミート演
算子 H の固有値計算にも用いることができる. すなわち,

ユニタリ演算子 e−iHt0 に対して位相推定アルゴリズムを
用いれば, H の固有値 E が ϕ = Et0 として得られる (t0 は
適当な定数). 量子化学ではハミルトニアン H というエル
ミート演算子の固有値が分子のエネルギーを与えるので,

計算したい分子のハミルトニアン H に対して U = e−iHt0

を量子コンピュータ上で実装し,位相推定アルゴリズムを
用いることで分子エネルギーを求めることができる.

U = e−iHt0 の具体的な実装方法は数通り提案されてい
る [4–8]が, 本研究ではトロッター分解に基づく次の方法
を考える. まず, 量子化学における分子のハミルトニアン
は第二量子化形式で書き下すことが出来ることに注目する:

Hf =
∑
ij

hijc
†
i cj +

∑
ijkl

hijklc
†
i c

†
jckcl. (2)

ここで c†i , ci は i 番目のスピン軌道に対する電子の生成
消滅演算子であり, フェルミオンの反交換関係 {ci, cj} =

cicj + cjci = 0, {c†i , c
†
j} = 0, {ci, c†j} = δij を満たす. 考慮

するスピン軌道の総数 nが,量子コンピュータで用いる量子
ビット数 nに対応する. また,展開係数 hij , hijklは古典コン
ピュータによる計算 (多くの場合, ハートリーフォック分子
軌道間の積分)で決定される. さらに, フェルミオンで書か
れたハミルトニアンを, Jordan-Wigner変換 [9]等の手法を
用いて n量子ビット上のパウリ演算子 Pα ∈ {I,X, Y, Z}⊗n

の和に変換する:

H =
L∑

α=1

cαPα =
L∑

α=1

Hα. (3)

ここで cα は実係数であり, Hα = cαPα とおいた. ここで,

式 (2)とフェルミオン演算子 1つが O(1)個のパウリ演算
子に変換されるという性質より, 項数 Lが高々 O(n4)程度
であることに注意されたい. そして 2次のトロッター分解

e−iHt0 =

(
L∏

α=1

e−iHαdt/2
1∏

α=L

e−iHαdt/2

)R

+O(t30/R
2)

(4)

を使い, U = e−iHt0 を近似的に実装する. すなわち, 個々
のゲート e−iHα = e−icαPα はパウリ演算子 Pα を生成子
とする回転ゲートであり, O(n)個の CNOTゲートと 1量
子ビットゲートで実装できるので [3], その O(n4)個程度
の積として U が実装できる. ここで時間ステップ分割数
R = t0/dtはトロッター数と呼ばれ, トロッター数が無限
大の極限もしくは dt → 0の極限でこの分解は厳密になる.

時間 t0 を一定にとるとき, 時間刻み dtを小さくすること
で演算子の近似の精度は上がるが, トロッター数がその分
大きくなってゲート数 (計算コスト)が増大するトレードオ
フが存在する.

以上のように, 位相推定アルゴリズムを用いて分子のエ
ネルギー計算を行うには,まず時間発展演算子を式 (4)の
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ように分解した後で, それぞれの回転ゲートを誤り訂正可
能な (保護された)ゲートセットへ分解して実装することに
なる. 以降では,まずトロッター分解に起因するエラーを
解説し,その後に他のエラーも考慮したアルゴリズムの最
終的な精度と計算コストの関係を紹介する.

2.3 トロッター分解による誤差の見積もり
前小節で見たように, トロッター分解を用いることで時
間生成演算子を量子コンピュータ上で実装することが可能
となるが,信頼できる定量的な計算を行うためにはこの近
似によるエネルギー計算の系統誤差を把握する必要があ
る.

∏L
α=1 e

−iHαdt/2
∏1

α=L e
−iHαdt/2 を e−iHeff t0 とおいた

とき, ハミルトニアンの差分 H −Heff は分割幅 dtの最低
次で

− 1

12

∑
α≤β

∑
β

∑
α′<β

[
Hα

(
1− δα,β

2

)
, [Hβ ,Hα′ ]

]
dt2

+O(dt3)

(5)

と与えられる [10]. この表式から, 位相推定アルゴリズム
をトロッター分解した時間発展演算子に対して適用した場
合の, ハミルトニアンの固有エネルギーの誤差の上限は,

∆ETS/dt
2 ≤ 4

∑
α,β,α′

∥Hα∥ ∥Hβ∥ ∥Hα′∥

× (δα>βδα′>β + δβ>αδα′,α)W (α, β, α′)

=
∑

α,β,α′

Γ(α, β, α′)

(6)

と求められる [1].ここでW (α, β, α′)は (5)中の二重交換
子が可換でない時に 1,可換なときに 0を返す関数である.

式 (6)の右辺はおよそ O(L3) = O(n12)の非常に多数の
項の和となっており, 特に大きな qubit数 nが必要な巨大
な分子では直接の数値的評価は難しい. そこで, [1]ではモ
ンテカルロ法を用いた右辺の値の推定を提案している. 具
体的にはM 個の一様ランダムな 1から Lまでの整数の組
{αj , βj , α

′
j}, j = 0, · · ·M を用いて

∆ẼTS/dt
2 =

L3

M

M∑
j=1

Γ(αj , βj , α
′
j) =: h (7)

を計算し, 式 (6)の右辺の推定値とする. 以上より, 欲しい
近似精度 ϵTS が与えられた時にトロッター分解の幅 dtと
して

dt =

√
ϵTS

h
(8)

と取れば十分であることが分かる.

2.4 位相推定アルゴリズムを用いた計算コストの推定
最後に, 具体的な量子誤り訂正アルゴリズムを念頭に, 位
相推定アルゴリズムを用いた分子のエネルギー計算におけ
るトロッター分解以外に起因する誤差を紹介し, 全体の誤
差が一定以下になるよう要求した際の計算コストについて
解説する.

本稿では誤り訂正アルゴリズムとして [1]に従い surface

codeを考える. surface codeを用いた場合, Cliffordゲート
は非常に少ない実装オーバーヘッドで済むものの Tゲー
ト・Toffoliゲートなど non-Cliffordなゲートには非常に大
きな実装コストがかかる. これは surface codeでは Clifford

ゲートの実行が自然に (transversalに)可能であるのに対
して, Tゲートは魔法状態蒸留と呼ばれる手法を用いなけ
ればならないことに起因している. 魔法状態蒸留はClifford

な操作のみを用いて十分に高い purityの補助的な「魔法
状態」を「蒸留」し, その状態を用いて Tゲート操作を元
の qubit系で実現するものであるが, この「蒸留」操作が
計算リソースの大半を占めるという結果もある [11]. 故に,

位相推定アルゴリズムを surface codeを用いて実装した場
合, 全体の計算コストの中で Tゲートの数が支配的な寄与
をすると考えられる. そこで,ここでは位相推定アルゴリ
ズムの実装に必要な Tゲートの数を計算コストとみなすこ
とにする.

さて, トロッター分解以外に起因する誤差としては, (i)

位相推定アルゴリズムで補助ビットの数 tを有限にとった
ことによる誤差 (ii) トロッター分解した時間発展演算子
(式 (4))を誤り訂正可能な量子ゲートに分解した時の誤差,

の 2つが考えられる. よって, (i)による誤差を ϵ1, トロッ
ター分解による誤差を ϵ2 = ϵTS, (ii)による誤差を ϵ3 と置
き, 要求する精度を ϵとおくと

ϵ1 + ϵ2 + ϵ3 ≤ ϵ (9)

が満たされるべき条件である. ここでは, 精度 ϵとして化
学精度 (chemical accuracy)である ϵ = 0.1mHa = 10−4Ha

をとる. 化学精度は, 量子化学においてエネルギーの計算
誤差の基準として用いられているものであり, 化学精度程
度の計算精度があれば室温における物質の安定性の予想や
化学反応の予測ができる. 3つの誤差 ϵ1, ϵ2, ϵ3 についてそ
れぞれ詳細な検討を行いその誤差に応じたゲート数を見積
もり, アルゴリズム全体の実装に必要な T ゲートの総数を
求めると

C(ϵ1, ϵ2, ϵ3)

= 2L

⌈
α

ϵ1

⌉⌈
β

√
ϵ

ϵ2

⌉(
γ log2

(
2L

ϵ3

⌈
β

√
ϵ

ϵ2

⌉)
+ δ

)
(10)

となる [1]. ここで Lはハミルトニアンの項の数, αは位相
推定アルゴリズムに依る定数, β は ϵ2 = 0.1mHaとした時
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のトロッター数, γ, δ はユニタリ演算子を Tゲートに分解
するアルゴリズムに依る定数である.

我々の目標はこのコスト関数 C を制約条件 (9)を満たす
ように誤差の大きさ ϵ1, ϵ2, ϵ3 を調節しつつ最小化すること
である. しかしながら,(10)の形のままではこの最小化問
題を解くことは難しいため,次の関数に近似したものを考
える:

C̃(ϵ1, ϵ2, ϵ3) = 2L
α

ϵ1
β

√
ϵ

ϵ2

(
γ log2

(
2Lβ

ϵ3

)
+ δ

)
(11)

従って,次の制約条件付き最小値問題を解けば良い:

min
ϵ1,ϵ2,ϵ3

C̃(ϵ1, ϵ2, ϵ3), (12)

s.t. g(ϵ1, ϵ2, ϵ3) = ϵ1 + ϵ2 + ϵ3 − ϵ ≤ 0. (13)

この最小値問題の局所解は, KKT(Karush-Kuhn-Tucker)

条件 [12,13]と呼ばれる必要条件を満たす.今回の場合KKT

条件は次の条件式を満たす実数 λが存在することに等しい:

−∇⃗C(ϵ1, ϵ2, ϵ3) = λ∇⃗g(ϵ1, ϵ2, ϵ3) (14)

λg(ϵ1, ϵ2, ϵ3) = 0, λ ≥ 0, g ≤ 0 (15)

(15)より
( 1 ) λ = 0かつ g(ϵ1, ϵ2, ϵ3) < 0

( 2 ) λ > 0かつ g(ϵ1, ϵ2, ϵ3) = 0

の 2つの場合が考えられるが, (14)を具体的に書き下すと
前者を満たす有限の ϵ1, ϵ2, ϵ3 は存在しないことがわかるた
め後者のみを考えればよい.この場合には (ϵ1, ϵ2, ϵ3 は以下
の方程式群の解として与えられる:

ϵ1 = 2ϵ2, ϵ2 =
ϵ− ϵ3
3

(16)

ϵ3 + 3
ϵ

2γ
(δ log 2 + γ log(

2Mβ

ϵ3
))− ϵ = 0 (17)

(17)は解析的にあらわに解くことは出来ないが,数値的に解
くことは可能である. よって定数 α, β, γ, δが与えられれば,

計算コストを近似的ではあるが最小化するような ϵ1, ϵ2, ϵ3

を数値的に求めることが出来て, それらを式 (10)に代入す
ることで計算コストを実際に推定することが可能である.

以上が, [1]に基づく計算コストの推定方法の解説である.

3. 結果・考察
前章の手法を踏まえ,本研究ではまず様々な分子に対し

て ϵ2 = ∆ETS = 0.1mHaとなる時のトロッター数 (式 (10)

の β)をモンテカルロ法を用いて計算した. 計算を行った
分子については表 1にまとめた. 分子ハミルトニアンの
作成には計算ライブラリ PySCF [14]と OpenFermion [15]

を用いた. モンテカルロ法のサンプル数M は十分計算が
収束すると考えられるM = 108に取った. 得られたトロッ
ター数を分子系の qubits数に対してプロットを行ったも
のが図 2である. ここからトロッター数 β と qubits数 N

表 1 今回用いた分子, 使用した基底関数, 必要な qubit 数.

molecule basis qubits molecule basis qubits

HF sto-6g 12 CO2 sto-6g 30

NH3 sto-6g 16 CO2 sto-3g 30

CH4 sto-6g 18 H2O dzvp 36

HCl sto-6g 20 NH3 dzvp 40

F2 sto-6g 20 CH4 dzvp 44

H2S sto-6g 22 CO2 p321 54

C2H2 sto-6g 24 C2H4 dzvp 72

H2O p321 26 H2O p6311ss 72

C2H4 sto-6g 28 CO2 dzvp 84

2 × 101 3 × 101 4 × 101 6 × 101

the number of qubits

104

105

106

Tr
ot

te
r n

um
be

r

fitting;(the power:2.308...)
95% CI

図 2 表 1 の分子について, ハミルトニアンの qubit 数と ϵ2 =

0.1mHaとした時のトロッター数のプロット. 橙色で塗られた
部分は両対数グラフで直線フィッティングを行った際の 95％
信頼区間を表す.

の間には β = O(N2.30···)のべき則を見てとることができ
る. [1]では β = O(N2.5)であったが,近い値が再現されて
いる (トロッター数 β の厳密な値は各分子の詳細に依存す
るため, フィッティングはあくまで目安を与えるものであ
ることに注意).

次にこれらのトロッター数を用い, コスト関数つまり T

ゲートの数の見積もり及び最適化を行った. この際,コス
ト関数の中に含まれる定数を指定する必要がある.ここで
は特に二つの可能性を考えた.ひとつはそれぞれのコスト
について厳密に示されている上限の値を用いる場合である
(rigorousと呼ぶ). もう一つはゲートセットへの分解と位
相推定アルゴリズムについては経験的に知られているコス
トの値を用いる場合である (empiricalと呼ぶ). それぞれの
場合に用いた定数は表 2にまとめた. これらの 2つの場合
に各種分子に対して推定を行った Tゲートの数（コスト関
数の最小値）は図 3の様になった. トロッター数の場合と
同様に経験的なべき則を読み取ることが出来るが, 今回の
実験では Tゲートの数 = O(N6.29···)となった. 予想され
るように rigorousの場合では empiricalと比べて Tゲート
の数が O(10)程度増えているものの, どちらの場合でも非
常に大量のゲートセットを用意しなければならないことが
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表 2 コスト関数評価に用いた各種定数.

α γ δ

rigorous 8π 4 11

empirical π/2 1.15 9.2

2 × 101 3 × 101 4 × 101 6 × 101

the number of qubits

1015

1016

1017

1018

1019

1020

1021

th
e 

nu
m

be
r o

f T
-g

at
es

fitting;(the power:6.292...)
rigorous
empirical
95% CI

図 3 表 1 の分子について, 図 2 の結果を基にコスト関数の最小値
の推定を行った結果. 緑色の領域は図 2 と同様に rigorous の
場合に両対数グラフで直線フィッティングを行った際の 95％
信頼区間.

分かる.

最後に, アルゴリズムの実行時間について述べる. これ
までの解析では計算コストを Tゲートの個数を用いて評価
していたが, 実際のアルゴリズムの実行時間はこのゲート
数に Tゲートひとつあたりの実行時間をかければ見積もる
ことができる. [1]と同様に,この実行時間を 10 nsという
非常に高速な値に仮定しても, qubit数が 20程度で計算時
間が数年単位になってしまうことが図 2から分かる. しか
し今回のコストの見積もりに用いたトロッター数 (式 (8))

は誤差 ϵTS を実現する上限値であり, 小さな分子で同様の
誤差が生じるトロッター数を直接見積もるとこの上限値よ
りも O(105)程度小さくなることがわかっている. ゆえに,

全体の計算時間の見積もりもO(10−5)倍程度小さい値とな
り, アルゴリズムの実行時間が現実的な時間スケールに近
づくことが予想できる. 本研究はあくまで最も愚直なコス
トの見積もりであり,工夫を行ったより現実的な計算コス
トの見積もりに関しては今後の課題としたい.

4. 展望
本研究では [1]に沿って位相推定アルゴリズムによる分

子のエネルギー計算にかかる計算コストの推定を行った.

計算コストに最も寄与する,トロッター分解に起因する誤
差評価ならびに必要なトロッター数の計算を様々な分子に
対して行った. そして, その他の要因による計算コストも
考慮した全体の計算コストを合計の Tゲート数として, 全
体の誤差が化学精度を満たすという条件のもとでの計算コ
ストの最小値の見積もりを行った.

今後の展望としては, [1]で他に述べられている計算の効
率化手法を取り入れたコスト推定プログラムの実装や, 本
年 8月に発表された [16]で用いられている qubitizationと
呼ばれる手法を基にしたコスト推定の実装があげられる.

こうした最新の知見や計算コストの改善提案を取り入れつ
つ, 誤り量子訂正コンピュータが完成した際の産業応用の
一助になるようなプログラムを今後整備していく予定で
ある.
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