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概要：格子暗号は，古典計算機や量子計算機からの攻撃に対しても安全であると考えられており，次世
代の暗号化技術として注目されている. その本質的な安全性は，最短ベクトル問題 (SVP) の求解困難性
に依存しており，セキュリティレベルを決定するために大規模計算機により SVPの難易度を正確に推定
することが重要である. 本研究では，世界初の分散型非同期並列 SVPソルバーである MAssively Parallel
solver for SVP (MAP-SVP)を開発した. MAP-SVP は分枝限定ソルバの汎用ソフトフェアである Ubiquity
Generator frameworkを適用することで非同期的に情報を共有しながら SVPアルゴリズムを大規模に並列
実行することが可能になった. MAP-SVPの性能を実証するために Darmstadt SVPチャレンジのインスタン
スを複数解き，最大 91,200のコア数を用いた実行により 127次元の記録を更新した.

キーワード：最短ベクトル問題，並列計算，Ubiquity Generator framework，格子基底簡約，列挙法，格子
暗号

Massive MPI Parallelization for Solving Shortest Vector Problem Based on
Ubiquity Generator Framework

Abstract: Lattice-based cryptography is considered the next generation encryption technique because it is believed to
be secure against attacks from classical and quantum computers. Its security depends essentially on the difficulty of
solving the shortest vector problem (SVP). It is important to estimate the hardness of solving SVP by high-performance
computers to determine the security level. In this study, we develop the world’s first distributed and asynchronous par-
allel SVP solver, the MAssively Parallel solver for SVP (MAP-SVP). This solver can parallelize the SVP algorithm
on a large scale while sharing information asynchronously by applying the Ubiquity Generator framework, which is
a generic framework for branch-and-bound algorithms. We demonstrate the performance of the MAP-SVP by solv-
ing instances of the Darmstadt SVP challenge, and MAP-SVP marked a new record at 127 dimension by using up to
91, 200 cores.

Keywords: The shortest vector problem, Parallel computation, Ubiquity Generator framework, Lattice basis reduction,
ENUM, Lattice-based cryptography

1. はじめに

自然数 nに対し，Euclid空間 Rn における一次独立な n

個のベクトル b1, . . . , bn の整数係数の線形結合全体 Lを n
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次元の格子という. 近年，暗号分野において格子は非常注

目されている. 現在普及している RSA暗号や楕円曲線暗号

は Shorのアルゴリズム [1]により大規模な量子計算機が実

現すれば解読できてしまうため，量子計算機による解読に

も耐性を持つ情報セキュリティシステムの開発は喫緊の課

題である. この流れを受けて，米国標準技術研究所 NIST

は量子計算機による解読に耐性を持つポスト量子暗号（ま

たは耐量子計算機暗号）の標準化計画を 2015年に開始し

た [2]. 2020年 7月中旬には，量子暗号標準計画は第 3ラ

ウンドまで進み，受諾する暗号システムは 7件に絞りこま

れたが，その内の 5件が格子に基づく暗号システム (格子
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暗号システム)であった.

格子における計算問題として最短ベクトル問題（Shortest

Vector Problem, SVP）が最も有名で，それは格子の基底が

与えられたとき，最も小さいノルムを持つ非零格子ベクト

ルを求めるというものである. 暗号分野においては，最短

ベクトル問題の計算困難性は格子暗号の安全性を支えてい

る. 最短ベクトル問題の求解アルゴリズムの計算時間や性

能を評価する目的で，2010年からドイツ・Darmstadt工科

大が主催する SVPチャレンジ [3]において 40から 200次

元の格子基底が web公開され，世界中の研究者が SVP解

読の記録更新を競い合っている. 具体的には，各次元の格

子 Lにおいて Euclidノルムが 1.05 ·GH(L)より小さい格子
ベクトルを見つけた場合，SVPチャレンジに投稿すること

ができる. （ただし，GH(L)は格子 Lにおける最短な非零

ベクトルのノルムの期待値である.）つまり，SVPチャレン

ジは最短ベクトル問題の厳密解ではなく近似解を見つける

コンテストである.

格子の最短な非零ベクトルを見つけるアルゴリズムとし

て篩法 (Sieve)と列挙法（ENUM）がある. これらのアルゴ

リズムは共に短い格子ベクトルを全数探索するが，その探

索数は格子次元に対して指数関数的に増大する. 特に，列挙

法は確定的アルゴリズムであるのに対し，篩法は確率的ア

ルゴリズムで高次元の格子において列挙法より高速である.

実際，SVPチャレンジにおいて 130次元以上の高次元の記

録の多くは篩法の変種で見つけられたものである. 篩法で

は 2つの短い格子ベクトルの差分からより短い格子ベクト

ルを見つけていくため，高次元の最短ベクトル問題では膨

大な数のベクトルを格納し，格子次元に関して指数関数的

なメモリが必要となる. 実際，篩法に基づく最新の SVP解

読システム G6K（General Sieve Kernel [4]）では 127次元

の最短ベクトル問題に対し約 246 GBytesのメモリが必要

と報告されている. 並列数を増やしたとしても，メモリ要

件の観点からより高次元の最短ベクトル問題を解く際に篩

法を利用することは困難である. 一方，列挙法は篩法より

高い漸近計算量を持つが，格子次元に関して多項式的な空

間計算量を持ち，より高次元の最短ベクトル問題を解くの

に有用である.

本研究では，大規模並列計算が可能な新しい SVPソルバ

である Massively Parallel Solver for SVP (MAP-SVP) [5]を

提案する. MAP-SVPは世界初の実用的な分散非同期MPI並

列ソルバであり，最大 127次元の SVPチャレンジの記録

更新に成功した. これは厳密解法ソルバで達成された最短

ベクトル記録の中では，最大次元の記録である (2020年 7

月現在). また記録更新にあたり最大 91, 200コア数 (=MPI

プロセス数) での実行を行い，我々の知る限りでは SVP

解読実験における最も大規模な並列環境での実行である.

MAP-SVPは複数のプロセスが，並列に 2種類の SVP解法，

ENUMと DeepBKZを実行する. 各プロセスの空間計算量
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図 1 MAP-SVPの全体図
Fig. 1 Overview of our new SVP solver

は n次元 SVPに対して O(n2)であり，実際我々の数値実

験では 155次元の SVPインスタンスでも 1プロセスあた

りのメモリ使用量は 0.013GB以下であるため，より高次

元の SVPに対してもメモリ要件は問題にならない. より詳

細な性能評価は [5]に記載されている.

MAP-SVPの並列化機能はUbiquity Generator (UG) Frame-

workと UGに新たに作成した仮想関数である parallelDis-

patchをベースに実装されている. UGは分枝限定法ソルバ

を外側から並列化するための汎用ソフトフェアであり， 8

万コアでの大規模MPI並列計算の動作実績を持つ [6]. UG

の parallelDispatchによって，少ない通信オーバーヘッド

で大量のプロセスが非同期に情報共有しながら安定的に動

作させることが可能になった.

2次元の SVP解読における MAP-SVPの動作概要を図 1

に示す. 本システムは LoadCoordinator (LC)とよばれる管

理プロセスと，複数の Solverで構成されている. 格子基

底 Bを SVPインスタンスとして LCに与えると， LCはそ

れを Solverに分配する. Solverは格子基底を受け取ると，

それをランダムに変換した格子基底を生成する. 図中，実

線の矢印， 点， 円はそれぞれ格子基底ベクトル， 格子，

ENUMの探索空間を表しており，円の半径は暫定最短ベ

クトルのノルムであり実行が進むにつれて小さくなる. 各

SolverはDeepBKZと ENUMを実行し，その最中 LCが管

理する vector poolを介して短い格子ベクトルを共有する.

ENUMの前処理として DeepBKZにより格子基底を簡約す

ることで ENUMの探索空間が削減される. また各 Solver

の探索空間の半径は，図中 Solver Bの赤丸の破線で示して

いるように，全 Solverの暫定最短ベクトルに合わせて随

時縮小される. ENUMでは extreme pruning [7]手法を用い
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て探索空間を確率的に削減する. 図中，赤矢印が最短ベク

トル，灰色の領域が削減された探索空間を表している. 入

力格子基底のランダマイズにより，各 Solverの探索空間

は一般的に異なっているため，最短ベクトルが削減後の探

索空間に含まれるものもあれば，排除されるものも存在す

る. MAP-SVPでは，高い確率で少なくとも 1つの Solver

の探索木に最短ベクトルが含まれるようにパラメーターを

調節して Solverの探索木を刈り込むため， Solver数の

増加にほぼ反比例して各 Solverの探索空間を小さくする

ことができる.

さらに，DeepBKZと ENUMはチェックポイントとリス

タート機能を備えるが，そのために Solverは最新の格子

基底と ENUM探索における最終ノード情報の保存および

読み込みだけが必要であり，リスタートに必要な事前計算

の時間は小さい.

本研究における貢献は以下のとおりである：通信オー

バーヘッドが小さく大規模並列化に適しており， メモリ

消費量が少なく， 優れたチェックポイントやリスタート

機能を備えた，世界初の分散非同期MPI並列 SVPソルバ

MAP-SVPを開発したこと，開発のために一般的なフレーム

ワークである UGを拡張してベクトルの非同期共有を可能

にしたこと，大規模な数値実験を行い SVPチャレンジに

て 104次元、111次元、121次元、127次元の新記録を達

成したことである. 特に， 91,200プロセスでの実験は SVP

研究では最大規模であり特筆に値する.

2. 数学的準備

本節では，格子の基本的な性質を述べると共に，最短ベ

クトル問題を解くアルゴリズムについてまとめておく.

2.1 格子と基底

自然数 nに対して， Euclid空間 Rn 内の n個の一次独立

な（列）ベクトルを b1, . . . , bn とする. この一次独立なベク

トル整数係数による線形結合全体の集合

L = L(b1, . . . , bn) :=

 n∑
i=1

vibi : vi ∈ Z (1 ≤ ∀i ≤ n)


を n次元の格子と呼び， n × n-行列 B = (b1, . . . , bn)を格子

Lの基底と呼ぶ. つまり，基底は正則行列であり，その列ベ

クトルが対応する格子を生成する. ある格子を生成する基

底は一意ではなく， 2次元以上の格子は無限に多くの異な

る基底を持つ. 2つの基底 B1 と B2 が同じ格子を張ること

と，B1 = B2Uを満たす n×n-ユニモジュラ行列Uが存在す
ることは同値である. ここで，ユニモジュラ行列とは，行

列式が ±1であるような整数成分を持つ正方行列のことで

ある. 格子 Lの体積は Lの基底 Bを用いて vol(L) = |det(B)|
と定める. 格子の体積は基底の取り方には依存しないこと

に注意する.

格子の基底 Bに対する Gram-Schmidtの直交化ベクト
ル B∗ = (b∗1, . . . , b

∗
n)を次のように帰納的に定義する：

b∗1 = b1,

b∗i = bi −
i−1∑
j=1

µi, jb∗j , µi, j =
⟨bi,b∗j⟩
∥b∗j∥2

( j < i).

ここでGram-Schmidtの係数による n×n-行列を µ = (µi, j)と

する.（ただし，すべての i < jに対し µi, j = 0とし，すべて

の対角成分を µk,k = 1とする.）このとき B = B∗µが成り立
ち，Gram-Schmidtベクトルの直交性より vol(L) =

∏n
i=1∥b∗i ∥

が成り立つ. 各 1 ≤ ℓ ≤ nに対して，Euclid空間 Rn から R-

ベクトル空間 ⟨b1, . . . , bℓ−1⟩R の直交補空間への直交射影を

πℓ : Rn −→ ⟨b1, . . . , bℓ−1⟩⊥R = ⟨b∗ℓ , . . . , b∗n⟩R,

πℓ(x) =
n∑

i=ℓ

⟨x,b∗i ⟩
∥b∗i ∥2

b∗i (x ∈ Rn).

と定める. 直交射影は基底の取り方に依存することに注意

する.

2.2 最短ベクトル問題

与えられた格子 Lの基底 B = (b1, . . . , bn)から，格子 L

における最短な非零ベクトルを見つける問題を最短ベクト

ル問題 (SVP)という. (ランダム簡約の仮定下で)SVPは NP

困難であることが証明されている [8]. 暗号の観点から実用

的には，近似因子 α ≥ 1が与えられたとき， ∥z∥ ≤ αλ1(L)

を満たす非零ベクトル z ∈ Lを見つる近似問題が重要であ

る. ここで λ1(L)は格子 Lにおける最短な非零ベクトルの

ノルムを表し，第一逐次最小と呼ばれる.

2.2.1 第一逐次最小の期待値

Euclid空間Rn内の n次元格子 Lと可測集合 S の共通部分

L∩S に含まれる格子ベクトルの個数はおよそ vol(S )/vol(L)

であると期待できる. これは Gaussのヒューリスティック
（Gaussian Heuristic）と呼ばれる. 特に，集合 S として格

子 Lの第一逐次最小 λ1(L)を半径に持つ n次元開球をとる

ことで，逐次最小 λ1(L)の大きさはおおよそ

GH(L) := ν−
1
n

n vol(L)
1
n ∼
√

n
2πe

vol(L)
1
n (1)

に一致すると期待できる. （ただし， νn は n次元単位球の

体積とする.）これは多くの場合に成り立つと信じられて

いる経験的事実で， 高次元のランダムな格子においては

非常に高い確率で λ1(L) ≈ GH(L)となる.（詳しくは [8]を

参照.）格子ベクトル vに対して、∥v∥/GH(L)を vの近似係
数と呼ぶ. 近似係数は vが最短ベクトルと比較してどの程
度大きいかの目安になる.

2.3 最短ベクトル問題の求解アルゴリズム

ここでは格子上の最短ベクトルを見つけるアルゴリズム
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をまとめる. これらのアルゴリズムは厳密解法と近似解法

に分類でき,互いに補完関係にある. 具体的には，厳密解法

の膨大な計算コストを削減するための前処理として近似解

法アルゴリズムを利用する必要がある.

2.3.1 厳密 SVP解法アルゴリズム
厳密解法アルゴリズムは最短な非零格子ベクトルを見つ

けるが，その計算コストは非常に大きい. 基本的にこれら

のアルゴリズムは短い格子ベクトルを全数探索し，その探

索数は格子次元に関して指数関数的である. 代表的なアル

ゴリズムとして，以下に説明する列挙法（ENUM）と篩法

（Sieve）がある.

2.3.1.1 列挙法（ENUM）：多項式的空間計算アルゴリズム
列挙法では，格子 Lの基底 B = (b1, . . . , bn)と探索上界

R > 0を入力とし， ∥s∥ ≤ Rを満たす格子 L上の非零なベ

クトル s ∈ L をすべて出力する. 探索上界 Rとして λ1(L)

や 1.05GH(L)の値を設定する. 列挙法では，射影した後の

ノルムが探索上界 R以下のベクトルを列挙する探索木を

生成する. より正確には， その探索木の深さは nで， 各

1 ≤ k ≤ n + 1に対し深さ n + 1 − kのノードはノルムが探索

上界 R以下の射影格子 πk(L)上のすべてのベクトルで形成

される. 特に πn+1(L) = {0}より，ノードの根は零ベクトル
0である. また，深さ n+ 1− kのノード u ∈ πk(L)の親ノー

ドは，深さ n − kのノード πk+1(u)である. この探索木を深

さ優先探索し，Rを更新して探索範囲を狭めつつ走査する.

2.3.1.2 篩法（Sieve）：指数関数的空間計算量アルゴリズム
列挙法に比べて，篩法は漸近的に良い時間計算量を持つ

が，格子次元 nに関する指数関数的な空間計算量 2Θ(n) を

持つ. 篩法の最初のアルゴリズムは Ajtai-Kumar-Sivakumar

(AKS) [9] によって提案されたランダム篩アルゴリズム

で， 非常に高い確率で最短ベクトルを出力する. AKSに

よるランダム篩アルゴリズムでは， n次元格子 Lに対し，

λ1(L) ≤ r ≤ O(λ1(L))なる rを選び，原点を中心とする半径

rの球体 S を考える. このとき，Gaussのヒューリスティッ

クから #(L ∩ S ) = 2O(n) と見積もれる. 共通領域 L ∩ S に含

まれる格子ベクトルを全数探索すれば最短な非零ベクトル

を見つけることができるが，AKSのアルゴリズムでは共通

領域 L ∩ S 上のランダムサンプリングを行う. もし，共通

領域 L ∩ S 上で一様ランダムにサンプリングすることがで

きれば，サンプリング数を増やせば 1に非常に近い確率で

サンプル元の中に最短ベクトルが含まれる. 共通領域 L∩ S

上で一様ランダムにサンプリングするのは困難であるた

め，ある程度短い二つの格子ベクトルの差をとることで，

L∩ S 上のベクトルを大量に生成する. 確定的アルゴリズム

である列挙法の時間計算量が 2O(n2)であるのに対し，確率

的アルゴリズムである篩法の時間計算量は 2O(n) である.

2.3.2 近似 SVP解法アルゴリズム
近似解法アルゴリズムは厳密解法と比べて非常に高速

で，必ずしも最短とは限らないがかなり短い格子ベクトル

を見つけることができる.

2.3.2.1 LLL基底簡約とその変種
最も有名かつ代表的な近似解法は Lenstra-Lenstra-Lovász

(LLL)アルゴリズムである [10]. これは格子基底簡約アル

ゴリズムの一つで，任意の基底から各基底ベクトルが短く

かつ互いの基底ベクトルが直交に近い「良い」基底を見つ

ける.（それに対し，各基底ベクトルが長くかつ互いの基

底ベクトルが平行に近い基底を「悪い」基底と呼ぶ.）簡約

パラメータ 1
4 < δ < 1に対して，基底 B = (b1, . . . , bn)が

δ-LLL簡約されているとは，次の 2条件を満たすときをい

う：(i)サイズ簡約条件：基底 Bの Gram-Schmidt係数に関

して，すべての j < iに対し |µi, j| ≤ 1
2 を満たす. (ii) Lovász

条件：任意の 2 ≤ k ≤ nに対して，隣り合う基底ベクトル

が δ∥b∗k−1∥2 ≤ ∥πk−1(bk)∥2 を満たす. LLL基底簡約アルゴリ

ズムにおいて， 隣り合う基底ベクトル bk−1,bk が Lovász

条件を満たさない場合にその基底ベクトルを交換しながら

LLL簡約基底を見つけていく. LLL基底簡約アルゴリズム

は格子次元 nに関して多項式的な時間計算量を持つ. さら

に， LLL基底簡約アルゴリズムは一次従属なベクトルに

対しても適用可能で，その一次従属性を取り除くことがで

きる.

DeepLLL（LLL with deep insertions）は LLL の単純な

一般化で， 必ずしも隣り合わない基底ベクトルの交

換を行う. 具体的には， 条件 ∥πi(bk)∥2 < δ∥b∗i ∥2 を満
たすとき， 基底ベクトル bk を bi の前に挿入する：

(. . . , bi−1,bk,bi, . . . , bk−1,bk+1, . . . ).

2.3.2.2 BKZ基底簡約とその変種
格子 L の基底 B = (b1, . . . , bn) が Hermite-Korkine-

Zolotarev (HKZ)簡約されているとは，その基底がサイズ
簡約基底でかつすべての kにおいて ∥b∗k∥ = λ1(πk(L))を満た

すときをいう. 基底 Bと i < jに対して，その部分射影格子

基底 (πi(bi), πi(bi+1), . . . , πi(b j))を B[i, j]と表し，その部分射

影格子基底で張られる格子を L[i, j] と表す. Block-Korkine-
Zolotarev (BKZ)簡約は HKZの局所版である [11–13]：ブ

ロックサイズ β ≥ 2に対して，格子 Lの基底B = (b1, . . . , bn)

が β-BKZ簡約されているとは，その基底がサイズ簡約基
底でかつすべての 1 ≤ j ≤ n − β + 1において部分射影格子

基底 B[ j, j+β−1]がHKZ簡約されているときをいう. 与えらた

格子 Lの基底に対して，BKZ基底簡約アルゴリズムは部分

射影格子 L[ j, j+β−1] 上の最短ベクトルを見つける前処理とし

て LLL基底簡約アルゴリズムを呼び出すことで， β-BKZ

基底を見つけていく. BKZ基底簡約アルゴリズムとその改

良は [14, 15]におけるソフトウェアライブラリとして実装

されている. 特に，より大きなブロックサイズ βを入力す

ることで，より短い格子ベクトルを見つけることができる

一方で，その処理時間は βに関して指数関数的に長くなる.

BKZ基底簡約の改良として DeepBKZ基底簡約アルゴリ

ズムが [16]で提案されている. DeepBKZ基底簡約アルゴ
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リズムでは， BKZ基底簡約の主サブルーチンである LLL

の代わりに DeepLLL 基底簡約を呼び出す. 実用的には，

DeepBKZ基底簡約アルゴリズムは従来の BKZに比べて小

さいブロックでもかなり短い格子ベクトルを見つける.

2.4 SVPチャレンジに対する関連研究
高次元 n ≥ 131 に対しては 2 つの解法， General Sieve

Kernel (G6K) [4] と最新のランダムサンプリング簡約の変

種 [17]が SVPチャレンジの記録を占めている. 前者は現在

の最高次元 170を解くのに使われているが，その近似係数

は 1.04690と報告されており，格子の最短ベクトルの求解

には至っていない. さらに [4, Table 2]と [17, Table 5]では

近似係数が 1.04または 1.05程度のものが多く，どちらの

解法も厳密に SVPを解くことができないことがわかる. 一

方，列挙法 (ENUM)や篩法 (Sieve)などの厳密 SVPアルゴ

リズムでは最短ベクトルを求めることが可能である.

篩法は理論的にも実用的にも高次元 nでは列挙法よりも

高速である. しかし，空間計算量については列挙法は nに

関して多項式的であるのに対し，篩法は n に関して指数

関数的である. 実際に，次元 124と 127の場合，篩法では

それぞれ 160GBと 246GBを必要とすることが [4, Table 2]

で報告されているため，スケーラビリティの観点から本研

究では列挙法の並列化を検討した.

列挙法では次元が大きくなるにつれ探索木のサイズも急

激に大きくなるが，探索木の刈り込み手法 [7]を用いるこ

とで大幅な高速化が可能である. この列挙法の並列化とし

て，シンプルなものでは探索木の分割統治アプローチがあ

る [18–21]. 他のアプローチとして，大規模並列計算を十

分に活かすための入力格子基底のランダマイズが考案され

ている [20, 21].

この手法では，入力基底からユニモジュラ変換によって

同一の格子を生成する多数の基底を生成し， それを複数

のプロセスに分配する. 各プロセスは格子基底簡約を実行

し，あるプロセスが非零最短ベクトルを見つけるまで探索

木を走査する. 最近の研究 [7]ではランダマイズと extream

pruningに基づく共有メモリ並列化システムを提案してお

り，4-way Intel E7-4890 v2 CPUs (60コア)により最大 100

次元までの厳密 SVPd求解時間を報告している. 本研究で

は基底のランダマイズと刈り込み手法を用いた DeepBKZ

と ENUMをもとに厳密 SVP求解システム MAP-SVPを構

成し，さらにアルゴリズム実行中のベクトル共有機能を拡

張した. これらの並列機能は次節で紹介する UGを用いて

実装を行うことで，大規模並列化を可能にしている.

格子暗号解析では無いが，暗号における大規模並列化に

関する研究としては，RSAと ECDSAの暗号解析へのハイ

パフォーマンスコンピューティングの応用が [22]にまとめ

られている.

3. Ubiquity Generator (UG): MAP-SVP 並列
化のためのソフトウェアツール

Ubiquity Generator (UG) framework [23] は，分枝限定法

ソルバ（本稿では base solver とよぶ）を，ソルバの外部

からソルバが提供する APIを利用して並列化する汎用ソ

フトウェアツールである. UGは C++による基底クラス群

で構成されており，「解」や「子問題」等ソルバ間で転送

されるオブジェクトは抽象化されており，base solver の

変更を可能としている. またメッセージパッシングを実

現するコミュニケータ も抽象化されており，利用する並

列化ライブラリの変更を可能としている. UG により実体

化されるソルバは ug [base solver 名， 並列化ライブラリ

名] として表記される. UG は主に最新のアルゴリズムを

実装している整数計画（MIP: Mixed Integer Programming)

ソルバ SCIP [24] と共に開発されており，コードは SCIP

Optimization Suite [25]に含まれている. 分散メモリ環境版

であるスパコン等で動作する ug[SCIP,MPI]は ParaSCIPと

して知られている.また，共有メモリ環境版の PC上で動作

する ug[SCIP,C++11-thread/pthrads] は FiberSCIP として知

られており最も良くテストされている. 重要な点は，分散メ

モリ環境版および共有メモリ環境版が，アルゴリズム的に

は同じ動作をするように設計されている点である. このよ

うな設計により，SCIPのように 800,000行にも及ぶ Cによ

るプログラムをスパコンで動作させる際に，そのデバッグ

を PC上で行えるようにしている. ParaSCIPは　Oak Ridge

National Laboratoryの TITAN上で 80,000コアを利用した

動作実績があり，よく知られているベンチマーク・セットで

あるMIPLIB [26]の未解決問題（最適解が分かっていない

問題）の 12問に対して最適解を求めている [27]. ParaSCIP

および FiberSCIPの詳細については Shinano et al. [27,28]を

参照されたい.

SCIPはプラグイン・ベースのソルバであり，特定の問題

に対するプラグインを開発することで，特定の問題専用の

ソルバを開発できる.現在では，このプラグインが ParaSCIP

および FiberSCIP にも利用可能となっている. 例えば，ス

タイナー木問題とその派生問題を解くために開発された

プラグインを利用するスタイナー木問題ソルバ SCIP-Jack

を UGにより並列化した ug [SCIP-Jack, MPI]はスタイナー

木問題に対するベンチマーク・セットである SteinLib [29]

の未解決問題の３問を解いた [30]. また，アルゴリズムお

よび並列化性能を向上をした結果, ug [SCIP-Jack, MPI]は

43,000コアの利用により，さらに 1問の未解決問題を解い

ている [31].

分枝限定法による最適化ソルバへの UGによる並列化の

柔軟性およびスケーラビリィが示されてきた. そのような

結果が非分枝限定法ベースのソルバへの UGの適用を促し

た. UG により並列化されるソルバには２種類のプロセス
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（または，共有メモリ環境版ではスレッド）が存在する. １

つは LC で並列木探索を制御する.もう１つは Solverで子

問題を解く. LC の主たる機能は，動的負荷分散である.ま

た，複数のソルバをランダマイズしたパラメタ設定で動作

させるような機能 (racing ramp-up)も含まれている（詳細

は [28]参照）. 非分枝限定法ベースのソルバに対して UG

を適用する本質的な問題は， base solverが分枝限定法で動

作していることを仮定している点である. 本質的には LCを

抽象化してカスタマイズ可能な構造とした上で非分枝限定

法ソルバを利用できるようにする必要ある. しかし本研究

では実験的に分枝限定法に対応するコードを残したまま LC

を抽象化し，新しい仮想関数 parallelDispatchを追加した.

次章以降に，どのように SVPに対するアルゴリズムが UG

により並列化されたかを述べる.

4. 大規模並列ソルバMAP-SVPの開発

この節では SVP求解ソルバである MAP-SVPの構造を示

す. 前述した UGによりランダマイズや刈り込み手法を用

いて DeepBKZと ENUMの 2つの SVP求解アルゴリズム

が並列化できる. これらの手法を用いた動機を 4.1節で，実

際の MAP-SVPの並列システムを 4.2節以下で説明する.

4.1 ランダマイズ並列アプローチと列挙木の刈り込み

入力基底のランダマイズ並列アプローチは [20]で提案さ

れている. この手法ではランダムに生成したユニモジュラ

行列を用いて格子基底を変換し，複数プロセスで BKZと

ENUMアルゴリズムを独立に並列で最短な非零格子ベク

トルが見つかるまで実行する. このランダマイズ並列手法

は BKZアルゴリズムの挙動が入力基底に大きく依存する

ことに基づく. この性質を図 2で実験的に示す. 図 2は次

元 n = 100, 110, 120の 3つの SVPチャレンジの格子基底

をそれぞれ 126通りにランダマイズし，その後ブロックサ

イズ β = 30の DeepBKZ基底簡約により得られた最短な

基底ベクトルのノルムを描写したものである. 図 2は入力

基底のランダマイズにより DeepBKZ簡約後の格子基底に

ばらつきが生じていることを示しており，特に 100次元の

結果には， GHよりもノルムが小さいベクトルが得られて

いるものも存在している.

またランダマイズ並列化の利点として，extreme pruning

による ENUM探索コストの削減がある. extreme pruningは

探索木に最短ベクトルが含まれる確率が pとなるように確

率的に探索木の刈り込みを行うテクニックである. 格子基

底のランダマイズにより，それぞれのプロセスで独立の確

率で探索木の刈り込みが行われると仮定でき，m個の探索

木に対し少なくとも 1つの探索木に最短ベクトルが Pの

確率で含まれるようにするには p = 1− m√1 − Pとすれば良

いと言える. これよりプロセス数 mの増加に伴い， ENUM

の探索コストをより大きく削減できることがわかる.

図 2 DeepBKZ 簡約基底の最短ベクトルノルム / GH(L) のバイオリ

ンプロット

Fig. 2 A violin plot of the short vectors of the DeepBKZ reduced lattice

basis.
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図 3 parallelDispatch の基本フェーズ

Fig. 3 Basic phases of the parallelDispatch

4.2 ParallelDispatch: UGによる並列化と
複数 Solver間の情報共有

DeepBKZと ENUMのランダマイズ並列システムを実現

するためのフレームワークとして UGを用いると共に, 仮

想関数 parallelDispatchを新たに開発した. UGは管理プロ

セスである LCと複数の Solverから構成される. parallelD-

ispatchでは LCが複数の Solverにインスタンスを送信し，

Solverはインスタンス処理中に LCを介して Solver同士

が非同期に情報を共有する. parallelDispatchは主に以下の

4つの実行フェーズから構成される. なお parallelDispatch

を用いた並列システムの概要は 4.6節にまとめておく.

4.2.1 Main processフェーズ
全ての Solverは遊休状態で，LCのみが処理を実行して

いるフェーズ. 全体的な前処理および前回の並列計算の結

果の収集や次の並列計算の準備を行う.

4.2.2 Ramp-Upフェーズ
Solverがインスタンスを受信して処理を開始するまで

のフェーズ. LCは順番に Solverにインスタンスを生成し

送信する. そのため Solverによってはインスタンスの受信

が遅れることになる. その待機時間を start idle timeとする.
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4.2.3 Primaryフェーズ
全ての Solverが与えられたインスタンスを処理してい

るフェーズ. Solver は LC との間で， 非同期にベクトル

の送受信を行い， LCを介して全ての Solver間で情報共

有を行う. LC は vector poolと呼ばれる優先度付きキュー

で Solverから送信されるベクトルを管理する. 各 Solver

は， それぞれが都合の良いタイミングでベクトルの送受

信を行うことができ， Solverが受信要求を LCに送ると，

LC は vector pool から適切なベクトルを Solverに送信す

る. LCは複数の Solverからの送受信要求を処理するため，

送受信の間にタイムラグが発生する. これを wait idle time

と呼ぶ.

4.2.4 Ramp-Downフェーズ
少なくとも一つの Solver が遊休状態であるフェーズ.

処理終了が遅い Solver に対しては， LC が処理実行中

の Solverに停止要求を送信する. 停止要求を受け取った

Solverが即座に処理を終了することで，計算機全体の遊

休時間を短縮させ計算資源を効率的に使用する.

4.3 ベクトル共有を用いた並列 ENUMアルゴリズム
この節では，parallelDispatchによるベクトル共有を用い

た並列 ENUMアルゴリズムを提案する. ENUMはノルム

がパラメータ Rよりも短い非零格子ベクトルを列挙する.

ENUMの探索空間は列挙木と呼ばれる，葉が格子ベクト

ルに対応する木構造として表現され，走査中に ∥v∗∥ < Rな

るベクトル v∗ を見つけた場合， Rを ∥v∗∥に更新すること
で，最短ベクトルを列挙木に残しつつ列挙木の刈り込みが

される. 同様に他のプロセスが ∥w∗∥ < Rなるベクトル w∗

を見つけた場合も，Rを ∥w∗∥に更新することで，システ
ム全体での最短ベクトル取得可能性を損なうことなく探索

空間を削減できる. これに基づき， MAP-SVPでは Solver

は最短ベクトルが更新されると LCに送信し，また LCに

て最短ベクトルが更新されている場合そのベクトルを受け

取り Rを更新して探索を続ける. extreme pruningを用いた

場合でも同様の探索空間の削減方法を用いることができる.

4.4 ベクトル共有を用いた並列 DeepBKZアルゴリズム
ENUMと同様にベクトル共有を用いた DeepBKZアルゴ

リズムを提案する. DeepBKZでは新しいベクトルを生成す

るステップ，それの基底への挿入と MLLL [32]による一

次従属性の除去のステップ， DeepLLLによる簡約処理の

ステップを繰り返し行う. 新しいベクトル生成ステップで

はある kに対し ∥πk(v)∥ = λ1(πk(L))となる格子ベクトル v
を生成することを目標とし，具体的には β-DeepBKZの場

合は射影格子 L[k,k+β−1] に対する ENUMにより ∥b∗k∥よりも
直交射影 πk(v)が短いベクトル vを探索する. 一般的に格子

ベクトルが短いほど直交射影ベクトルのノルムも短くなる

ため，他のプロセスで発見した短いベクトル vがある k′
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Fig. 4 An overview of our exact-SVP solving system

に対し ∥b∗k′∥ > ∥πk′ (v)∥を満たす場合が多く， この場合ベ
クトル vを k = k′ に対するベクトル生成ステップの代わり

として利用できる. 特に自身の最短ベクトルよりも短いベ

クトルを他のプロセスから受け取った場合は， k = 1の場

合に相当し，必ず自身の格子基底に挿入される. DeepBKZ

を実行している各プロセスは，短いベクトルを見つけた場

合はそのベクトルを LCに送信し， LCはそれを vector pool

に格納する. また他のプロセスで見つかった短いベクトル

を得るために，ある一定の間隔で受信要求を LCに送信し

ベクトルを受け取る. この一連の流れにより，DeepBKZは

全プロセスで協調的な実行が可能となる.

4.5 チェックポイントとリスタート

本節では MAP-SVPのチェックポイントとリスタート機

能について説明する. DeepBKZアルゴリズムの場合，現

在の格子基底と処理箇所を表す整数値のみを保存すれば，

完全に同じ状態からリスタートできる. ENUMの場合，列

挙木の深さ優先探索は厳密な順序で実行されるため，列挙

木に相当する格子基底と，前回の探索時の最終ノードの情

報のみでリスタートできる. さらに各アルゴリズムは再起

動のための追加コストも小さい. このリスタートの簡易さ

は大規模な計算機が限られた時間でしか使用できない場合

が多いことを踏まえると， MAP-SVPの大きな利点である.

4.6 システムの全体像

格子 Lの格子基底 Bが与えられた場合. 最短非零ベクト

ルを見つけるための MAP-SVPの手順を示す (図 4).

( 1 ) Ramp-Upフェーズ: LCは入力基底を全ての Solverに

分配する. Solverは受け取った基底をランダマイズす

ることで， Solverごとに異なる基底を取得する.

( 2 ) Primaryフェーズ: 全ての Solverは，自身の基底に対

して格子基底簡約を行う. より簡約された基底を得る

ために MAP-SVP では短いベクトルを LC を介して共
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有する. 具体的には，格子基底簡約の際に LCは，全

ての Solverから短い格子ベクトルを収集し， vector

poolに格納し，Solverは vector poolからベクトルを

受け取り，自身の基底に挿入する. これにより，特に

最短の基底ベクトルを全ての Solver間で共有できる.

格子基底簡約後，全ての Solverは，簡約基底上のノ

ルムが Rよりも短い格子ベクトルを列挙する. 特に，

最短の格子ベクトルを見つけるために ENUMアルゴ

リズムを採用した. 格子基底簡約と同様に，探索コス

トを削減するために全ての Solverは現状の最短格子

ベクトルを共有する.

( 3 ) Ramp-Downフェーズ: 全 Solverの列挙が終了後，LC

は vector poolに含まれる最短格子ベクトルを出力する.

5. 数値実験

本節では，いくつかの数値実験により MAP-SVPの性能

と並列化効果を示す. 数値実験を行う上で (1) MPIプロセス

のみを使用. (2) 1コアに 1プロセスを割り当て，ハイパー

スレッディング機能は使用しない. (3) LCと Solverは 1つ

のプロセスに割り当てる，という設定で計算を行なった.

MAP-SVPではほとんどの通信は LCと Solver間で行われ，

ノード内通信はほとんど行われないため，MPI並列化のみ

で実行した. 数値実験で使用した計算機を表 1にまとめた.

5.1 SVPチャレンジの新記録
Darmstadt 工科大が主催する SVP チャレンジ [3] の

n = 104, 111, 121, 127 の次元において， MAP-SVP によ

り既存記録よりも短い格子ベクトルを見つけることに成功

した (表 2). なお， SVPチャレンジでは，同じ次元であっ

てもシード値を変えると別のインスタンスを取得でき，か

つ既存の格子ベクトルよりも短い格子ベクトルは， 同じ

次元でも記録更新が可能である. MAP-SVPでは ENUMの

探索木刈り込みに確率的アルゴリズムを用いるが，そのパ

ラーメータは確率 0.95で最短ベクトルを求められるように

選んでいる. 実際，表 2の格子ベクトルの近似係数は全て

1に近いか， 1以下になっている

特に最も大きな次元である 127次元での SVPチャレン

ジについて詳細を記載する. MAP-SVPはこの 127次元に対

し,シード 1, 3の基底でテストを行い，シード 3のインス

タンスについて， SVPチャレンジの記録を更新するベク

トルを 7回の実行で発見した (表 3). 2回目以降の実行は，

前回の実行のチェックポイントとして格納された格子基底

からリスタートしている. この記録の近似係数 0.9757は，

127以上の次元での記録の中で最も低い値であり，このこ

とは MAP-SVPが SVPを高精度に解くことができているこ

とを示している. またシード 1では，先行記録と同じベク

トルを並列化により 31時間という短い時間での算出に成

功している. この先行記録は G6K [4]ソルバにより約 14日

を要して見つけられたものである.

SVPチャレンジの 127次元の新記録は，現状厳密解法ソ

ルバで達成された最短ベクトルの記録の中では，最高次元

の記録であることを強調しておく.

最後に 130次元 SVP解読実験について報告する. シー

ド 1のインスタンスについて 127次元同様，複数の計算

機により複数回の実験を行なっている (表 4). 103, 680プ

ロセスでの実行により，実時間 (wall time) 24時間ほどで

SVPチャレンジに投稿可能な近似係数 1.05を下回るベク

トルを発見した. また 106時間程度でノルム 2973 (近似係

数 1.01923)のベクトルを取得したが，SVPチャレンジの

130次元の記録は 2870 (近似係数 0.99413)であり，記録更

新には至っていない. 記録更新に向けて計算を続けている.

5.2 UGの並列効率

図 5は 100次元の SVPインスタンスを 1時間実行した

ときの，各 Solverが LCからインスタンスを受信するま

での待機時間，情報の送受信中に発生するタイムラグの合

計，各 Solverの送受信要求数を描写したものである. (各

待機時間の定義は、4.2節に記載されている). 16～180 プ

ロセスは CAL A， 1, 024プロセス以上は ITOで実行した.

図 5が示すように実行プロセス数が増加するほど待機時間

タイムラグが総送受信回数に伴って増加するが，その時間

は全体の計算時間に比べてはるかに小さい. この結果より

MAP-SVPは低いオーバーヘッドでの通信が行われている

ことがわかる.

また DeepBKZ と ENUM アルゴリズムの特徴により，

MAP-SVPはほぼメモリを使用しない. 実際 3時間実行を行

なった MAP-SVPの各プロセスにおける最大メモリ使用量

は， 155次元でも約 0.01 GBであり，次元の増加によるメ

モリ使用量はほぼ変わらない (図 6). したがって MAP-SVP

はより大きな次元の SVPに対してもメモリの小さい大規

模計算機で実行可能である.

6. 結論

本稿では parallelDispatchを追加したUGをベースに新し

い SVPソルバ MAP-SVPを提案した. MAP-SVP は SVP求

解のための初の非同期協調分散型システムであり， 通信

オーバーヘッドが少なく，チェックポイントや再起動が容

易でありメモリ使用量も少ないという特徴を持つ. また数

値実験により MAP-SVPを用いて SVPチャレンジにおいて

最高 127次元の記録の更新に成功した. これは現状厳密解

法ソルバで達成された最短ベクトル記録の中では，最大次

元の記録である.

本稿のコードは実験的に開発したものであり， 公開さ

れている UGを用いても実現できない. しかし，本稿での

研究成果を踏まえて， UG自体を非分枝限定法を扱えるよ

うに汎用化し，MAP-SVPをスクラッチから再設計してい
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表 1 実験に用いた計算機性能

Table 1 Computing platforms used

Machine Memory / node CPU CPU frequency # of nodes # of cores

HLRN IV 384 GB Intel Xeon Platinum 9242 (CLX-AP) 2.30 GHz 1,042 103,680 (96 × 1,080)

ISM 384 GB Intel Xeon Gold 6154 3.00 GHz 144 5,184 (36 × 144)

ITO 192 GB Intel Xeon Gold 6154 (Skylake-SP) 3.00 GHz 128 4,608 (36 × 128)

CAL A 32 GB Intel(R) Xeon(R) CPU E3-1284L v3 1.80 GHz 45 180 (4 × 45)

CAL B 256 GB Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2640 v3 2.60 GHz 4 64 (16 × 4)

CAL C 256 GB Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2650 v3 2.30 GHz 4 80 (20 × 4)

Table 2 New Solutions For the Hall of Fame in the SVP Challenge [3],

Found by MAP-SVP

表 2 MAP-SVPによる SVP チャレンジの新記録

次元 シード Norm 近似係数 #Process Total time

104

35 2516 0.97173 120 551 seconds

85 2520 0.97010 120 214 seconds

82 2529 0.97719 120 432 seconds

111

29 2597 0.96979 2000 792 seconds

30 2635 0.98382 2000 541 seconds

8 2660 0.99467 2000 611 seconds

121
4 2780 0.99706 2304 682 minutes

2 2809 1.00820 2304 481 minutes

127 3* 2790 0.97573 91,200 147 hours

127 1† 2890 1.01429 9,980 31 hours

130 1† 2935 1.01923 103,680 180 hours

*†ベクトル取得のために,複数の計算機で複数回MAP-SVPを実
行した. この表には, その中の最大のプロセス数と wall time の

合計値の概算を記載している.
† これらの解は新記録ではないが,既存記録と同じ,もしくはそれ

に十分に近いものであるため記載した.

Table 3 Execution History for the SVP Challenge of 127-dimensional

lattice with seed = 3

表 3 127 次元,シード 3 の SVP チャレンジの実行履歴

try Norm 近似係数 #Process Wall Time Machine

1 3186 1.11435 4,608 6 hours ITO

2 3186 1.11435 180 11 hours CAL B, C

3 3037 1.06218 4,608 6 hours ITO

4 2956 1.03397 4,608 6 hours ITO

5 2956 1.03397 49,152 12 hours HLRN IV

6 2922 1.02202 5,184 100 hours ISM

7 2790 0.97573 91,200 6.3 hours HLRN IV

Total 2790 0.97573 ≈ 147 hours

る. 将来的に本稿のアルゴリズムを含むより強力なソルバ

のコードを公開する予定である.
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Table 4 Execution History for the SVP Challenge of 130-dimensional

lattice with seed = 1

表 4 130 次元,シード 1 の SVP チャレンジの実行履歴

try Norm 近似係数 #Process Wall Time Machine

1 2994 1.03979 103,680 24 hours HLRN IV

2 2994 1.03979 4,608 30 hours ITO

3 2974 1.03275 70,200 10 hours ITO

4 2974 1.03275 103,584 12 hours HLRN IV

5 2935 1.01923 103,680 14 hours HLRN IV

6 2935 1.01923 4,608 36 hours ITO

7 2935 1.01923 103,680 24 hours HLRN IV

8 2935 1.01923 4,608 30 hours ITO

Total 2935 1.01923 ≈ 180 hours
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