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概要：学習アプリケーションをうまく設計すれば、学習者の考え方が操作のパターンに表れると、我々は
期待している。例えば、並べ替えプログラミングの操作を測定・分析して、正解・不正解にかかわらず学

習者の解き方を推定してきた。では、並べ替えのアルゴリズムがあらかじめ分かっているとき、外から観

察できる並べ替え操作を測定・分析して、結果の違いをアルゴリズムの違いで説明できるだろうか？そこ

で、1から 10の 10個の数を、よく知られた整列アルゴリズムでコンピュータに整列させ、途中の数の交

換・移動といったデータ操作を記録した。交換操作は、添字の大きな数を小さな方の前に移動し、互いに

隣り合っていれば操作終了、隣り合っていなければ添字の小さな方を大きな方の元の位置に移動するとい

う順序で記録した。操作対象に着目して時間的な共起を分析したところ、ヒープソートではその数より 1

つ大きい/小さい数と前後して動かされることが多く、バブル・ソートではその数自身と前後して動かされ

ることが多いなど、整列アルゴリズムの特徴が共起行列に表れた。コンピュータによる整列はどれも正解

するが、内部的なアルゴリズムが異なると、外から観察できる並べ替え操作が異なることを確認できた。
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1. 背景

特にプログラミング教育において、学習者の演習プロセ

スを測定・分析して、学習者のつまづきや理解を測ろうと

いう研究が行われるようになってきた [1][2]。

学習アプリケーションをうまく設計すれば、学習者の考

え方が操作のパターンに表れると、我々は考えている。プ

ロセスを分析することで、これまで認識されていない未知

の・言語化されていない思考力・考え方を捉えられると期

待している。

1.1 人による並べ替え操作の測定・分析

我々はこれまで、並べ替えプログラミング・パズルのジ
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グソー・コードを開発して、学習者が並べ替えプログラミ

ングするとき、並べ替え操作を測定した。操作の傾向を

分析して、学習者へアドバイスすべき内容を明らかにし

た [3][4]。

我々はまた、人の並べ替え操作といった非連続的な時系

列データを分析する手法として、時間的な共起分析を提案

してきた。これは、2つの操作が時間的/順序的に近くで頻

繁に起きる (共起する)なら、それら操作の間に何らかの関

係があるだろうとの考えのもとに、共起頻度を分析するも

のである [5]。

1.2 コンピュータによる整列

コンピューターによる整列はコンピューターの歴史と

共にある。従来は性能、すなわち所要時間 (所要ステップ

数)や必要なメモリの観点、あるいは安定性、すなわち同

じソートキーの要素が複数あたっとき、整列によって元々

の順序が保たれるかどうかの観点で評価されてきた [6]。
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図 1 コンピューターによる並べ替えの測定・分析

コンピュータによる整列 (並べ替え、ソーティング)は、

本稿の観点から次の特徴を持つ:

• 必ず正解する。正答率の変化で評価するとか正解を教
師として機械学習するといった、学習分析でよく採用

される手法を使えない。

• アルゴリズムが明らかである。本人にインタビューし
て「何考えてましたか？」と聞くまでもない。何より

自分で組んだアルゴリズムで動いているのだから。

• 再現できる。人間による整列よりもコンピューターに
よる整列の方が再現性が高い。

• 網羅性が高い。人間に並べ替え可能な 10個程度の数

であれば、パソコンで全順列を網羅できる。

機械学習では、コンピューターに解かせる問題として整列

を取り上げることがある。我々のアプローチ同様に、整列

のプロセス (文献では tracesと呼ばれている)を教師とし

て学習させる研究もある [7]。

2. 目的

本稿の基本的な問は、コンピュータによる整列を外から

測定・分析して、分析結果の違いをアルゴリズムによる違

いで定量的に評価できるか？である (図 1)。整列アルゴリ

ズムを可視化して見られるWebサイトが数多くある。こ

れらは、整列アルゴリズムを指定して、並べ替える様子を

可視化するものである。本稿は逆に、外から観察できる並

べ替えの様子から、その内部のアルゴリズムに迫るもので

ある。

ここで、整列アルゴリズムにおける「比較」処理は外か

ら観察できないとして、記録の対象外とする。

3. アプローチ

1から 10の 10個の数を整列アルゴリズム (整列法)で

コンピュータに整列させ、途中の数の交換・移動といった

データ操作を記録する。記録した操作を時間的共起分析 [5]

で分析して、結果の違いを、アルゴリズムの違いで説明す

るよう試みる。

図 2 コンピューターによる整列操作の測定

3.1 作問

1から 10の 10個の数を昇順に並べ替えることを問題と

する。全順列 3,628,800個の問題をコンピュータに解かせ

る。この中には並べ替え不要のものも含まれる。各問題

は、数のリストとして各ソート処理に入力される。

3.2 操作の測定

将来、人間による並べ替えと比較することを想定して、

ソート・アルゴリズムにおける数の「交換」を、数の「1回

または 2回の移動」に翻訳して記録する図 2。また、交換

のきっかけとなる数の比較/判定は、外部からは見えない

ので測定・分析の対象外とする図 2。

今回取り上げるソート・アルゴリズムはどれも、リスト

を走査しながらある条件が満たされると 2 つの数を交換

(swap)する [6]。ジグソー・テキストなど、ドラッグ&ド

ロップで並べ替えするアプリケーションには交換する操作

はない。そこで、ジグソー・テキストに合わせて、ソート・

アルゴリズムの「交換」操作を次のような操作とみなす:

( 1 ) まず、問題リストにおける添字の大きい方の要素を移

動、すなわちドラッグ&ドロップしたとみなす。

( 2 ) 両者が隣り合っていたら、これで移動は完了。

( 3 ) 隣り合っていなかったら、続いて添字の小さい方を移

動したとみなす。

3.3 クイックソート

クイックソートでは、分け目 (ピボット)の取り方が影響

する。今回は、2つの要素の添字の、真ん中の添字の要素

を分け目とする。

3.4 処理の流れ

コンピューターによる並べ替え操作を測定する処理の流

れは次の通りである:

( 1 ) 1から 10の 10個の数字の全順列を生成してパズル群

とする。
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図 3 バブル・ソートの共起行列

セルの値の合計 (=全操作数) 78,019,201; 平均 780,192; 標準

偏差 1,868,693.9

( 2 ) (3)～(5)を全順列について繰り返す。

( 3 ) パズルをバブル・ソートで並べ替え、交換操作を記録

する。

( 4 ) パズルをクイックソートで並べ替え、交換操作を記録

する。

( 5 ) パズルをヒープソートで並べ替え、交換操作を記録

する。

3.5 実行環境

作問 (全順列の生成)、並べ替え処理、時間的共起行列の

生成は Python3、macOS Catalina、Mac mini (2018、3.6

GHz クアッドコア Intel Core i3、メモリ 8GB)で実行し

た。共起行列の表示、標準偏差など計算は、同マシン上の

Google Chromeブラウザで JavaScriptで行った。

4. 結果

以下に、各整列アルゴリズムについて、時間的の共起行

列を示す。図 3から図 5の共起行列において、背景が赤

い (濃い背景色の)セルは値が平均+標準偏差 x2よりも大

きい、背景が黄色 (薄い背景色)のセルは値が平均+標準偏

差より大きいことを表す。

4.1 バブル・ソート

図 3では、1～5、すなわち小さい方の数について、対角

線上のセルの値が大きい。バブルソートではその数自身と

前後して動かされることが多い。すなわち、小さい数ほど

続けて動かされることが多いことを、時間的共起行列は示

している。

大きな数ほど動かされることが少ない。特に 10は動か

されない。

4.2 クイックソート

図 4は、3つの中では最も操作数 (整列処理のステップ

数)が少ない。また、極端に頻度が大きい組み合わせが、他

の 2つに比べて少なく、赤い背景 (濃い背景)のセルがな

い。これは、3つの中で最も速いアルゴリズムであること

と関係すると考えられる。

図 4 クイックソートの共起行列

セルの値の合計 41,018,041; 平均 410,180.4; 標準偏差

161,786.2

図 5 ヒープソートの共起行列

セルの値の合計 174,871,524; 平均 1,748,715.2; 標準偏差

1,650,555.5

4.3 ヒープソート

図 5は、各数について、対角線の左隣のセルの値が最も

大きい。すなわち、ヒープソートではその数より 1つ大き

い/小さい数と前後して動かされることが多いことを示し

ている。

4.4 ヒストグラム

図 3から図 5の各共起行列のセルの値 (共起頻度)の分

布を、横軸を同じにしたヒストグラムとして図 6に示す。

横軸は数同士の時間的な共起頻度に対応し、縦軸は共起頻

度の値が各区間に存在する頻度に対応する。セルの数は、

どれも 10 x 10 = 100個で、棒の値の合計は 100である。

共に頻度ということばが使われるので注意深く解釈する

と、バブルソートは、共起頻度が大きい数の組が存在して

横軸の右側まで分布する。かつ、そのように大きな共起頻

度の数の組の数は少ない。

個別のヒストグラムは、付録の A.1節に示す。

5. 考察

内部のアルゴリズムの違いによって外から観察できる並

べ替え操作が異なる。それぞれの特徴をアルゴリズムに基

づいて、以下に説明する。

5.1 バブル・ソート

バブルソートのアルゴリズムでは、隣同士を比較して小

さい方を添え字の小さい方へ移動する。このバブル・アッ

プの動きを、共起行列は可視化している。小さい数ほど対
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図 6 共起頻度 (共起行列のセルの値) の分布

角線上のセルの値が大きいのは、小さい数バブル・アップ

の操作が連続するからと考えられる。

10のピースが動かされないのは、バブル・ソートのアル

ゴリズム上の特性である。バブルソートでは、隣同士を比

較して小さい方を動かすので、最も大きい 10は全く動か

されない。

5.2 クイックソート

クイックソートは、そもそも操作数が少ない。クイック

ソートが 3 つの中で最も高速であることの表れと考えら

れる。

5.3 ヒープソート

ヒープソートは、ヒープを再構成しつつヒープ内の最大

数を取り出す処理を繰り返す。大きい方から順にヒープか

ら取り出されることが、対角線の左隣、すなわち自身より

も 1つ小さい数と前後して動かされることが多いことと関

係すると考えられる。図 5の結果は、ヒープを再構成する

までもなく続けて最大値を取り出せたことが、全体を通し

て集計すると多かったことを示すと考えられる。

5.4 人間による整列の予想とヒープソート

ここで、人間による数の整列を測定して同様に分析した

結果を予想してみる。図 7は、1から 10の 10個の数を整

列するパズルを人間が解いたときの操作の、共起行列の予

想である。図 8は、6桁の数を 10個 (例えば、s2=530267、

s3=533180、…)を整列するパズルについての予想である。

具体的な数値は省略していて、背景色の意味は 4章と同じ

である。

この背景色の分布が予想の中身である。すなわち、1か

ら 10の数の場合は、1が一番小さいとすぐに分かるので、

図 7 人間による 1 から 10 の 10 個の数の整列の共起行列 (予想)

図 8 人間による 6 桁の数 10 個の整列の共起行列 (予想)

1から昇順に並べていくだろうと予想する。その結果、1

の次に 2、2の次に 3と順に動かすので、対角線の 1つ右

側のセルの共起頻度が突出して高くなるだろうと予想でき

る (図 7)。

6桁の数では、どれが一番小さいかは直ちには分からず、

数同士を比較しながら並べ替えていくだろうと予想する。

その結果、図 7のようにはならないと予想できる (図 8)。

ヒープソートは、人間が 1から 10の 10個の数を並べ替

えるプロセスに近いのかもしれない。ヒープソートの操作

記録には、ヒープの再構成が含まれている。ヒープとは容

易に最大値や最小値を取り出せるデータ構造である。ヒー

プを構成し、最大値を整列済のデータに追加する、という

操作を繰り返すのがヒープソートである。1から 10の 10

個の数であれば、人間はすぐに最小値を取り出せる。ヒー

プ再構成以外の操作が外に表れると考えれば、1から 10の

10個の数の整列で、ヒープソートは人間による整列操作に

似ると考えられる。

5.5 測定方法の影響

4章の共起行列は、測定方法に影響される。整列処理中

の数の交換について、添字の小さい方を先に記録すると、

全く異なる共起行列となる。これら共起行列を付録の A.2

に示す。

今のところ、最適な測定方法を事前に知る手法は見当た

らない。今回は「ヒープソートの特徴を可視化するには、

添字の大きい方を先に記録する」ことで特性を効果的に検

出できた。別の文脈では、違うかもしれない。測定手法や
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分析手法は手段にすぎない。測定手法や分析手法の選択肢

は多いほうがよい。

5.6 分析手法

今回は、どのアルゴリズムで整列したか分かったうえで、

アルゴリズムごとにデータを分けて、それぞれの記録を時

間的共起行列を分析した。3つのアルゴリズムの記録を混

ぜて分類するアプローチもあるだろう。これについては 6

で検討する。

6. 残された課題

以下、残された課題を提示し、予想に予想を重ねて、本

稿の意義を論じる。

6.1 人間による整列の測定・分析

人間による整列を測定・分析して、5.4節の予想を確か

める。数の整列、特に 1から 10の数は間違えにく、正答/

不正解と関連付けて分析するのは難しいだろう。プロセス

に基づく分析が有効だろうと予想する。

6.2 コンピューターによる整列の機械的な分類

本稿のような測定データを機械的に分類したとき、その

分類は整列アルゴリズムの違いと一致するだろうか。本稿

は、どの整列アルゴリズムによるものか知ったうえで、各

並べ替え操作の記録を分析して、アルゴリズムに基づく説

明を試みた。

6.3 人間による整列の機械的な分類

人間による整列プロセスは、コンピューターによる既知

の整列アルゴリズムに似ているだろうか？コンピューター

による整列の分類器を人間による整列に適用したとき、結

果はどうなるだろうか。どれかに一致、いくつかの整列ア

ルゴリズムに部分的に一致、どれとも一致しないなど予想

できる。

コンピュータによる整列と人間による整列が、ある分析

に基づいて似ているにしろ、似てないにしろ、その内容を

具体的に確かめる。人間にやり易い整列方法、コンピュー

ターにやり易い整列法は異なるかもしれない。

6.4 人間のトレーニング

人間向きの「6桁の数の効率的な整列方法」があるなら

ば、それを人間に教えられるだろうか？そのような操作の

仕方に誘導する仕組みをジグソー・テキストに導入して、

何 10回、何百回と繰り返して数の整列パズルを解く。学

習者が数を整列するときの操作数 (手数)や所要時間の変化

で、効果を評価する。

機械学習では Curriculum Learningという手法が使われ

ることがある。これは、学習させるときに、優しい問題か

ら学習させる手法である [8]。このコンセプトを人間に逆

輸入するなら、数の整列のトレーニングをするとき、桁の

少ない数から初めて桁数を増やしたり、並べ替える数を 5

個から初めて増やしたりといった手法が該当するだろう。

このように最初は優しい課題から始めるか否かで違いを評

価することが考えられる。

機械学習では、なぜそう判断するのか人間が説明できな

いような判断を、機械に学習させられる。ジグソー・コー

ドのような仕組みを、入学試験のような判定装置ではなく、

野球の素振りのようなトレーニング装置として使う。機械

学習同様に、まだ名前もついていない未知の「考え方」す

らも、人間に教えられるかもしれない。

6.5 人間のふりをするコンピューター vs. 見破る分析

バブル・ソートの共起行列 (図 3)では、10が全く動か

されない。全順列 3,628,800個のパズル問題について延べ

78,019,201回操作して、一度も動かされないとは人間業と

は考えられない。人間のふりをして整列するコンピュータ

と、それを見破る分析とで対戦するハッカソンなどが成立

するかもしれない。

前節までを含め、このような課題に取り組むことで、人

間らしさとは何かが浮かび上がると期待する。

6.6 他のパズル

本稿の手法を他のパズルに適用することで、知見がより

深まると期待する。コンピューターに解けて、人間にも解

けるパズルである。コンピューターでパズルを解く研究は

歴史が深い。15パズル、ハノイの塔などが考えられる。

Webアプリならばインストール不要で実験の自由度が高

い。オープン・ソースならば、本稿の 3.2節と同様に、操作

を測定する仕組みを検討して追加すれば実装が完了する。

数の整列では、交換 (swap)処理の記録の仕方によって

分析結果が異なることを示した (5.5節および A.2節)。何

でもデータが取れればよいのではなく、データ取得の自由

度があるとよい。
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図 A·1 バブル・ソートの共起頻度の分布

図 A·2 クイックソートの共起頻度の分布

図 A·3 ヒープソートの共起頻度の分布

付 録

A.1 コンピューターによる整列操作の共起頻
度の分布

図 3から図 5までの各共起行列の共起頻度を、それぞれ

図 A·1から図 A·3に示す。セルの数は 10 x 10 = 100個、

すなわち棒の高さの合計は 100である。

バブル・ソートは、共起頻度の少ないセルの数が多く、

グラフは左が高くて右に行くにつれて急に低くなる。突出

して頻度の高いセルがある。すなわち、共起頻度の高いセ

ルとそれ以外との頻度の差が大きく、頻度の高いセルの数

が極端に少ない (図 A·1)。
クイックソートは、中間程度の頻度のセルが最も多く、

少ない方と多い方に裾を広げている (図 A·2)。
ヒープソートは、グラフの左側が高く右に行くにつれて
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図 A·4 バブル・ソートの共起行列、添字の小さい方を先に記録

平均 780,192, 標準偏差: 814,190.5

図 A·5 クイックソートの共起行列、添字の小さい方を先に記録

平均 243,943.2, 標準偏差: 240,570.2

図 A·6 ヒープソートの共起行列、添字の小さい方を先に記録

平均 991,190.4, 標準偏差: 1,015,469.3

低くなる傾向にある。突出して頻度の高いセルがあるが、

バブル・ソートほど極端ではない (図 A·3)。

A.2 添字の小さい方を先に記録したときの共
起行列

3.2節で、ドラッグ&ドロップによる並べ替え操作と比較

するために、整列アルゴリズムにおける交換処理を、添字

の大きい方を先に動かすとみなして記録することとした。

ここで、添字の小さい方を先に動かすとみなして記録した

場合の共起行列を図 A·4から図 A·6に示す。
バブル・ソート (図 A·4)とヒープソート (図 A·6)には
突出して頻度の高いセルがある。それ以外には、5章のよ

うな説明を見いだせなかった。
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