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ディープラーニング技術の流体解析への応用

松本 正晴1,a)

概要：偏微分方程式は科学技術分野において，自然・社会現象を記述する数理モデルとして定式化され，
その数値解法は科学技術計算における最も重要なタスクの一つとなっている．一方，近年様々な分野に

おいてディープラーニング技術が利活用されており，偏微分方程式の求解手法にも応用され始めている．

Sirignanoらは偏微分方程式の微分演算子，境界条件，初期条件を満たすように損失関数を構成し，ニュー

ラルネットワークに学習させることによって近似解を得る方法（Deep Galerkin Method, DGM）を提案し

ている．この手法は，予め観測値や数値解などのデータを使うことなく，時空間のランダムな座標の値の

みから偏微分方程式の解を学習・推論するもので，数学的に偏微分方程式の求解そのものに注目している

点が他の手法とは異なる．しかしこの手法による応用例はまだ数が少なく，どの程度の偏微分方程式が解

析可能なのか明らかでない部分が多い．そこで本研究では，DGMの実用性を考察するため，これを流体解

析，つまり圧縮性 Navier-Stokes方程式の求解に応用することを目的とする．2次元 Burgers方程式によ

る予備計算，1次元 Navier-Stokes方程式による衝撃波管問題，2次元 Navier-Stokes方程式による鈍頭物

体周りの超音速流れの 3種類の問題に対して，DGMを適用した．DGMによる推論を同じ計算条件の差

分法による計算と比較した結果，両者とも概ねよく一致しており，DGMの有効性が示される結果を得た．

Application of Deep-Learning Technique to CFD Analysis

1. はじめに

近年，ディープラーニング（Deep Learning，深層学習）

[1]が様々な分野で注目を集めている．ディープラーニン

グとは，機械学習手法の一種であり，多層の人工ニューラ

ルネットワークと大量の学習データを利用することによっ

て，分類・回帰分析やクラスタリングを行うものであり，

特に音声・画像認識や自然言語処理の分野において他の手

法を圧倒する高い性能が得られたことから 2010年代より

一気に普及した．ディープラーニングに利用されるニュー

ラルネットワークのモデルや最適化アルゴリズム，ディー

プラーニングを行うためのライブラリやフレームワーク，

ディープラーニングに適したハードウェア（CPUやGPU）

などは日進月歩で研究開発が行われている．

このディープニューラルネットワークが持つ豊富な関数

表現を偏微分方程式の解法へ応用しようとする試みが近年，

いくつか提案されている．一般に微分方程式は，様々な分

野において，自然・社会現象を記述する数理モデルとして定
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式化され，その数値解法は科学技術計算における最も重要

なタスクの一つとなっている．実は単～数層のニューラル

ネットワークを利用して微分方程式の解を得ようとする試

みは 1990年代から提案されている [2], [3], [4], [5]．当時は

まだニューラルネットワークの隠れ層を多層化する技術が

低く，ニューラルネットワークが持つ表現力に限界があっ

たため，比較的簡単な微分方程式の解を求めるにとどまっ

ていたようである．一方，近年のディープラーニング技術

の応用について例を挙げると，リアルタイムで非圧縮性流体

のシミュレーションを行うことを目的として，Euler方程式

（非粘性 Navier-Stokes方程式）の求解に差分法と畳み込み

ニューラルネットワークを組み合わせる手法が提案されて

いる [6]．非圧縮性流体の数値解法であるMarker-And-Cell

（MAC）法では，圧力の Poisson方程式の求解に最も計算

時間がかかるため，速度場の発散がゼロという非圧縮性流

体の特徴を使い，圧力を畳み込みニューラルネットワーク

に学習・推論することで，シミュレーション時間を低減さ

せることに成功している．数値流体分野へのディープラー

ニングの応用は他にも，粒子法に適用したもの [7]や，速

度場のみから解を推論するもの [8]などが提案されている

が，いずれの手法も CGやゲームなどへの応用が考えられ
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ている．この他にも Poisson方程式の解をディープラーニ

ングによって推論する手法は提案されている [9]．これは，

誘電率分布と距離の関数として表される電荷密度分布を

多数用意し，これらの計算条件下で差分法による数値解を

予め求めておき，それを学習データとして畳み込みニュー

ラルネットワークに学習させることで，誘電率分布と電荷

密度分布を入力すると出力として静電ポテンシャルが予

測される，というものである．また，方程式の解に注目す

るのではなく，潜在的にノイズの多い観測値から物理の隠

れた法則を発見することを目的に，観測データの進展から

非線形関数（ニューラルネットワーク）を学習する手法が

提案されており，Burgers，KdV，Kramoto-Sivashinsky，

Schrödinger，Navier-Stokesの各方程式へ応用した結果に

ついて示されている [10]．

これらの手法はいずれも，実験による観測値や差分法な

どによる数値解など，すでに予め存在する学習データを入

力とすることで，ニューラルネットワークを学習・推論す

る．一方，Sirignanoらは偏微分方程式の微分演算子，境界

条件，初期条件を満たすように損失関数を構成し，ニュー

ラルネットワークに学習させることによって近似解を得る

方法（Deep Galerkin Method, DGM）を提案しており，例

として多次元のHamilton-Jacobe-Bellman方程式と 1次元

Burgers方程式へ応用した結果が示されている [11]．この

手法は，予め観測値や数値解などのデータを使うことなく，

時空間のランダムな座標の値のみから偏微分方程式の解を

学習・推論するもので，数学的に偏微分方程式の求解その

ものに注目している点が他の手法とは異なる．DGMの詳

細については 2 節で述べるが，同論文中で示された 1 次

元 Burgers方程式の結果では，時間 t，位置座標 x，上流と

下流側の境界値 a，b，移流項や拡散項に付く係数 α，ν と

して，これらの値を入力としてランダムに与えてニューラ

ルネットワークを学習することで，近似解 f(t, x, a, b, α, ν)

をニューラルネットワークの出力として得る．ニューラル

ネットワークの学習にかかる計算コストは低くないが，一

度学習を終えてしまえば，行列の基本線形演算のみで偏微

分方程式の近似解を推論できるようになる．しかしこの手

法による応用例はまだ数が少なく，どの程度の偏微分方程

式が解析可能なのか明らかでない部分が多い．

そこで本研究では，DGMの実用性を考察するため，こ

れを流体解析，つまり圧縮性 Navier-Stokes方程式の求解

に応用することを目的とする．

2. Deep Galerkin Method

2.1 DGMの特徴

DGMはディープラーニングを利用する他の手法と比較

して，2つの特徴を持つ．1つ目はニューラルネットワーク

の学習に利用する入力データにラベル付けされた学習デー

タセットを必要としない点，2つ目は偏微分方程式の数値

解法ではほぼ必ず利用される計算格子を必要としないメッ

シュフリーな点である．一般にディープラーニングでは，

入力データとしてラベル付けされた大量のデータセットを

用意する必要があるが，DGMでは入力データとしてラン

ダムな時空間の座標点のみを与えるので，予めデータを用

意しておく必要がない．また，多次元の偏微分方程式では

計算格子の形成自体が難しくなることからメッシュフリー

であることは多次元計算にとっては重要となる．

2.2 アルゴリズム

以下に，DGMのアルゴリズムについて述べる．ここで

は，計算対象として以下に示すような空間 d次元放物型偏

微分方程式を考える．

∂u(t, x)

∂t
+ Lu(t, x) = 0, (t, x) ∈ [0, T ]× Ω

u(t, x) = g(t, x), (t, x) ∈ [0, T ]× ∂Ω

u(t = 0, x) = u0(x), x ∈ Ω (1)

ここで x ∈ Ω ⊂ Rd，Lは空間微分の演算子（ここでは放
物型の方程式としているので，2階微分項を含む空間微分

項となる），g, u0 はそれぞれ uの境界条件と初期条件を示

す．DGMでは図 1に示すように，

( 1 ) 計算領域 [0, T ] × Ω から (tn, xn)，境界条件の領域

[0, T ]×∂Ωから (τn, zn)，そして初期条件の領域 t = 0,Ω

から wn のそれぞれの座標点を乱数で生成する．

( 2 ) 乱数で生成した座標点 sn = {(tn, xn), (τn, zn), wn}を
ニューラルネットワークの入力データとして，以下の

損失関数 G(θn, sn)を計算する．

G(θn, sn) =

(
∂f(tn, xn; θn)

∂t
+ Lf(tn, xn; θn)

)2

+ (f(τn, zn; θn)− g(τn, zn))
2

+ (f(0, wn; θn)− u0(wn))
2

(2)

ここで，f(tn, xn; θn)は，ニューラルネットワークに

より推論（出力）される u(t, x)の近似値，θnは最適化

すべきニューラルネットワークのパラメータを示す．

つまり，損失関数 Gを最小化（ゼロ）する θn を求め

ることがこの手法の目的となる．

( 3 ) 確率的勾配降下法に代表される最適化手法により，

θn+1 を求める．

θn+1 = θn − αn∇θG(θn, sn) (3)

( 4 ) 以上の (1)～(3)について，収束条件を満たすまで（G

が一定の値以下になるまで）繰り返す．

損失関数G(θn, sn)の右辺に現れる 3つの項ではそれぞれ，

計算対象としている偏微分方程式の微分演算子，境界条

件，初期条件からの推論値の差分を評価しており，もしこ

の損失関数の値がゼロになった場合は，それはつまり計算
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図 1: DGMにおけるニューラルネットワークの学習プロセス
Fig. 1 Training process of the neural network in DGM

対象としている偏微分方程式の近似解を求めた（すなわち

ニューラルネットワーク自体が近似関数である）ことと同

義となる．したがって，DGMでは他の手法のように，予

め用意されている実験結果や数値解析結果などから解の

特徴量を抽出してそれを基に推論する，という方法論では

なく，ランダムな座標点で実際に偏微分方程式を評価し解

を修正・記憶していく，という方法論によって解を推論す

る．言い換えると，ニューラルネットワークという巨大な

非線形関数を回帰関数として使う重回帰分析を偏微分方程

式を実際に評価しながら行っている，と言える．したがっ

て DGMでは，予め設定されている計算領域（時空間座標

の定義域）の外まで解を予測できるわけではないことに注

意が必要である．

式（2）中の右辺第 2項の境界条件 g と第 3項の初期条

件 u0 の関数については，式（1）に示すように，計算対象

となる偏微分方程式と同時に与えられるが，第 1 項の時

間微分項 ∂f/∂t，ならびに空間微分項 Lf については陽に
与えられない．しかし，ニューラルネットワークの出力で

ある f(tn, xn; θn)は，ニューラルネットワークのアーキテ

クチャが決定した段階でどのような計算をして出力され

るかがわかるので，偏微分の連鎖律（チェインルール）を

用いる自動微分法によって求めることが可能である．仮に

ニューラルネットワークをブラックボックスとして扱う場

合でも，差分近似に基づく数値微分法によって上記の項は

求めることができる（メッシュフリーなので微小区間 ∆t

や ∆xの与え方は任意となる）．

2.3 DGMネットワークアーキテクチャ

一般に，ニューラルネットワークのアーキテクチャに

は順伝播型や再帰型，畳み込み型など，アプリケーショ

ンに応じて数多くの種類が存在するが，DGMでは，関数

u(t, x)が xに対して急に不連続となるようなプロファイル

を上手く再現できるモデル f(t, x; θ)を作ることが必要と

図 2: DGMアーキテクチャ
Fig. 2 Neural network architecture used in DGM

なる．このような急峻なプロファイルは 2階微分などの拡

散項を含むことによってある程度平滑化されることが期待

されるが，方程式が非線形の場合はその限りではない．そ

こで Sirignanoらは，Long Short-Term Memory（LSTM）

アーキテクチャ [12]を参考に DGMに適したネットワーク

であるとして，以下のようなネットワークアーキテクチャ

を提案している（図 2参照）．

S1 = σ(W 1x+ b1),

Zl = σ(Uz,lx+W z,lSl + bz,l), l = 1, ..., L

Gl = σ(Ug,lx+W g,lSl + bg,l), l = 1, ..., L

Rl = σ(Ur,lx+W r,lSl + br,l), l = 1, ..., L

H l = σ(Uh,lx+Wh,l(Sl ⊙Rl) + bh,l) l = 1, ..., L

Sl+1 = (1−Gl)⊙H l + Zl ⊙ Sl

f(t, x; θ) = WSL+1 + b (4)

ここで，x = (t, x)，L+1は隠れ層の数，記号⊙はHadamard

積をそれぞれ示す．したがって，ニューラルネットワーク
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のパラメータ θは，まとめると以下のようになる．

θ = {W 1, b1,
(
Uz,l,W z,l, bz,l

)L
l=1

,(
Ug,l,W g,l, bg,l

)L
l=1

,(
Ur,l,W r,l, br,l

)L
l=1

,(
Uh,l,Wh,l, bh,l

)L
l=1

,W, b} (5)

また，各層のユニット数をM とすると，σ : RM → RM は

以下に示す要素ごとの非線形変換を示している．

σ = (ϕ(z1), ϕ(z2), ..., ϕ(zM )) (6)

ここで，ϕ : R → Rは非線形の活性化関数を示しており，一般
にはシグモイド関数やRectified Linear Unit（ReLU），tanh

関数などが使われることが多い．θの中の変数の次元は以

下の通り．W 1 ∈ RM×(d+1)，b1 ∈ RM，Uz,l ∈ RM×(d+1)，

W z,l ∈ RM×M，bz,l × RM，Ug,l ∈ RM×(d+1)，W g,l ∈
RM×M，bg,l × RM，Ur,l ∈ RM×(d+1)，W r,l ∈ RM×M，

br,l ×RM，Uh,l ∈ RM×(d+1)，Wh,l ∈ RM×M，bh,l ×RM，

W ∈ R1×M，b ∈ R
ハイパーパラメータとして隠れ層の数Lと，各層のユニッ

ト数M，活性化関数 ϕを決める必要があるが，Sirignano

らによると，L = 3，M = 50，ϕ(z) = tanh(z)程度が効果

的であるとしており，問題によって値を増減させている．

2.4 DGMの実装

図 2に示すニューラルネットワークの実装には，機械学

習等のフレームワークとしてよく用いられている Tensor-

flow[13]を利用した．Tensorflowは，幅広く変数の微分値

が計算できるトップダウン型自動微分機能を搭載しており，

ニューラルネットワークの学習に利用される誤差逆伝播法

の実装や，本実装で必要となるニューラルネットワークに

対する xや θ の微分を簡単に求めることができる．また，

確率的最適化手法についても多くの手法が利用可能であり，

本研究ではよく知られている ADAMアルゴリズム [14]を

採用した．さらに TensorflowではGPUを用いた計算を簡

単に行うことができ，本研究では GPU（NVIDIA Titan

RTX）2台を利用して同期的に分散並列学習を行った．前

述の通り，ニューラルネットワークの学習に必要な入力値

は時空間座標をランダムに与えるが，1回のイタレーショ

ンに各 GPUノードでバッチサイズ 4,096のバッチ（つま

り，1イタレーションで入力データは sn × 4, 096の時空間

点）を含め，計 100,000イタレーションで学習を行った．

学習時間は計算対象の偏微分方程式や計算条件，ハイパー

パラメータにもよるが，数時間～1日オーダーとなる．

3. 計算結果

本節では以下に示す 3 つの計算結果について述べる．

1）2 次元 Burgers 方程式（予備計算），2）1 次元圧縮性

Navier-Stokes 方程式（衝撃波管問題），3）2 次元圧縮性

Navier-Stokes方程式（鈍頭物体周りの超音速流れ）

3.1 2次元 Burgers方程式（予備計算）

Navier-Stokes方程式は質量保存則，運動量保存則，エ

ネルギー保存則の 3 式からなる連立偏微分方程式である

が，DGMで連立方程式を解くことができるかどうかは自

明ではない．そこで Navier-Stokes方程式の解析を行う前

に，予備計算として 2次元 Burgers方程式を対象に計算を

行った．Burgers方程式は非線形の移流拡散方程式であり，

非圧縮性 Navier-Stokes方程式の運動量保存則の圧力項を

無視した形で表されるため，Navier-Stokes方程式の予備

計算としては妥当であると考えられる．空間 2次元以上の

Burgers方程式は連立方程式の形となる．対象とする方程

式を以下に示す．
∂ux

∂t
+ ux

∂ux

∂x
+ uy

∂ux

∂y
= ν

(
∂2ux

∂x2
+

∂2ux

∂y2

)
∂uy

∂t
+ ux

∂uy

∂x
+ uy

∂uy

∂y
= ν

(
∂2uy

∂x2
+

∂2uy

∂y2

)

boundary

u(t, 0, y) = u(t, 1, y)

u(t, x, 0) = u(t, x, 1)

initial

ux(0, x, y) = sin(4πy)

uy(0, x, y) =
1

2
cos(2πx)

(7)

ここでu(t, x, y) = (ux(t, x, y), uy(t, x, y))，(0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤
y ≤ 1)である．境界条件は周期的境界条件，初期条件は上

式の通りとした．拡散項の係数 νは 0，1×10−4，5×10−4，

1×10−3，5×10−3，1×10−2の計 6パターンの計算を行っ

た．νについて，Sirignanoらによる 1次元 Burgers方程式

の計算では，1節で述べたように，ニューラルネットワー

クの入力としていたが，ここでは簡単のために上記の 6パ

ターン固定として計算を行った．

損失関数 Lは計算対象が連立方程式であることを考慮し

て，以下のように設定した．

L = (L2
1 + L2

2) + (L2
3 + L2

4) + (L2
5 + L2

6)

L1 =
∂f1

x

∂t
+ f1

x

∂f1
x

∂x
+ f1

y

∂f1
x

∂y
− ν

(
∂2f1

x

∂x2
+

∂2f1
x

∂y2

)
L2 =

∂f1
y

∂t
+ f1

x

∂f1
y

∂x
+ f1

y

∂f1
y

∂y
− ν

(
∂2f1

y

∂x2
+

∂2f1
y

∂y2

)
L3 = fx(t2, x2, y2)− f b

x

L4 = fy(t2, x2, y2)− f b
y

L5 = fx(0, x3, y3)− sin(4πy3)

L6 = fy(0, x3, y3)−
1

2
cos(2πx3)

(8)

ここで fx, fy はニューラルネットワークの出力として

推論される ux, uy の近似解であり，f1
x = fx(t1, x1, y1)，

f1
y = fy(t1, x1, y1)を示す．また (t1, x1, y1)は計算領域内
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(a) DGMによる ux の推論結果 (b) FDMによる ux の計算結果

図 3: 2次元 Burgers方程式における結果（ν = 5× 10−4, t = 1）
Fig. 3 Comparison of the result of 2D Burgers equations

からランダムに抽出した座標，(t2, x2, y2)は境界条件に対

応する領域からランダムに抽出した座標，(0, x3, y3)は初期

条件に対応する領域からランダムに抽出した座標を示す．

f b
x, f

b
y は以下のように境界条件（周期的境界条件）の値を

表している．

f b
n(t2, x2, y2) =



fn(t2, 0, y2) (x2 = 1)

fn(t2, 1, y2) (x2 = 0)

fn(t2, x2, 0) (y2 = 1)

fn(t2, x2, 1) (y2 = 0)

(9)

ここで nは x, yを示す．

図 3aに ν = 5× 10−4, t = 1の場合のニューラルネット

ワークによる ux の推論結果，図 3bに比較対象として，1

次精度風上差分法（以下，FDM）により計算した ux の近

似解の結果を示す．2次元 Burgers方程式は非線形な方程

式であり，厳密解を求めるのは困難であるので，その代

わりにここでは FDMにより計算した結果を示している．

DGM，FDMどちらの結果も同じ格子点でプロットした結

果を示している（格子点数はNx ×Ny = 101× 101）．両者

を比較するとよい一致を示しており，連立偏微分方程式の

解法にも DGMが有効利用できることがわかる．ここでは

示していないが，νを変えた 6パターンの計算のうち，νの

値が高い 4つの条件（ν = 5× 10−4，1× 10−3，5× 10−3，

1× 10−2）では，DGMと FDMの結果はよく一致するが，

ν の値が低い 2つの条件（ν = 0，1× 10−4では，DGMに

よる学習の進展とともに減少する損失関数の値が飽和傾向

にあり，学習が収束せず，FDMの結果と比較して大きく

異なる推論結果となった．一般に，Burgers方程式の移流

項は時間の経過に対して解を急峻にさせる傾向にある一方

で，拡散項は解を滑らかにする傾向にある．拡散項の値が

ゼロ，もしくは低い場合，移流項の効果により，解は急峻

な不連続面を形成する（例えば図 3で表されているひし形

模様の周囲）ようになるが，不連続面が発達すればするほ

ど，そこでの空間微分値は評価が難しくなる（完全な不連

続面では微分不可能である）ことから，ν がある一定以上

に低い値となった場合，DGMによる学習がうまく機能し

なくなるものと考えられる．これは差分法において不連続

面を扱う場合に数値（人工）粘性が必要になることとよく

似た問題であると考えられる．

3.2 1次元Navier-Stokes方程式（衝撃波管問題）

次に，1次元Navier-Stokes方程式による衝撃波管問題を

対象に計算を行う．衝撃波管問題では，初期条件に高圧領

域と低圧領域を配置し，その後の時間発展を解くことで衝

撃波伝播の様子を計算する．この問題は一般に，差分法や

有限体積法等の数値（離散化）手法の検証として解かれるこ

とが多い．衝撃波を扱う問題では，発生する衝撃波面前後

で物理量の急峻な不連続面が現れ，数値的に不安定になり

やすい．そこで，圧縮性流体用の数値手法では，衝撃波を

捕獲するために数値粘性が付加され，数値的な不安定性を

抑える工夫がされているが，このような衝撃波管問題の数

値計算では，Euler方程式，すなわち非粘性 Navier-Stokes

方程式を支配方程式とすることが多い．これは，数値手法

の検証から，数値粘性によって衝撃波面の急峻な不連続面

がなだらかになる度合いを見るため，物理粘性を排除する

必要があることによる．一方，DGMを用いて衝撃波管問

題を解く場合に Euler方程式を支配方程式としてしまうと，

粘性が存在しない急峻な不連続面において空間微分が不可

能な状況となり，学習がうまく進まなくなる．すなわち，

前節の 2次元 Burgers方程式における拡散項の係数が低い
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場合に学習ができなくなることと同じ問題が現れることと

なる．

そこで本研究では，粘性項を無視しない Navier-Stokes

方程式を支配方程式としている．簡単のため，エネルギー

方程式の熱伝導項は無視し，粘性係数 µが計算領域で一定

と仮定すると，対象とする支配方程式は以下のように定式

化される．

∂ρ

∂t
+

∂(ρux)

∂x
= 0

ρ
∂ux

∂t
+ ux

∂ux

∂x
+

∂p

∂x
=

1

Re

4

3

∂2ux

∂x2

∂p

∂t
+ ux

∂p

∂x
+ γp

∂ux

∂x
= (γ − 1)

1

Re

4

3

(
∂ux

∂x

)2

(10)

ここで，ρは密度，uxは x方向流速，pは圧力，γは比熱比（こ

こでは 5/3で一定）をそれぞれ示している．（10）式に示す

ようにここでは保存形ではなく，非保存形でNavier-Stokes

方程式を表している．これは，保存形のままでは，ニュー

ラルネットワークの損失関数を評価する際に計算（特に微

分値の評価）が複雑になることから，より簡単に評価可能

な非保存形で表すこととした．また，（10）式は代表長さ

Lc，代表密度 ρc，代表速度 uc，代表時間 tc = Lc/uc，代

表圧力 pc = ρcu
2
c で無次元化されており，以上の代表値を

使って（10）式に現れる Reynolds数 Reは以下のように表

される．

Re =
ρcucLc

µ
(11)

この Reynolds数についてもニューラルネットワークの入

力とすることで，指定した範囲の任意の Reynolds数の流

れ場を推論できるようにする．つまり，ニューラルネット

ワークへの入力データとして，ランダムな時空間座標だけ

ではなく，1/Reの値についても含むこととする．ここでは

1/Reの値は，10−2 から 10−3 の間のランダムな値とした．

DGMによる推論では，式の無次元化がニューラルネッ

トワークの学習結果に対して重要な役割を持つと考えられ

る．一般に，ニューラルネットワークの学習で用いられる

入力データにおいて，パラメータ間のスケールが大きく異

なる場合，勾配降下法による更新幅にパラメータ間で偏り

が生じてしまい，学習精度の低下や，学習が進まないなど

の影響が表れることがある．これは，入力データの前処理

として正規化や標準化を行うことで防ぐことができるが，

DGMにおいては式の無次元化がこの入力データの前処理

に対応していると考えられ，本研究では，式の無次元化に

より全てのパラメータが概ね 0～1程度の値となるよう計

算条件を設定した．

図 4に計算領域と計算条件を示す．計算領域は 0 ≤ x ≤ 1

として，初期条件として x = 0.5を境に，上流側（左）に

高圧領域，下流側（右）に低圧領域を配置する．上流側と

下流側境界条件は Neuman条件とし，全ての物理量で勾配

図 4: 衝撃波管問題における計算領域と計算条件
Fig. 4 Computational domain and working conditions for

shock tube problem

ゼロとした．これらの条件を踏まえ，損失関数 Lを以下の

ように設定した．

L = (L1 + L2 + L3) + (L4 + L5 + L6) + (L7 + L8 + L9)

L1 =
∂f1

ρ

∂t
+

∂(f1
ρf

1
u)

∂x

L2 = f1
ρ

∂f1
u

∂t
+ f1

u

∂f1
u

∂x
+

∂f1
p

∂x
− 1

Re

4

3

∂2f1
u

∂x2

L3 =
∂f1

p

∂t
+ f1

u

∂f1
p

∂x
+ γf1

p

∂f1
u

∂x
− (γ − 1)

1

Re

4

3

(
∂f1

u

∂x

)2

L4 = fρ(t2, x2)−
∂fρ(t2, x2)

∂x

L5 = fu(t2, x2)−
∂fu(t2, x2)

∂x

L6 = fp(t2, x2)−
∂fp(t2, x2)

∂x

L7 =

fρ(0, x3)− 1.0 (0 ≤ x3 ≤ 0.5)

fρ(0, x3)− 0.125 (0.5 < x3 ≤ 1.0)

L8 = fu(0, x3)

L9 =

fp(0, x3)− 1.0 (0 ≤ x3 ≤ 0.5)

fp(0, x3)− 0.1 (0.5 < x3 ≤ 1.0)

(12)

ここで fρ, fu, fp はニューラルネットワークの出力とし

て推論される ρ, ux, p の近似解であり，f1
ρ = fρ(t1, x1)，

f1
u = fu(t1, x1)，f1

p = fp(t1, x1)を示す．また (t1, x1)は

計算領域内からランダムに抽出した座標，(t2, x2)は境界

条件に対応する領域からランダムに抽出した座標，(0, x3)

は初期条件に対応する領域からランダムに抽出した座標を

示す．

DGMによる推論結果の妥当性を評価するために比較対

象として，差分法（2次精度 TVD法 [15]，以下 FDM）に

よって計算した結果についても併せて示す．FDMによる

計算では，x方向に 1001点の格子点を利用し，DGMの

計算条件（図 4 参照）に合わせて計算を行った．図 5 に

t = 0.2経過時における ρ, ux, pの各値の DGMによる推論

結果と FDMによる計算結果を併せて示す．図 5a，5c，5e

が 1/Re = 10−3 の結果，図 5b，5d，5fが 1/Re = 10−2 の
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(a) 1/Re = 10−3, t = 0.2での密度（ρ）分布の比較 (b) 1/Re = 10−2, t = 0.2での密度（ρ）分布の比較

(c) 1/Re = 10−3, t = 0.2での流速（ux）分布の比較 (d) 1/Re = 10−2, t = 0.2での流速（ux）分布の比較

(e) 1/Re = 10−3, t = 0.2での圧力（p）分布の比較 (f) 1/Re = 10−2, t = 0.2での圧力（p）分布の比較

図 5: 衝撃波管問題における DGMによる推論結果と FDMによる計算結果の比較
Fig. 5 Comparisons of the result of shock tube problem

結果をそれぞれ示している．衝撃波管問題では初期条件か

らの時間経過とともに，下流（右）方向へは衝撃波面と接

触不連続面が，反対に上流（左）方向へは膨張波がそれぞ

れ伝播するが，1/Re = 10−3 での結果（図 5a，5c，5e）を

見ると，衝撃波面が x = 0.9付近，接触不連続面が x = 0.7

付近，そして膨張波が x = 0.2～0.5付近に現れている様子

がわかる．一方，1/Re = 10−2 での結果（図 5b，5d，5f）

では，1/Re = 10−3 での結果と比較して粘性の影響が強く

表れることから，解が拡散的になっており，特に衝撃波面

ははっきりとは見えない状況となっている．

DGMによる推論結果と FDMによる計算結果を比較す

ると，概ねよい一致を示しているといえるが，分布が大き

く変化する領域では両者にわずかながら差が表れているこ

とがわかる．特に 1/Re = 10−3 の結果において，衝撃波

面がある x = 0.9付近の流速（図 5c）と圧力（図 5e），接

触不連続面がある x = 0.7付近の密度（図 5a）など，不連

続が現れるような領域で差があることがわかる．一方で，

1/Re = 10−2 の結果を見ると，1/Re = 10−3 の結果と比べ

て，DGMと FDMの結果に差が現れていないことがわか

る．これは，解が拡散的になっていることに起因している

ものと考えられる．つまり DGMでは，急峻なプロファイ

ルの変化に対して，（前節の 2次元 Burgers方程式の場合と

同様に）ニューラルネットワークの学習がうまく進みずら

い傾向にあると考えられ，不連続が現れるような領域では，

関数の連続性に関する微分可能性が問題になるものと示唆

される．ただしここでは，各種の学習パラメータ（DGM
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アーキテクチャ層の数 L，ユニットの数M，バッチサイ

ズ，イタレーション回数など）について最適化を行ってい

るわけではないため，この DGMと FDMの差がこれ以上

縮まらないというわけではなく，上記の学習パラメータを

増加・調整・最適化することで，この差は縮まっていくも

のと考えるのが自然である．したがって，どの程度の学習

パラメータ，学習時間であれば実用的に満足ができる結果

が得られるのかについては，今後の課題となる．

3.3 2次元Navier-Stokes方程式（鈍頭物体周りの超音

速流れ）

次に，2次元 Navier-Stokes方程式による鈍頭物体周り

の超音速流れを対象に計算を行う．簡単のために，エネル

ギー方程式の熱伝導項は無視すると，対象とする支配方程

式は以下のように定式化される．

∂ρ

∂t
+

∂(ρux)

∂x
+

∂(ρuy)

∂y
= 0

ρ
∂ux

∂t
+ ux

∂ux

∂x
+ uy

∂ux

∂y
+

∂p

∂x
=

∂τxx
∂x

+
∂τyx
∂y

ρ
∂uy

∂t
+ ux

∂uy

∂x
+ uy

∂uy

∂y
+

∂p

∂y
=

∂τxy
∂x

+
∂τyy
∂y

∂p

∂t
+ ux

∂p

∂x
+ uy

∂p

∂y
+ γp

(
∂ux

∂x
+

∂uy

∂y

)
= (γ − 1)Φ

(13)

ここで，ρは密度，ux, uy は x方向と y 方向の流速，pは

圧力，γ は比熱比（ここでは 5/3で一定）をそれぞれ示し

ている．（13）式が非保存形で表されている理由は前節と

同じである．また簡単のため，粘性係数 µが計算領域で一

定と仮定すると，粘性応力テンソル τij，散逸関数 Φはそ

れぞれ以下のように表される．

τxx =
1

Re

2

3

(
2
∂ux

∂x
− ∂uy

∂y

)
τyx = τxy =

1

Re

(
∂ux

∂y
+

∂uy

∂x

)
τyy =

1

Re

2

3

(
2
∂uy

∂y
− ∂ux

∂x

) (14)

Φ = τxx
∂ux

∂x
+ τyx

∂ux

∂y
+ τxy

∂uy

∂x
+ τyy

∂uy

∂y
(15)

（13）式は各代表値で無次元化されており，全てのパラメー

タが概ね 0～1程度の値となるよう計算条件を設定した（詳

細は前節参照）．

図 6に計算領域と計算条件を示す．計算領域は 0 ≤ x ≤
1, 0 ≤ y ≤ 1として，計算領域中央 x = 0.5, y = 0.5を中心

に半径 r = 0.125の円形状の鈍頭物体を配置する．流体は

x = 0の入口境界からMach数M = 3の超音速で流入す

るものする．境界条件は入口境界で Dirichlet条件として

与え，物体表面の内部境界では，流速ゼロ，密度と圧力は

物体表面の法線方向（n）に対して勾配ゼロとして与えた．

ここで示した入口境界と内部境界以外の境界条件は自由流

出条件を仮定するため，特に何の条件も与えていない．ま

図 6: 鈍頭物体周りの超音速流れの計算領域と計算条件
Fig. 6 Computational domain and working conditions for the

supersonic flow around a blunt body

た，Reynolds数 Re = 100で一定とした．損失関数につい

てはここでは省略するが，上記の諸条件を考慮し構成した．

DGMによる推論結果の妥当性を評価するために比較対

象として，差分法（2次精度 TVD法 [15]，以下 FDM）に

よって計算した結果についても併せて示す．FDMによる

計算では，支配方程式を一般座標へ変換し DGMの計算条

件（図 6参照）に合わせて計算を行った．図 7に t = 1経

過時における ρ, ux, uy, pの各値のDGMによって推論した

結果と FDMによる計算結果を示す．図の上半分が DGM

の結果，下半分が FDMの結果を示している．鈍頭物体周

りの超音速流れでは，物体前方（上流側）で弓型衝撃波が

発生し，衝撃圧縮による圧力と密度の上昇が見られるとと

もに，流速が亜音速まで低下する．一方，物体背後（下流）

では，密度は大きく低下し，流れも物体を避けるように上

下に分かれて流れていく．図 7a等を見ると，わずかに衝撃

波面の位置や鈍頭物体周りの密度の値などに差が見られる

が，いずれの結果も概ねよい一致を示していることがわか

る．これらの結果より，DGMが 2次元 Navier-Stokes方

程式に対しても有効に利用できることがわかる．

4. まとめ

偏微分方程式の微分演算子，境界条件，初期条件を満たす

ように損失関数を構成し，ディープニューラルネットワー

クに学習させることによって近似解を得る Deep Galerkin

Method（DGM）の実用性を考察するため，2次元 Burgers

方程式による予備計算，1次元 Navier-Stokes方程式によ

る衝撃波管問題，2次元 Navier-Stokes方程式による鈍頭

物体周りの超音速流れの 3種類の問題に対して，DGMを

適用した．DGMによる推論結果を同じ計算条件の差分法

による計算と比較した結果，両者とも概ねよく一致してお

り，DGMが流体解析にも有用であることが示された．

Reynolds数が大きい条件（つまり粘性項や拡散項の影
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(a) 密度（ρ）分布の比較 (b) x方向流速（ux）分布の比較

(c) y 方向流速（uy）分布の比較 (d) 圧力（p）分布の比較

図 7: 鈍頭物体周りの超音速流れの結果比較（t = 1，上：DGMによる推論結果，下：FDMによる計算結果）
Fig. 7 Comparisons of the result of supersonic flow around a blunt body

響が相対的に小さい条件）では，衝撃波面などの急峻な不

連続面が顕著に表れるが，そのような流れ場では，DGM

による学習が進まなくなる傾向にあるため，今回，鈍頭物

体周りの超音速流れの解析では，Reynolds数が比較的小

さい条件（Re = 100）での結果を示した．これは 2次元

Burgers方程式による予備解析と 1次元衝撃波管問題の中

で示した通り，衝撃波に起因する不連続面が現れるような

流れ場において，そこでの関数の微分可能性に原因がある

と考えられる．そこで従来の数値手法で使われている数値

粘性のように，不連続面だけを局所的に拡散させるような

何らかの手段を用いることによって,高 Reynolds数流れが

DGMによって効率よく学習できるようになる可能性があ

る．一方，解が十分滑らかになるような低Reynolds数の流

れ場であれば，DGMによる方法は効果的に解を推論でき

る傾向にあるものと考えられる．また，今回示した 2次元

Navier-Stokes方程式の結果では，簡単のためにエネルギー

方程式の熱伝導項を無視したが，この項を含んだ式や，粘

性係数，熱伝導係数，入口Mach数などの細かいパラメー

タについても，ニューラルネットワークの入力データとし

た 3次元解析を行うことによって，3次元Navier-Stokes方

程式そのものの近似関数をニューラルネットワークで作る

ことが可能になると考えられる．さらに，本手法は放物型

偏微分方程式以外にも，楕円型方程式にも応用が可能であ

ると考えられるため，非圧縮性 Navier-Stokes方程式やそ

れ以外の方程式にも適用できる可能性があり，その有効性

を確認する必要がある．
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