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概要：本稿において、Bayesian Graphical Lassoを相関のあるカウントデータへ適用したモデルを提案す

る。提案モデルにおいて、Gaussian Graphical Modelに従う潜在変数を仮定する。作成したサンプルデー

タを用いてシミュレーションを行い、最適なハイパーパラメータを決定する。さらに提案モデルによって

カウントデータの潜在変数のスパースな共分散行列の逆行列を推定し、評価する。最後に提案モデルを犯

罪データに適用し、犯罪においての推定された潜在変数の共分散行列の逆行列の偏相関係数について分か

り易く表現するために可視化する。

キーワード：Bayesian Graphical LASSO，スパース推定，グラフィカルモデル，共分散構造分析, 犯罪デー
タ分析

Bayesian Sparse Covariance Structure Analysis
for Correlated Count Data
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Abstract: In this paper, we propose a Bayesian Graphical Lasso for correlated countable data and apply it
to spatial crime data. In the proposed model, we assume a Gaussian Graphical Model for the latent variables
which dominate the potential risks of crimes. To evaluate the proposed model, we determine optimal hyper-
parameters which represent samples better. We apply the proposed model for estimation of the sparse inverse
covariance of the latent variable and evaluate the partial correlation coefficients. Finally, we illustrate the
results on crime spots data and consider the estimated latent variables and the partial correlation coefficients
of the sparse inverse covariance.
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1. はじめに

データの特徴を分析する上で、変数間の相関関係を求め

ることは単純な方法であるがとても有効である。しかし、
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変数が多い場合は単純に相関を求めても、閾値の設定が難し

くなり、重要な関係を見出すことはとても困難である。多

変量の共分散構造分析において重要な変数間の関係だけを

見出すために LASSO [1]を適用したGraphical Lasso [2]の

ようなスパースモデリングはとても有効であることが知ら

れている。しかし、Graphical LassoはGaussian Graphical

Model(GGM)を仮定しているため、カウントデータに適

用できない。

本稿において、制限のある Graphical Lassoをスパース

な共分散構造を持つポアソン分布型の観測データに適用す
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る階層ベイズモデルを提案する。提案モデルにおいて、斉

次的ポアソン過程に従うイベントの発生に対する潜在的な

リスクを、Bayesian Graphical Lasso [3]に従う潜在変数と

して定義する。最後に提案モデルの実データへの適用例と

して、犯罪データ分析に用いて数値実験の効果を調査する。

1.1 Graphical Lasso

Graphical Lasso [2] は GGM のスパース共分散構造分

析にとても効果的であることが知られている。ここで平

均０、各要素 ωij(i, j = 1, . . . , A) で構成される精度行列

Ω ∈ RA×A で与えられるガウス分布に従うデータ行列を

Y = (y1, . . . ,yT ) ∈ RT×A とする。

p(Y |Ω) =

T∏
t=1

N (yt|0,Ω
−1) (1)

Graphical Lassoは L1 正則化によって Ωの最尤推定を最

適化する。

Ω = arg max
Ω′∈M+

log(det(Ω′))− tr(Y ⊤Y Ω′)−λ∥Ω′∥1 (2)

ここでM+はA×Aの半正定値行列、λは正則化パラメー

タをそれぞれ表し、L1 ノルムは ∥Ω∥1 =
∑

ij |ωij |で定義さ
れる。また、Ωの最尤推定は、p(ωij) = λ/2 exp(−λ|ωij |)
で表されるラプラス分布 DE(ωij | λ) に従う非対角要
素と p(ωii) = λ/2 exp(−λωii/2) で表される指数分布

Exp(ωii | λ/2) に従う対角要素で組み合わされたモデ
ルから得られる。

p(Ω | λ)

= C−1
∏
i<j

{DE(ωij |λ)}
A∏
i=1

Exp

ωii

∣∣∣∣∣∣λ2
 1Ω∈M+ (3)

ここで C−1 は正規化項であり、1Ω∈M+ は

1Ω∈M+ =

{
1 (Ω ∈M+)

0 (otherwise)
(4)

を表す。

1.2 Bayesian Graphical Lasso

Bayesian Graphical Lassoは Graphical Lassoをフルベ

イズ化したものである。ラプラス分布が混合ガウス分布で

表せることと指数分布によって、(3)は

p(Ω|τ , λ)

= C−1
τ

∏
i<j

N (ωij |0, τij)
A∏
i=1

Exp

ωii

∣∣∣∣∣∣λ2
 1Ω∈M+ (5)

p(τ |λ) ∝ Cτ

∏
i<j

λ2

2
exp

−λ2

2
τij

 (6)

𝐓𝐓
𝐀𝐀

zti

𝛀𝛀

λ

ytiμiσμ2

図 1 提案モデルにおけるパラメーターのグラフィカルモデル

Fig. 1 The graphical model of the proposed model

と表すことができる。ここで、ω = {ωij}i≤j は Ωの非対

角要素と対角要素の上三角行列を表し、τ = {τij}i<j は補

助変数を表す。補助変数 τ の導入により、BGLモデル (5)

の block Gibbs samplingアルゴリズムを構築できる。

2. 提案モデル

2.1 モデル

図 1は提案モデルの Graphical modelを示す。まず、非

負の整数を N0 = N ∪ {0} で定義する。そして A 次元の

データが独立なポアソン分布に従って T 時点にわたり得ら

れると仮定する．

P (Y |µ,Z) =
A∏
i=1

T∏
t=1

Poisson(yti| exp(η(µi, zti))) (7)

η(µi, zti) = µi + zti (8)

さらに、事前分布は

p(µ) = N (µ|0, σ2
µI) (9)

p(zt|Ω) = N (zt|0,Ω−1) for t = 1, . . . , T (10)

p(ω|λ) ∝
∏
i<j

DE(ωij |λ)
A∏
i=1

Exp

ωii

∣∣∣∣∣∣λ2
 1Ω∈M+

(11)

p(λ) = Gamma(λ|aλ, bλ) (12)

とする。ここでイベント発生の潜在的なリスクとして線形

予測子 η(µi, zti) = µi + ztiを仮定する。µiは次元 iの潜在

リスクの平均を表し、zti は µi からのばらつきを表す。zt

は BGLの事前分布に従うため、スパースかつ重要なカウ

ントデータの共起構造を抽出することができる。よって、

事後分布は

p(Z,µ,Ω, λ|Y )

∝ P (Y |µ,Z)p(µ)

[
T∏

t=1

p(zt|Ω)

]
p(ω|λ)p(λ) (13)

と表すことができる。
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2.2 Sampling

提案モデルのパラメーターの推定は 2つのサンプリング

手法を使い分けている。まず初めに、 BGLでのΩや λの

推定において block Gibbs samplingを行う。次に潜在的な

リスクの µと Z はMetropolis-Hastings法 [4]によって推

定する。例えば µの完全条件付き分布のサンプリングは、

µから µ′ に遷移するときの採択率 rを

r = min

1,
p(µ′|Y ,Z,Ω, λ)p(µ|µ′)

p(µ|Y ,Z,Ω, λ)p(µ′|µ)

 (14)

として表すことができる。サンプリング手順は以下の通り

である。

Step 1

完全条件付き分布 µについて Newton-Rhapson法を

使って

µ̂ = arg max
µ

log p(µ|Y ,Z,Ω, λ) (15)

で最適化する。

Step 2

多変量 t分布として定義される提案分布

p(µ′|µ̂) = Multi-t(µ′|µ̂,H−1
µ̂ , ν) (16)

から候補 µ′ をサンプルする。ここで Hµ ∈ RA×A は

(15)のヘシアン行列、ν(> 0) は自由度を表す任意の

ハイパーパラメータである。µ′は確率 rにおいて採択

の場合は µ← µ′で更新するか、もしくは棄却される。

p(zt|Y ,Z\t,µ,Ω, λ) についても µと同様の方法でサンプ

リングする。

3. シミュレーション

3.1 人工データ

提案モデルの性能を評価するため、サイズがそれぞれ

(A, T ) = (10, 30), (50, 60), (100, 60), (200, 60) の人工デー

タを作成する。また、µi = 0.2 (i = 1, . . . , A)、要素が

ωii = C1, ωi,i−A/2 = ωi−A/2,i = C2かつその他が 0である

M+ の Ωを作成する。ここで、C1 と C2 は定数を表す。

それらを真値として与え、サンプルZ とサンプル観測デー

タ行列 Y を式 (7)と (10)に従ってそれぞれ作成する。

3.2 最適なハイパーパラメータ

各サイズの人工データにおいて、各ハイパーパラメータ

を変更して実験を行う。推定結果を真値とのMAEで評価

して、最適なハイパーパラメータを決定する。

Metropolis-Hastings法でのサンプリングにおいて、t分

布の自由度 νが重要な影響を与える。t分布の νについて、

ν = 1の時はコーシー分布になり、ν → ∞では正規分布
に近づくため、効果的な値は ν = 5である。次に、正規化

項のハイパーパラメータ λに寄与する aλ については、次

元が A = 10, 50, 100である時は aλ = A、比較的に多次元

である A = 200の時は aλ = 0.01を適用する。さらに提

案モデルにおいて、µと Z は指数関数内にあるポアソン

分布のパラメーターであるため、µの絶対値の大きさは小

さな値であるべきである。故に事前分布 p(µ)については、

σ2
µ = 0.05とする。

3.3 結果

人工データ (A, T ) = (50, 60) において、ハイパーパラ

メーターを (aλ, σ
2
µ, ν) = (A, 0.05, 3)として推定した Ωの

結果を示す。偏相関係数行列 P は精度行列 Ωの推定結果

から

pij = −
ωij

√
ωii
√
ωjj

(17)

で得られる。図 2は推定結果の Ωと真値の Ωから得られ

た偏相関係数行列 P をそれぞれ示す。真値が 0の要素で

あるのに対して、推定結果の対応する各要素はほとんどが

0に近いとても小さい値である。また真値が 0以外の値を

もつ要素では、推定結果の対応する各要素はほとんどが 0

要素よりも大きな値である。

4. 犯罪データ分析

4.1 犯罪データ

提案モデルのカウントデータへの実用例として、National

Institute of Justice（NIJ）[5]が公開しているアメリカオ

レゴン州のポートランドでの犯罪発生データに適用する。

犯罪データにおいて、潜在変数 µi は i番目のエリアの犯罪

発生の平均の潜在的なリスクを表す。また潜在変数 Z に

ついては、単位時間ごとの犯罪発生の潜在的なリスクのば

らつきを表す。故に、Z は相互作用の構造を表す。

使用するデータは 2016年に発生した犯罪データであり、

犯罪発生スポットを 60エリアに分けてまとめる。さらに、

犯罪発生件数を 1週間の時間単位で分割したのもので、デー

タ行列 Y は (A, T ) = (60, 52)である。

4.2 犯罪における Ωの偏相関係数

推定された Ωは時間的な変動による効果 Z から構築さ

れたスパースな共分散行列の逆行列である。そのため、Ω

から偏相関係数を導き出すことは、エリア間の犯罪発生リ

スクのスパースな相関関係を表すことになる。

推定されたΩから偏相関係数を (17)によって計算する。

エリア間の犯罪発生リスクの相関関係を視覚的に見やすく

するために、ポートランドのマップ上に表したものを図 3

に示す。表した係数は絶対値で全体の上位約 2%である。
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図 2 (a) は推定結果から得られた Ω の偏相関係数、(b) は作成した真値

である Ω の偏相関係数を表す。

Fig. 2 (a) shows the estimated partial correlation coefficients of Ω and (b) shows the

true partial correlation coefficients of Ω.
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図 3 エリア間のスパースな偏相関係数をポートランドのマップ上に可視化

エリア間を結ぶ線の太さは偏相関係数の大きさを表す。

Fig. 3 The visualization of sparse partial correlation coefficients between areas on Port-

land city’s map. The thickness of the curved black lines shows the magnitudes

of the coefficients.

5. 結論

提案モデルは有効なΩと潜在変数 µと Z を推定するこ

とができる。一方で提案モデルでは、ポアソン過程におい

てパラメーターが１以下の場合、イベントの発生数は０に

なりやすいため、潜在変数の負の真値を推定することが困

難である。この問題を避けるためには、潜在変数の範囲 R
を [0,∞)と制限することなどが考えられる。

また、提案モデルによって推定された潜在変数の結果を

分析することで、犯罪データなどのカウントデータにおい

てスパースな相関関係な有意な特徴を見出すことができ

る。今後の展望としては、一般的にポアソン過程は時間に

関係した例が多いため、時系列を考慮したモデルを構築し

たい。
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