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1 はじめに

実験計画法の成果をデータサイエンスに適用するこ

とができれば、目的に必要なデータを効率良く収集す

ることが期待できる。データ収集後には、機械学習に

よる知識獲得などが行われるが、機械学習では基底関

数などで複素数が用いられることも多い [1]。データサ

イエンスでのデータ収集に実験計画法の成果を適用す

る場合、機械学習においても実数のみの処理に限定さ

れてしまうという問題があった。そこで本論文では、

実用面でも広く利用されている直交計画について、複

素数を用いる基底関数に適応する場合の性質を明らか

にする。さらにこれまでに知られている直交計画の最

適性 [2, 3]が複素空間でも同様に成り立つことを示す。

2 準備

2.1 指標による関数の表現

Gを（演算を掛け算の記号で表した）有限アーベル

群であるとし、S1を複素平面内の単位円周とする。G

上の指標 [4]とは、複素数値関数 X : G → S1 で、次

の条件を満たすもののことである：

X (x · x′) = X (x)X (x′) x,x′ ∈ G. (1)

また、Gの指標群は {Xa(x)|a ∈ G}で表すことが
でき、次式が成立する。

1

|G|
∑
x∈G

Xa(x)X ∗
b(x) =

{
1, a = b,

0, a ̸= b,
(2)

ここでX ∗
b(x)はXb(x)の複素共役である。このとき、

任意の関数 f : G → C (C は複素数体)は、指標の線

形結合により、

f(x) =
∑
a∈G

faXa(x), (3)

で一意に表現可能で、係数 fa は次式で与えられる。

fa =
1

|G|
∑
x∈G

f(x)X ∗
a(x). (4)
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2.2 ガロア体上の直交基底関数

q個の元からなる体をガロア体といい、GF (q)で表

す。なお、ガロア体の位数 q は、q = pm でなければ

ならない。ただし、pは素数である。

ガロア体上においても式 (2)は成立し、次式で与え

られる [5]。

1

qn

∑
x∈GF (q)n

Xa(x)X ∗
b(x) =

{
1, a = b,

0, a ̸= b,
(5)

式 (3)、式 (4)についても同様に成立する。

2.3 直交基底関数により表現されるモデル [5]

F1, F2, . . . , Fn をモデルに含まれる n個の因子とす

る。各因子の水準は GF (q)により表現され、水準組

合せは、x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ GF (q)nで表現される

ものとする。

ここで、集合 A ⊆ {0, 1}nはモデルに含まれる因子
と因子間の交互作用を表す集合とする。例えば、A =

{000, 100, 010, 001, 110}は、全体平均、因子F1、因子

F2、因子 F3、因子 F1と因子 F2の交互作用を示して

いる。

また、IA = {(b1a1, b2a2, . . . , bban)|a ∈ A, bi ∈
GF (q)} と定義すると、集合 A に含まれる因子の主

効果と交互作用効果は、{fa|a ∈ IA} により表現さ
れる。

このとき、水準組み合わせ xでの実験結果を t(x)

で表し、以下のモデルを仮定する。

t(x) =
∑
a∈IA

faXa(x) + ϵx, (6)

ここで ϵxは平均 0、分散 σ2で独立な偶然誤差である。

本稿においては、式（6）における集合 A は事

前に与えられるものとする。このもとで、まず実

験する水準組合せの集合である実験計画 X =

{x1,x2, . . . ,xN}, X ⊆ GF (q)n を決定する。その後、

実験を行い、得られたデータ {(x, t(x))|x ∈ X}から、
各効果の推定等を行う。

このため、大きさN の実験計画X をどのように決

めるかが重要となる。直交計画は同じ大きさの実験計

画の中で、効果の不偏推定量の分散の最大値が最小と

なることが知られている [2, 3]。次章では、直交計画

の最適性が複素空間でも同様に成り立つことを示す。
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3 複素空間での直交計画の最適性

定理 1. 大きさ N のどのような計画 X =

{x1,x2, . . . ,xN}に対しても、fa(a ∈ IA)の最小二乗

推定量 f̂a の分散 V (f̂a)について、次式が成立する。

V (f̂a) ≥
σ2

N
. (7)

また、式 (7)で等号が成り立つための必要十分条件は、

任意の a, b ∈ IA に対し、

1

N

N∑
i=1

X ∗
a(xi)Xb(xi) =

{
1, a = b,

0, a ̸= b,
(8)

が成立することである。

（定理 1の証明）

f̂a =
∑N

i=1 cit(xi) を faの最小二乗推定量とする。

これは不偏推定量であるため E(f̂a) = fa であり

E(f̂a)

= E

 N∑
i=1

ci

 ∑
b∈IA

fbXb(xi) + ϵxi


= E

 N∑
i=1

ci

faXa(xi) +
∑

b ̸=a,b∈IA

fbXb(xi) + ϵxi


より、

N∑
i=1

ciXa(xi) = 1, (9)

N∑
i=1

ciXb(xi) = 0, (b ̸= a, b ∈ IA). (10)

ここで ϵxi
(i = 1, · · · , N) は独立、従って t(xi)(i =

1, · · · , N)は独立であり

V (f̂a) =

N∑
i=1

|ci|2σ2. (11)

コーシーの不等式より、

N∑
i=1

|ci|2
N∑
i=1

|Xa(xi)|2 ≥

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

ciXa(xi)

∣∣∣∣∣
2

= 1. (12)

式 (12)と
∑N

i=1 X ∗
a(xi)Xa(xi) =

∑N
i=1 |Xa(xi)|2 =

N を使うことで、式 (11)は

V (f̂a) ≥ σ2

N
, (13)

となり、式 (7)が得られる。

また、式 (12)の等号が成立するには、ci = cX ∗
a(xi)

でなければならないため、式 (9)に代入すると

N∑
i=1

cX ∗
a(xi)Xa(xi) = 1 (14)

この式と
∑N

i=1 X ∗
a(xi)Xa(xi) = N より、c = 1/N と

なる。これより

ci =
1

N
X ∗
a(xi) (15)

が得られる。また、式 (15)を式 (10)に代入すること

で、次式が成立する。

N∑
i=1

X ∗
a(xi)Xb(xi) = 0, (b ̸= a) (16)

以上より、定理 1が証明される。

また、直交計画の定義 [5]により、Aに対する直交

計画は、任意の a, b ∈ IA に対し式 (8)を満たす。こ

れより、次の定理が成り立つ。

定理 2. Aに対する大きさ N の直交計画が存在すれ

ば、これにより得られるデータに基づく、効果 fa の

最小二乗推定量 f̂aの分散 V (f̂a)は、式 (7)の右辺に

到達する。すなわち、

V (f̂a) =
σ2

N
. (17)

4 おわりに

本稿では、これまでに知られている直交計画の最適

性が複素空間でも同様に成り立つことを示す定理を

導出した。今後の課題として、各因子で水準数が異な

る場合への拡張、機械学習でのデータ収集に直交計画

を適用する場合の性質を明らかにすること等があげら

れる。
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