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-【解説】再帰的思考のすすめ-
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再帰的思考のすすめ

　今，教員生活を終わろうとしているこの時点で，

これまでに「美しい」と思った再帰的な考え方をまと

めてみたいと思う．難しいと思われるところは読み

飛ばしていただきたい．

数学的帰納法

　今から約 50 年前，高校生のときに数学で一番美し

いと思ったのは数学的帰納法であった．n=1 のとき

に成り立つことと，n=k−1（あるいは n<=k−1）のとき

に成り立つと仮定し，n=kでも成り立つことを示して，

したがって，すべての自然数 nで成り立つという証

明法である．例として，次の等式を証明してみよう．

 1+2+3+4+ +n=  n n+1( )  
1
2

　n=1 のときは，1= 1
2

 1 1+1( )なので，明らかに成り

立つ．次に，n=k−1 のときに成り立つと仮定する．

つまり，nに k−1 を代入して，

 1+2+3+4+ + k 1( )= k 1( )  k
1
2

が成り立つと仮定とする．これを用いて，次のよう

に n=kでも成り立つことを示す．

1+2+3+4+ + k 
=1+2+3+4+ + k 1( )+ k 
= k 1( )+ k=   k k+1( )1

2
  k
1
2

　したがって，n=1 で成り立って，2 で成り立っ

て，．．．，k−1 で成り立って，kで成り立つというや

り方である．

数式微分

　大学 3 年生のときに，LISP という言語で数式微

分のプログラムを書いた．数値微分ではなく，入力

に x2 を与えると 2xを返す微分である．変数がアル

ファベット 1 文字だけで，数も 1 桁，かつ，四則演

算だけの数式は次のように定義できる．下で，「｜」

は「または」の意味である．

　式＝項＋式｜項－式，

　項＝因子×項｜因子／項，

　因子＝ ( 式 ) ｜変数｜数，

　変数＝ a|b|…|x，数 =0|1|…|9．    

　ある数式の xによる微分 D は次に従う．

　D( 項＋式 ) ＝ D( 項 ) ＋ D( 式 )，

　D( 項－式 ) ＝ D( 項 ) － D( 式 )，

　D( 因子×項 ) ＝ D( 因子 ) ×項＋因子× D( 項 )，　　

　D( 因子／項 )

　　＝ (D( 因子 ) ×項－因子× D( 項 )) ／ ( 項 )2，

　D(( 式 )) ＝ (D( 式 ))，

　D( 変数 ) ＝ if 変数 = x, then 1 else 0，

　D( 数 ) ＝ 0．

　数式微分のプログラムは，表記の違いはあるが，

原理的にほとんどこの通りである．そして，実行は，

たとえば次のようになる．

　D(x2+3x+1)=D(x2)+D(3x+1)  

　=D(x )×x+x×D(x )+D(3x )+D(1) 

　=1×x+x×1+D(3)×x+3×D(x )+0
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い．そのために柱 Bを補助として利用する．

　 さ て，n 枚 の 円 盤 を 柱 A か ら 柱 C へ， 柱 B

を補助に使って移動する手順を示す言語 C の

プログラム１を完成してみよう．1 枚のときは自明

である．n枚のときは，上の n−1 枚を柱 Bに移し，

一番下の円盤を柱 Cに移してから，柱 Bの n−1 枚

を柱 A による補助で柱 Cに移せばよい．プログラ

ムの□の中には，a，b，c いずれかの変数が入るので，

適切なもので埋めて実行してみよう．

　円盤 1 枚を 1 分で動かせるとして，移動を始め

てからどれぐらいの時間で終了するか考えてみてほ

しい．安心して眠れると思う（なかなか計算できな

くて眠れないかもしれないが……）．ちなみに，ハ

ノイには 10 回ぐらい行ったが，いまだにこの寺院

には行き当らない．

コンパイラ

　筆者が若いころは計算機科学がまだ黎明期で，日

本ではまだその教育が確立しておらず，大学院に

入ってから，英国の Essex 大学の修士課程に留学

する機会を得た．そこでは，初期の人工知能の論文

もたくさん読んだが，学部科目で，言語 C などの

高水準言語から機械語に翻訳するコンパイラという

プログラムを読んだ．プログラムが上例の数式と同

　=x+x+0×x+3×1+0=2x+0+3+0 

　=2x+3

　プログラムを書いてみると，数式の微分そのも

のよりも，結果を整理する（たとえば，1×x=x，x×

1=x，x+x=2x，0+3+0=3，無駄な括弧を外すな

どのための）プログラムの方がはるかに長くなった

のを記憶している．詳しく学びたい読者は文献 1）， 

2）を参照されたい．

典型的な再帰プログラム

　再帰のプログラムで典型的なのは「ハノイの塔」の

解法手順を出力するプログラムである．ベトナムの

ハノイにある寺院には，3 本の柱（A, B, C）と，真ん

中に穴の開いた大きさがすべて異なる 100 枚の石

でできた円盤があるという．元々はすべての円盤が

柱 Aに刺さっていて，僧侶たちが 1 枚ずつ移動し，

すべての円盤を柱 Cに移動しようとしている．僧

侶が 100 枚の円盤を移動し終わった瞬間，この世

は消滅するという．図 -1は円盤が 5 枚のときの課

題を示す．円盤は重ねられて柱 Aに刺さっており，

それらをすべて柱 Cに移動する．ただし，1 枚ずつ

しか移動できず，しかも，小さな円盤の上にそれよ

りも大きな円盤を重ねてはならない．どの円盤も移

動後は，いずれかの柱に刺しておかなければならな

初期状態

最終状態

図 -1　ハノイの塔（5 枚のとき） プログラム 1　解法手順を表示するプログラム
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じように厳密な再帰的文法で定義されることを利用

して，高水準言語から機械語への変換を再帰法に

従って行う．そのプログラムの行数は予想よりはる

かに少なかった．この分野の成果は計算機科学の金

字塔の 1 つと言えるだろう． 

　そして，小さい言語からより大きい言語に拡大し

ていく方法（bootstrapping）にも感嘆した．図 -2（a） 

に示すように，機械語 M で動作するコンピュータを

▽で中に M，機械語 M で記述された機能 f を実行す

るプログラムを鍵穴形で下に M，上に f で書く．プ

ログラムを実行させることで，f の機能が発揮する．

　コンパイラは機能として，言語 C から機械語 M

に変換するので，図 -2（b） で示すように，鍵穴の

上の半円を四角に変形し，中に C → M と書く．言

語 C で書かれた任意の機能 f のプログラムを同じ

機能を持つ機械語 M のプログラムに変換する．

　最初のコンパイラは小さい言語（μ C と書こう）

のために作り，その言語μ C でフルスペックの言

語 C のコンパイラを書けば（図 -3の左端），そのコ

ンパイラをコンパイルすることで，フルスペック C

のコンパイラが得られる（図 -3 中央）．これを動作

させれば，任意の機能 f のプログラムをコンパイル

できる（図 -3 右）．言語 C だけでなく，別の言語で

もよい．興味のある人は Earley 3) を読んでほしい．

分割統治法

　自然数は 1 から始まって，それに 1 を加えたも

のも自然数という一番単純な構造を持つ．木構造

は幹から次々に枝に分かれてどこかで葉になる構

造を持つ（そうでない変な植物もあるが）．プログ

ラムは枝や葉に種類がある木構造である．こうし

た構造を処理するプログラムを書くとき，構造を

分解して部分ごとに解法を適用し，それらの結果

をまとめることで構造全体を処理する方法を分割

統治法と呼ぶ．要素数が nのときに，たとえば，

分割しないと n2 の処理時間になる方法を，上手に

分割することで n log nで処理できるようになる．  

数学やプログラムあるいはデータのように明確な

構造を持つ対象だけでなく，さまざまな対象で分

割統治法は採用されている．学校のクラス分けや

グループ分け，企業や組織の部や課への分割とそ

れらの管理である．大規模な問題を効率的に処理

できるプログラムを書ける人は大組織の管理や運

営にも能力を発揮するはずである．したがって，

誰もがプログラムを書いてみることに賛成である．

逆に，プログラムを書いたこともない経営者や管

理者が，情報システムの企画責任者になることに

はリスクを感じざるを得ない．メガ銀行が統合す

るときに起きたトラブル，大手コンビニの電子決

済システムの穴など，枚挙にいとまがない．

（a）機能 f の実行　　 　　　　　　（b）コンパイラの機能
図 -2　記述言語と機能の実行

図 -3　小さい言語のコンパイラを作って大きい言語のコンパイラを作る
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落語

　修士課程を出て，経済的な理由から博士課程に行

かずに農工大の助手として採用してもらった．講座

の教授は高橋延
のぶまさ

匡先生だった．計算機システムで多

くの業績を残された先生なのだが，落語好きで「え

んきょうさん」と呼ばれていた．その先生から落語

には再帰の概念も登場するという話を聞いた．それ

は「あたまやま」である．

　あるケチな男がサクランボの種を捨てるのが惜し

いと飲み込んだら，頭のてっぺんから桜が生えてき

て，春になると満開になる．町人が花見に押しかけ

て宴会をする．しかし，そのうるささに耐えかねて，

桜を抜いてしまう．すると，その穴に雨が溜まって

池になり，魚が増える．今度は，町人が昼夜を構わ

ずに釣りに来る．うるさくて眠ることもできない．

その男は「いっそ死んでしまえ」と，その池に身を投

げる．無理矢理に図にすると図 -4のようになる．

　別の例は「のっぺらぼう」である．ある商人の男が

身投げをしようとする若い女を助けてみると，顔に

目も鼻も口もないのっぺらぼうである．男は「世の

中，なまじ目や鼻がついているために苦労している

女は五万といる」となだめつつも，内心では血が引

く思いで，蕎麦屋の屋台に駆け込む．息も切れ切れ

にその話をすると，蕎麦屋は「こんな顔ですかい」と

のっぺらぼうの顔で振り向く．男は慌てて家に逃げ

図 -4　あたまやま

帰り，奥さんにその話をする．すると，奥さんが「こ

んな顔？」と振り向く．男は気を失う．しばらくし

て，奥さんに起こされて男は目を覚ます．「変な夢

でも見てたんじゃない」と言われて，夢だったのか

と，その夢の話をする．そうすると奥さんが「こん

な顔？」と振り向く．男は気を失う，……．

　これらの話は繰り返し（loop）ではない．再帰

（recursion）なのだ．

振り返って

　再帰が美しいのは，一番単純な場合の処理を定

義し，単純でない場合には問題を分解して部分の

処理に自分自身を呼んで結果をまとめる記述をす

ればよいことである．何回ループするなどの記述

は不要である．先人は再帰プログラムを実行でき

るようにするために，計算を途中で保留して，次

の計算を始め（その計算をまた途中で保留し，次の

計算を始める，……），結果が返ってきたときに計

算を再開するためのスタックというデータ構造を

生み出した．

　当方は農工大の助手に採用してもらって 41 年間，

手書きパターン認識とタブレットのユーザインタ

フェースの研究をし，実用化もできた．

　この原稿とあまり関係のない研究のように思われ

るかもしれないが，課題解決のさまざまな局面で再

帰が登場した．まさに，自分の思考法の柱の 1 つが

再帰であった．
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